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We consider a homogeneous system of linear singularly perturbed differential equations of order m
with the matrix at higher derivatives becomes singular as the small parameter approaches zero. Using
the Newton diagrams we study the structure of a general solution of the system under consideration and
a possibility to find its asymptotics in the case where the corresponding characteristic polynomial of the
matrix has multiple finite and infinite elementary divisors. The obtained results generalize those obtained
for systems of first and second order equations.

Рассматривается однородная система линейных сингулярно возмущенных дифференциальных
уравнений m-го порядка с матрицей при старших производных, которая вырождается при
стремлении малого параметра к нулю. С помощью метода диаграмм Ньютона исследуются
структура общего решения данной системы уравнений и возможность построения его асимп-
тотики в случае, когда соответствующий матричный характеристический полином имеет
кратный конечный и бесконечный элементарные делители.

Полученные результаты обобщают известные исследования, проведенные для анало-
гичных систем уравнений первого и второго порядков.

1. Постановка задачi. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

εmhAm(t, ε)
dmx

dtm
+ ε(m−1)hAm−1(t, ε)

dm−1x

dtm−1
+ . . .+ εhA1(t, ε)

dx

dt
+A0(t, ε)x = 0, (1.1)

де x(t, ε) — шуканий n-вимiрний вектор, Ai(t, ε), i = 0,m, — дiйснi або комплекснозначнi
(n× n)-матрицi, ε ∈ (0; ε0] — малий дiйсний параметр, h ∈ N, t ∈ [0;T ].

Припустимо, що виконуються такi умови:
1◦) матрицi Ai(t, ε), i = 0,m, допускають на вiдрiзку [0;T ] рiвномiрнi асимптотичнi

розвинення за степенями ε:

Ai(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkA
(k)
i (t), i = 0,m;

2◦) матрицi A(k)
i (t), i = 0,m, k = 0, 1, . . . , нескiнченно диференцiйовнi на вiдрiзку

[0;T ];
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3◦) detA
(0)
m (t) = 0 ∀t ∈ [0;T ];

4◦) гранична в’язка матриць

P (t, λ) =

m∑
i=0

λiA
(0)
i (t) (1.2)

системи (1.1) регулярна при всiх t ∈ [0;T ] i має один скiнченний елементарний дiльник
(λ− λ0(t))p кратностi p i один нескiнченний кратностi q = mn− p.

Питання про побудову асимптотики загального розв’язку лiнiйних систем диференцi-
альних рiвнянь iз малим параметром i матрицею при старших похiдних, яка вироджується
з прямуванням параметра до нуля, досить детально вивчено при m = 1 [1 – 4]. Що ж сто-
сується аналогiчних систем рiвнянь вищих порядкiв, то, як правило, вони дослiджувались
лише при m = 2 [3]. Системи ж рiвнянь порядку вище другого розглядались лише за
умови, що матриця при старшiй похiднiй є одиничною [5, 6].

Уперше систему рiвнянь вигляду (1.1) було розглянуто в роботi [7], де передбачалось,
що гранична в’язка матриць (1.2) має простий спектр. У роботi [8] дослiджено бiльш
складний випадок, коли гранична в’язка матриць має кратнi скiнченнi i нескiнченнi еле-
ментарнi дiльники. З використанням теорiї полiномiальних матричних в’язок у цiй роботi
було встановлено, що за виконання певних умов, якi мають задовольняти коефiцiєнти
даної системи, її лiнiйно незалежнi розв’язки можна побудувати у виглядi асимптотичних
розвинень за степенями k

√
ε, де k — кратнiсть вiдповiдних елементарних дiльникiв. Однак

питання про те, яким чином будувати розв’язки системи (1.1) у випадку, коли знайденi
умови не виконуються, залишилось вiдкритим.

Аналогiчну проблему для систем рiвнянь першого порядку було розв’язано в роботах
[1 – 3] з використанням методу дiаграм Ньютона. У данiй роботi цей метод застосовано й
до системи (1.1), що дозволило узагальнити результати, отриманi в [3], на системи рiвнянь
вищих порядкiв.

2. Виведення рiвняння розгалуження для розв’язкiв першої групи. Першу групу роз-
в’язкiв системи (1.1), що вiдповiдають скiнченному елементарному дiльнику граничної
в’язки матриць P (t, λ), будемо шукати у виглядi

x(t, ε) = u(t, ε) exp

ε−h t∫
0

(λ0(τ) + λ(τ, ε)) dτ

 , (2.1)

де u(t, ε) — шуканий n-вимiрний вектор, а λ(t, ε) — шукана скалярна функцiя.
Пiдставимо в систему рiвнянь (1.1) вектор (2.1). Для цього скористаємося формулою [8]

dkx

dtk
=

k∑
i=0

i∑
j=0

j∑
γ=0

ε−jhCikC
γ
jDi−j

[
λj−γ0 λγ

]
×

× dk−iu(t, ε)

dtk−i
exp

ε−h t∫
0

(λ0(τ) + λ(τ, ε)) dτ

 , k = 0,m,
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деDi[λ
j ] — сума всiх можливих добуткiв i операторiв диференцiюванняD =

d

dt
, якi дiють

на вирази, розмiщенi справа вiд них, та j скалярних функцiй λ(t, ε), причому останнiм
множником у всiх доданках має бути λ(t, ε). В результатi отримаємо

P (t, λ0)u = −F (t, λ, ε)u, (2.2)

де

F (t, λ, ε) =
m∑
k=0

Γk(t, λ, ε), (2.3)

Γk(t, λ, ε), k = 0,m, — оператори, якi визначаються за формулами

Γ0(t, λ, ε) =
∑
s≥1

εsP (s)(t, λ0) +
m−1∑
i=1

m−i∑
j=1

εihDi[λ
j
0]Ai+j(t, ε)+

+
m∑
i=1

i∑
j=1

m−i+1∑
γ=1

εihCi+γ−j−1
i+γ−1 Di−j [λ

γ−1
0 ]Ai+γ−1(t, ε)

dj

dtj
,

Γk(t, λ, ε) = λk
∂kP (t, λ0, ε)

k!∂λk
+

m−k∑
i=1

m−k−i+1∑
j=1

εihCkj+k−1Di[λ
kλj−1

0 ]Ai+j+k−1(t, ε)+

+

m−k∑
i=1

i∑
j=1

m−k−i+1∑
γ=1

εihCkγ+k−1C
i+γ+k−j−1
i+γ+k−1 Di−j [λ

kλγ−1
0 ]×

×Ai+γ+k−1(t, ε)
dj

dtj
, k = 1,m− 1,

Γm(t, λ, ε) = λm
∂mP (t, λ0, ε)

m!∂λm
,

P (t, λ, ε) =
m∑
i=0

λiAi(t, ε).

Враховуючи умову 1◦, оператори Γk(t, λ, ε), k = 0,m, можна записати у виглядi рiвно-
мiрних асимптотичних розвинень за степенями малого параметра:

Γ0(t, λ, ε) =
∑
s≥1

εsΓ
(s)
0 (t),

Γk(t, λ, ε) =
∑
s≥0

εsΓ
(s)
k (t, λ), k = 1,m,
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коефiцiєнти яких визначаються за формулами

Γ
(s)
0 (t) = P (s)(t, λ0) +

m∑
i=1

i∑
j=1

m−i+1∑
γ=1

Ci+γ−j−1
i+γ−1 Di−j [λ

γ−1
0 ]A

(s−ih)
i+γ−1(t)

dj

dtj
+

+
m−1∑
i=1

m−i∑
j=1

Di[λ
j
0]A

(s−ih)
i+j (t), s = 1, 2, . . . ,

Γ
(s)
k (t, λ) = λk

∂kP (s)(t, λ0)

k!∂λk
+
m−k∑
i=1

i∑
j=1

m−k−i+1∑
γ=1

Ckγ+k−1C
i+γ+k−j−1
i+γ+k−1 Di−j [λ

kλγ−1
0 ]A

(s−ih)
i+γ+k−1(t)

dj

dtj
+

+

m−k∑
i=1

m−k−i+1∑
j=1

Ckj+k−1Di[λ
kλj−1

0 ]A
(s−ih)
i+j+k−1(t), k = 1,m− 1, s = 0, 1, . . . ,

Γm(t, λ) = λm
∂mP (s)(t, λ0)

m!∂λm
, s = 0, 1, . . . .

Таким чином, задача визначення функцiї λ(t, ε) i вектора u(t, ε) звелась до задачi про
збурення власного значення λ0(t) та вiдповiдного власного вектора ϕ(t) полiномiальної
в’язки матриць P (t, ε) пiд дiєю збурювальних операторiв Γk(t, λ, ε), k = 0,m.

Вектор u(t, ε) задовольняє рiвняння (2.2) тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

(F (t, λ, ε)u(t, ε), ψ(t)) = 0, (2.4)

де ψ(t) — елемент нуль-простору матрицi P ∗(t, λ0), спряженої до матрицi P (t, λ0).
При її виконаннi u(t, ε) = −H(t)F (t, λ, ε)u(t, ε) + cϕ(t), де c — довiльний скалярний

множник, а H(t) — узагальнена обернена матриця до матрицi P (t, λ0). Поклавши c = 1,
матимемо (E +H(t)F (t, λ, ε))u(t, ε) = ϕ(t), де E — одинична матриця n-го порядку. Це
рiвняння формально задовольняється, якщо вектор u(t, ε) подати у виглядi

u(t, ε) = ϕ(t) +
∞∑
k=1

(−1)k (H(t)F (t, λ, ε))k ϕ(t). (2.5)

Пiдставивши (2.5) у (2.4), отримаємо шукане рiвняння розгалуження

L(λ, ε) ≡

( ∞∑
k=0

F (t, λ, ε) (H(t)F (t, λ, ε))k ϕ(t), ψ(t)

)
= 0.

Ввiвши позначення

L̃(λ, ε) =

∞∑
k=0

F (t, λ, ε) (H(t)F (t, λ, ε))k , (2.6)
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запишемо його у виглядi

L(λ, ε) ≡
(
L̃(λ, ε)ϕ(t), ψ(t)

)
= 0.

За виконання цiєї умови вектор u(t, ε) визначатимемо з рiвняння (2.5) за формулою

u(t, ε) = ϕ(t)−H(t)L̃(λ, ε)ϕ(t). (2.7)

Подамо операторнi вирази L(λ, ε), L̃(λ, ε) у виглядi формальних розвинень за степе-
нями малого параметра

L(λ, ε) =
∑
k+s≥0

εsLks[λ
k], L̃(λ, ε) =

∑
k+s≥0

εsL̃ks[λ
k], (2.8)

де k — сумарний степiнь функцiї λ(t, ε), що входить в операторнi функцiї Lks[λk], L̃ks[λk].
Згiдно з (2.6), (2.3) маємо

H(t)L̃(λ, ε) =

∞∑
k=1

(−1)k+1 (H(t)F (t, λ, ε))k =
∞∑
k=1

(−1)k+1

(
m∑
s=0

H(t)Γs(t, λ, ε)

)k
.

Розглянемо вирази (
∑m

s=0H(t)Γs(t, λ, ε))
k , k = 1, 2, . . . . Методом математичної iндук-

цiї неважко переконатися, що в загальному випадку справджується формула(
m∑
s=0

H(t)Γs(t, λ, ε)

)k
=

mk∑
s=0

P̃k,s(HΓ),

де
P̃k,s(HΓ) =

∑
s1+s2+...+sk=s

HΓs1HΓs2 . . . HΓsk

— сума всiх можливих добуткiв k операторiв HΓsi , сума iндексiв si яких дорiвнює s, при-
чому iндекси si набувають значень iз множини {0, 1, . . . ,m}.

Тому

H(t)L̃(λ, ε) =
∞∑
k=1

mk∑
s=0

(−1)k+1P̃k,s(HΓ).

Згрупувавши в цьому виразi доданки з однаковими степенями ε, пiсля нескладних пе-
ретворень, пов’язаних iз змiною порядку пiдсумовування та замiною iндексiв, дiстанемо

H(t)L̃(λ, ε) =
∞∑
s=1

s∑
j=1

(−1)j−1εsW̃
(s)
HΓ[0, . . . , 0, 0, j]+

+

∞∑
s=0

∞∑
k=1

∑
mim+...+2i2+i1=k

s∑
j=0

(−1)im+...+i2+i1+j−1εsW̃
(s)
HΓ[im, . . . , i2, i1, j],
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де W̃ (s)
HΓ[im, . . . , i2, i1, i0] — сума всiх можливих добуткiв операторiв HΓ

(ski)
k , k = 0,m, сума

верхнiх iндексiв яких ski дорiвнює s (ski ∈ N ∪ {0}, k = 1,m, s0i ∈ N).
Iз урахуванням проведених перетворень рiвняння розгалуження набере вигляду

L(λ, ε) ≡
∞∑
s=1

s∑
j=1

(−1)j−1εs
(
W

(s)
HΓ[0, . . . , 0, 0, j]ϕ(t), ψ(t)

)
+

+

∞∑
s=0

∞∑
k=1

∑
mim+...+2i2+i1=k

s∑
j=0

(−1)im+...+i2+i1+j−1εs×

×
(
W

(s)
HΓ[im, . . . , i2, i1, j]ϕ(t), ψ(t)

)
= 0, (2.9)

де вирази W (s)
HΓ[im, . . . , i2, i1, j] на вiдмiну вiд виразiв W̃ (s)

HΓ[im, . . . , i2, i1, j] не мiстять в усiх
їхнiх доданках перший множник H(t).

Звiдси дiстанемо такi вирази для коефiцiєнтiв розвинення (2.8):

L00 = 0, L0s =

s∑
j=1

(−1)j−1
(
W

(s)
HΓ[0, . . . , 0, 0, j]ϕ(t), ψ(t)

)
, s = 1, 2, . . . , (2.10)

Lk0[λk] =
∑

mim+...+2i2+i1=k

(−1)im+...+i2+i1−1×

×
(
W

(0)
HΓ[im, . . . , i2, i1, 0]ϕ(t), ψ(t)

)
, k = 1, 2, . . . , (2.11)

Lks[λ
k] =

∑
mim+...+2i2+i1=k

s∑
j=0

(−1)im+...+i2+i1+j−1εs×

×
(
W

(s)
HΓ[im, . . . , i2, i1, j]ϕ(t), ψ(t)

)
, k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . . (2.12)

Введемо позначення

Hj(t) = −H(t)
∂jP (t, λ0)

j!∂λj
, j = 1,m. (2.13)

Використавши рекурентнi формули

σ1(H1, H2, . . . ,Hm) = E,

σi(H1, H2, . . . ,Hm) =

min(i−1,m)∑
j=1

Hj(t)σ
i−j(H1, H2, . . . ,Hm), i = 2, 3, . . . , (2.14)
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вирази (2.11) можна записати у виглядi

Lk0[λk] = λk
min(k,m)∑
j=1

(
∂jP (t, λ0)

j!∂λj
σk+1−j(H1, H2, . . . ,Hm)ϕ(t), ψ(t)

)
, k = 1, 2, . . . . (2.15)

Оскiльки згiдно з умовою 4◦ в’язка матриць P (t, λ) має скiнченний елементарний дiльник
кратностi p, то, як показано в [7], за рахунок вибору вектора ψ(t) можна домогтися, щоб
виконувались спiввiдношення

min(k,m)∑
j=1

(
∂jP (t, λ0)

j!∂λj
σk+1−j(H1, H2, . . . ,Hm)ϕ(t), ψ(t)

)
= δk,p, k = 1, p, (2.16)

δk,p — символ Кронекера. Отже,

Lk0[λk] = λkδk,p, k = 1, p. (2.17)

Взявши до уваги (2.17), (2.8), рiвняння (2.9) запишемо у виглядi

λp +
∞∑

k=p+1

λkLk0 +
∞∑
s=1

εsL0s +
∞∑
s=1

∞∑
k=1

εsLks[λ
k] = 0, (2.18)

де

Lk0 =

min(k,m)∑
j=1

(
∂jP (t, λ0)

j!∂λj
σk+1−j(H1, H2, . . . ,Hm)ϕ(t), ψ(t)

)
, k = p+ 1, p+ 2, . . . . (2.19)

При цьому згiдно з (2.7) вiдповiдний вектор u(t, ε) зображується розвиненням

u(t, ε) =ϕ(t)−
∞∑
s=1

εsH(t)L̃0sϕ(t)−
∞∑
k=1

λkH(t)L̃k0ϕ(t)−
∞∑
s=1

∞∑
k=1

εsH(t)L̃ks[λ
k]ϕ(t), (2.20)

де

L̃0s =

s∑
j=1

(−1)j−1W
(s)
HΓ[0, . . . , 0, 0, j], s = 1, 2, . . . ,

L̃k0 =

min(k,m)∑
j=1

∂jP (t, λ0)

j!∂λj
σk+1−j(H1, H2, . . . ,Hm), k = 1, 2, . . . ,

L̃ks[λ
k] =

∑
mim+...+2i2+i1=k

s∑
j=0

(−1)im+...+i2+i1+j−1×

×W (s)
HΓ[im, . . . , i2, i1, j], k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . . (2.21)
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В результатi приходимо до такої теореми.

Теорема 2.1. Для того щоб вектор (2.1) був формальним розв’язком системи дифе-
ренцiальних рiвнянь (1.1), необхiдно i достатньо, щоб функцiя λ(t, ε) задовольняла рiв-
няння розгалуження (2.18), коефiцiєнти якого виражаються формулами (2.10), (2.12),
(2.19). Вiдповiдна вектор-функцiя u(t, ε) зображується формальним розвиненням (2.20),
коефiцiєнти якого виражаються формулами (2.21).

3. Виведення рiвняння розгалуження для розв’язкiв другої групи. Згiдно з [3] розв’яз-
ки другої групи, що вiдповiдають нескiнченному елементарному дiльнику граничної в’яз-
ки матриць P (t, λ), будемо шукати у виглядi

x(t, ε) = v(t, ε) exp

ε−h t∫
0

dτ

ξ(τ, ε)

 , (3.1)

де v(t, ε) — n-вимiрний вектор, а ξ(t, ε) — скалярна функцiя.
Пiдставивши вираз (3.1) у систему рiвнянь (1.1) i використавши формулу

dkx

dtk
=

k∑
i=0

i∑
j=0

ε−jhCikDi−j

[
1

ξj

]
dk−iv(t, ε)

dtk−i
exp

ε−h t∫
0

dτ

ξ(τ, ε)

 , k = 0,m,

виведену у [8], отримаємо

A(0)
m (t)v = −Φ(t, ξ, ε)v, (3.2)

де

Φ(t, ξ, ε) =
m∑
k=0

Qk(t, ξ, ε), (3.3)

а оператори Qk(t, ξ, ε), k = 0,m, визначаються за формулами

Q0(t, ε) =
∑
s≥1

εsA(s)
m (t),

Qk(t, ξ, ε) = εkhξm
k∑
i=0

Cm−im Dk−i

[
1

ξm−k

]
Am(t, ε)

di

dti
+

+ ξm
k−1∑
i=0

i∑
j=0

εihCj+m−ki+m−kDj

[
1

ξm−k

]
Ai+m−k(t, ε)

di−j

dti−j
, k = 1,m− 1,

Qm(t, ξ, ε) = εmhξmAm(t, ε)
dm

dtm
+ ξm

m−1∑
i=0

εihAi(t, ε)
di

dti
.
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Згiдно з умовою 1◦ операториQk(t, ξ, ε), k = 0,m,можна записати у виглядi розвинень
за степенями ε:

Q0(t, ε) =
∑
s≥1

εsQ
(s)
0 (t), Qk(t, ξ, ε) =

∑
s≥0

εsQ
(s)
k (t, ξ), k = 1,m,

коефiцiєнти яких визначаються за формулами

Q
(s)
0 (t) = A(s)

m (t), s = 1, 2, . . . ,

Q
(s)
k (t, ξ) = ξm

k∑
i=0

i∑
j=0

Cj+m−ki+m−kDj

[
1

ξm−k

]
A

(s−ih)
i+m−k(t)

di−j

dti−j
, k = 1,m− 1, s = 0, 1, . . . ,

Q(s)
m (t, ξ) = ξm

m∑
i=0

A
(s−ih)
i (t)

di

dti
, s = 0, 1, . . . .

Отже, задача пошуку функцiї ξ(t, ε) та вектор-функцiї v(t, ε) звелася до задачi про збу-
рення нульового власного значення i вiдповiдного власного вектора ϕ̃(t) в’язки матриць

N(t, ξ) =

m∑
i=0

ξiAm−i(t, ε),

симетричної в’язцi матриць P (t, λ).
Вектор v(t, ε) задовольняє рiвняння (3.2) тодi i тiльки тодi, коли виконується умова(

Φ(t, ξ, ε)v(t, ε), ψ̃(t)
)

= 0, (3.4)

де ψ̃(t) — елемент нуль-простору матрицi
(
A

(0)
m (t)

)∗
, спряженої до матрицi A(0)

m (t). При

її виконаннi v(t, ε) = −G(t)Φ(t, ξ, ε)v(t, ε) + cϕ̃(t), де c — довiльний скалярний множник,
а G(t) — матриця, узагальнено-обернена до матрицi A(0)

m (t). Поклавши c = 1, матимемо
(E +G(t)Φ(t, ξ, ε)) v(t, ε) = ϕ̃(t). Це рiвняння формально задовольняється, якщо вектор
v(t, ε) подати у виглядi формального ряду

v(t, ε) = ϕ̃(t) +

∞∑
k=1

(−1)k (G(t)Φ(t, ξ, ε))k ϕ̃(t). (3.5)

Пiдставивши (3.5) у (3.4), отримаємо шукане рiвняння розгалуження:

M(ξ, ε) ≡
∞∑
k=0

(−1)k
(

Φ(t, ξ, ε) (G(t)Φ(t, ξ, ε))k ϕ̃(t), ψ̃(t)
)

= 0. (3.6)

Позначивши

M̃(ξ, ε) =
∞∑
k=0

(−1)kΦ(t, ξ, ε) (G(t)Φ(t, ξ, ε))k , (3.7)
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запишемо його у виглядi

M(ξ, ε) ≡
(
M̃(ξ, ε)ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
= 0. (3.8)

У свою чергу з (3.5) отримуємо

v(t, ε) = ϕ̃(t)−G(t)M̃(ξ, ε)ϕ̃(t).

Запишемо (3.6), (3.7) у виглядi формальних розвинень за степенями ε:

M(ξ, ε) =
∑
k+s≥0

εsMks[ξ
k], M̃(ξ, ε) =

∑
k+s≥0

εsM̃ks[ξ
k]. (3.9)

Згiдно з (3.3), (3.7) маємо

G(t)M(ξ, ε) =

∞∑
k=1

(−1)k+1

(
m∑
i=0

Qi(t, ξ, ε)

)k
.

Мiркуючи далi так само, як i в пунктi 2, одержуємо

G(t)M(ξ, ε) =
∞∑
s=1

s∑
j=1

(−1)j−1εsW̃
(s)
GQ[0, . . . , 0, 0, j]+

+
∞∑
s=0

∞∑
k=1

∑
mim+...+2i2+i1=k

s∑
j=0

(−1)im+...+i2+i1+j−1εsW̃
(s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j],

де W̃ (s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j] — сума всiх можливих добуткiв операторiв GQ(ski)

k , k = 0,m, сума
верхнiх iндексiв ski яких дорiвнює s (ski ∈ N ∪ {0}, k = 1,m, s0i ∈ N).

Тодi рiвняння розгалуження (3.8) набере вигляду

M(ξ, ε) ≡
∞∑
s=1

s∑
j=1

(−1)j−1εs
(
W

(s)
GQ[0, . . . , 0, 0, j]ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
+

+
∞∑
s=0

∞∑
k=1

∑
mim+...+2i2+i1=k

s∑
j=0

(−1)im+...+i2+i1+j−1εs×

×
(
W

(s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j]ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
= 0, (3.10)

де вирази W (s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j] на вiдмiну вiд виразiв W̃ (s)

GQ[im, . . . , i2, i1, j] не мiстять в усiх
їхнiх доданках перший множник G(t).

З рiвняння (3.10) отримаємо такi вирази для коефiцiєнтiв розвинення (3.9):

M00 = 0, M0s =

s∑
j=1

(−1)j−1
(
W

(s)
GQ[0, . . . , 0, 0, j]ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
, s = 1, 2, . . . , (3.11)
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Mk0[ξk] =
∑

mim+...+2i2+i1=k

(−1)im+...+i2+i1−1×

×
(
W

(0)
GQ[im, . . . , i2, i1, 0]ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
, k = 1, 2, . . . ,

(3.12)

Mks[ξ
k] =

∑
mim+...+2i2+i1=k

s∑
j=0

(−1)im+...+i2+i1+j−1×

×
(
W

(s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j]ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
, k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . .

Поклавши

Gj(t) = −G(t)
∂jN(t, 0)

j!∂ξj
, j = 1,m,

i використавши рекурентнi формули

σ1(G1, G2, . . . , Gm) = E,

σi(G1, G2, . . . , Gm) =

min(i−1,m)∑
j=1

Gj(t)σ
i−j(G1, G2, . . . , Gm), i = 2, 3, . . . ,

з (3.12) дiстанемо

Mk0[ξk] = ξk
min(k,m)∑
j=1

(
∂jN(t, 0)

j!∂ξj
σk+1−j(G1, G2, . . . , Gm)ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
, k = 1, 2, . . . . (3.13)

Оскiльки згiдно з умовою 4◦ в’язка матриць P (t, λ) має нескiнченний елементарний
дiльник кратностi q, то, як показано у [7], за рахунок вибору вектора ψ̃(t) можна домог-
тися, щоб виконувались спiввiдношення

min(k,m)∑
j=1

(
∂jN(t, 0)

j!∂ξj
σk+1−j(G1, G2, . . . , Gm)ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
= δk,q, k = 1, q.

Звiдси випливає, що

Mk0[ξk] = ξkδk,q, k = 1, q. (3.14)

Тому згiдно з (3.9) рiвняння розгалуження (3.10) можна записати у виглядi

ξq +

∞∑
k=q+1

ξkMk0 +

∞∑
s=1

εsM0s +

∞∑
s=1

∞∑
k=1

εsMks[ξ
k] = 0, (3.15)
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де

Mk0 =

min(k,m)∑
j=1

(
∂jN(t, 0)

j!∂ξj
σk+1−j(G1, G2, . . . , Gm)ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
, k = q + 1, q + 2, . . . , (3.16)

а вектор v(t, ε) зображується розвиненням

v(t, ε) = ϕ̃(t)−
∞∑
k=1

ξkG(t)M̃k0ϕ̃(t)−
∞∑
s=1

εsG(t)M̃0sϕ̃(t)−
∞∑
s=1

∞∑
k=1

εsG(t)M̃ks[ξ
k]ϕ̃(t), (3.17)

коефiцiєнти якого виражаються формулами

M̃0s =
s∑
j=1

(−1)j−1W
(s)
GQ[0, . . . , 0, 0, j], s = 1, 2, . . . ,

M̃k0 =

min(k,m)∑
j=1

∂jN(t, 0)

j!∂ξj
σk+1−j(G1, G2, . . . , Gm), k = 1, 2, . . . ,

(3.18)

M̃ks[ξ
k] =

∑
mim+...+2i2+i1=k

s∑
j=0

(−1)im+...+i2+i1+j−1×

×W (s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j], k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . .

Цим самим доведено таку теорему.

Теорема 3.1. Для того щоб вектор (3.1) був формальним розв’язком системи дифе-
ренцiальних рiвнянь (1.1), необхiдно i достатньо, щоб функцiя ξ(t, ε) була розв’язком
рiвняння розгалуження (3.15), коефiцiєнти якого визначаються за формулами (3.11),
(3.12), (3.16). Вiдповiдна вектор-функцiя v(t, ε) зображується розвиненням (3.17), кое-
фiцiєнти якого визначаються за формулами (3.18).

4. Аналiз рiвнянь розгалуження. Використовуючи метод дiаграм Ньютона [3], дослi-
димо структуру формальних розв’язкiв системи рiвнянь (1.1) залежно вiд поведiнки кое-
фiцiєнтiв рiвнянь розгалуження (2.18), (3.15).

Згiдно з цим методом, щоб знайти вигляд розв’язкiв λ(t, ε) рiвняння (2.18), кожному
вiдмiнному вiд нуля коефiцiєнту Lks[λk] поставимо у вiдповiднiсть точку (k, s) у прямокут-
нiй системi координат Oks (рис. 1). Навколо точки A0(0, s0), що знаходиться найближче
до осiOk, проти руху годинникової стрiлки обертатимемо пряму, доки вона не зустрiнеть-
ся з деякою точкою A1(k1, s1). Потiм пряму в тому самому напрямку обертатимемо нав-
коло точки A1, доки вона не зустрiнеться з точкою A2(k2, s2), i так далi. З’єднавши отри-
манi точки, дiстанемо вiдповiдну дiаграму Ньютона.

Зауважимо, що коли на осi Os немає точок, побудову дiаграми необхiдно починати з
подiбної точки прямої k = 1. Якщо ж i на прямих k = j, j < i, немає точок, то побудову
дiаграми треба починати з прямої k = i.
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Рис. 1 Рис. 2

Нехай
r

l
— тангенс кута нахилу деякої ланки Ai−1Ai до вiд’ємного напрямку осi Ok.

Тодi цiй ланцi вiдповiдатиме розв’язок рiвняння (2.18), який зображується у виглядi роз-
винення

λ(t, ε) = ε
r
l λ1(t) +

∑
i≥2

ε
r+i−1

l λi(t), (4.1)

якщо визначальне рiвняння
∑′ Lks[λk1] = 0 має простий ненульовий корiнь

(
символом

∑′
позначаємо суму виразiв Lks[λk1] таких, що (k, s) ∈ Ai−1Ai

)
.

Якщо λ1(t) — тотожно кратний корiнь визначального рiвняння, то в розвиненнi (4.1)
зберiгається лише перший член, а для знаходження наступних членiв потрiбно викорис-
тати нове рiвняння розгалуження, виконавши у (2.18) замiну λ(t, ε) = ε

r
l λ1(t) + η(t, ε).

Якщо вiдповiдне визначальне рiвняння знову матиме кратний корiнь, то процедуру слiд
повторити, i так далi. При цьому, як показано в [1], для кожної ланки дiаграми Ньютона
можна побудувати стiльки розв’язкiв рiвняння (2.18), якою є довжина проекцiї цiєї ланки
на вiсь абсцис.

Аналогiчним способом можна знайти розв’язки рiвняння розгалуження (3.22).
Використовуючи цей метод, проаналiзуємо рiвняння (2.28).
Iз формули (2.17) випливає, що на дiаграмi немає точок (k, 0), k = 1, p− 1, але завжди

є точка (p, 0). Тому довжина проекцiї всiх дiлянок дiаграми на вiсь абсцис дорiвнює p . Це
гарантує наявнiсть p малих розв’язкiв λ(t, ε) рiвняння (2.18) з урахуванням їх кратностi
незалежно вiд вигляду матриць A(s)

i (t), i = 0,m, s = 0, 1, . . . .

Незалежно вiд структури матриць A(s)
i (t), i = 0,m, s = 0, 1, . . . , серед розв’язкiв рiв-

няння (2.18) може бути не бiльше одного нульового, оскiльки на дiаграмi завжди є точки
(k, (p− k)h), k = 1, p− 1 (рис. 2).

Дiйсно, з формули (2.12) маємо

Lk,(p−k)h[λk] =
∑

mim+...+2i2+i1=k

(p−k)h∑
j=0

(−1)im+...+i1+j−1×

×
(
W

((p−k)h)
HΓ [im, . . . , i2, i1, j]ϕ(t), ψ(t)

)
, k = 1, p− 1.
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Зафiксувавши k, видiлимо в цьому виразi доданки, якi мiстять похiдну (p − k)-го по-
рядку вiд функцiї λk(t, ε). Для цього виконаємо послiдовно наступнi дiї:

1. З виразу Lk,(p−k)h[λk] видiлимо доданки∑
mim+...+2i2+i1=k

(−1)im+...+i1+j−1
(
W

((p−k)h)
HΓ [im, . . . , i2, i1, j]ϕ(t), ψ(t)

)
, j = 1, p− k.

2. У виразах W ((p−k)h)
HΓ [im, . . . , i2, i1, j], j = 1, p− k, видiлимо доданки, якi задовольня-

ють такi вимоги:
a) вони складаються лише з операторiв Γ

(kh)
0 (t), k = 1,m, та Γ

(kh)
j (t, ξ), j = 1,m, k =

= 0,m− j;
b) оператори Γ

(kh)
0 (t), k= 1,m, у цих доданках знаходяться злiва вiд операторiв Γ

(kh)
j (t, ξ),

j = 1,m, k = 0,m− j.
3. З операторiв Γ

(kh)
0 (t), k = 1,m, у зазначених доданках видiлимо оператори

∂kP (t, λ0)

k!∂λk
Dk, k = 1,m, а з операторiв Γ

(kh)
j (t, ξ), j = 1,m, k = 0,m− j, — оператори(

Dkλj
) ∂k+jP (t, λ0)

(k + j)!∂λk+j
, j = 1,m, k = 0,m− j.

Використовуючи позначення (2.13) та рекурентнi формули (2.14), пiсля виконання цих
дiй отримаємо

Lk,(p−k)h[λk] =
dp−kλk

dtp−k

min(p,m)∑
j=1

(
∂jP (t, λ0)

j!∂λj
σp+1−j(H1, H2, . . . ,Hm)ϕ(t), ψ(t)

)
+

+ ∆(t, λk, ε), k = 1, p− 1,

або, згiдно з (2.16),

Lk,(p−k)h[λk] =
dp−kλk

dtp−k
+ ∆(t, λk, ε), k = 1, p− 1,

де доданок ∆(t, λk, ε) мiстить похiднi вiд k функцiй λ(t, ε), сумарний порядок яких менший,
нiж p − k. Звiдси випливає, що Lk,(p−k)h[λk] 6= 0, k = 1, p− 1, незалежно вiд поведiнки
коефiцiєнтiв системи рiвнянь (1.1).

В результатi приходимо до такого твердження.

Теорема 4.1. Незалежно вiд структури матриць A(s)
i (t), i = 0,m, s = 0, 1, . . . , рiв-

няння розгалуження (2.18) має p малих розв’язкiв λ(t, ε) з урахуванням їх кратностi,
причому не бiльше одного нульового.

Проаналiзуємо тепер рiвняння розгалуження (3.15), що вiдповiдає розв’язкам другої
групи. Згiдно з (3.14) це рiвняння має q малих розв’язкiв з урахуванням нульових, оскiль-
ки на осi абсцис немає точок (k, 0), k = 1, q − 1, але завжди є точка (q, 0) (рис. 3). Однак,
на вiдмiну вiд розв’язкiв першої групи, вираз (3.1) втрачає сенс, якщо ξ(t, ε) = 0. Тому
розв’язкiв другої групи може бути менше, нiж q. Їх кiлькiсть дорiвнює q − r, де r — крат-
нiсть нульового кореня рiвняння розгалуження (3.15). При цьому, в той час як рiвнян-
ня (2.18) може мати лише простий нульовий корiнь завдяки тому, що Lk,(p−k)h[λk] 6= 0,
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ord ξ

ord ε

O r
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Рис. 3

k = 1, p− 1, операторнi коефiцiєнти Mks[ξ
k] подiбної властивостi не мають. Тому залеж-

но вiд структури матриць A(s)
i (t), i = 0,m, s = 0, 1, . . . , кратнiсть нульового розв’язку

рiвняння (3.15) може змiнюватися вiд 0 до q.
Як випливає з методу дiаграм Ньютона, якщо Mks[ξ

k] ≡ 0 при k < r, Mrs[ξ
r] 6= 0

при деякому s, то рiвняння (3.15) має нульовий розв’язок кратностi r i q − r ненульових
розв’язкiв (рис. 3).

Покажемо, що остання умова рiвносильна наявностi в матрицi Am(t, ε) жорданового
ланцюжка векторiв завдовжки r вiдносно операторiв Qk(t, ξ, ε), k = 1,m, в яких ξ —
довiльний скалярний множник.

Нехай вектори yk(t, ε), k = 1, r, утворюють цей жорданiв ланцюжок. Тодi, оскiльки

Am(t, ε) = A(0)
m (t) +Q0(t, ε),

виконуються спiввiдношення (
A(0)
m (t) +Q0(t, ε)

)
y1 = 0,

(
A(0)
m (t) +Q0(t, ε)

)
yk +

min(k−1,m)∑
j=1

Qj(t, ξ, ε)yk−j = 0, k = 2, r,

а рiвняння (
A(0)
m (t) +Q0(t, ε)

)
y +

min(r,m)∑
j=1

Qj(t, ξ, ε)yr+1−j = 0

нерозв’язне вiдносно вектора y.
Розглянемо перше з цих рiвнянь, записавши його у виглядi

A(0)
m (t)y1 = −Q0(t, ε)y1.

Оскiльки воно є розв’язним вiдносно вектора y1(t, ε), то

y1(t, ε) = −G(t)Q0(t, ε)y1(t, ε) + cϕ̃(t),
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де c — довiльний скалярний множник. Поклавши c = 1, дiстанемо

(E +G(t)Q0(t, ε)) y1(t, ε) = ϕ̃(t).

Визначник матрицi E + G(t)Q0(t, ε) при малих значеннях ε > 0 вiдмiнний вiд нуля.
Тому iснує обернена до неї матриця R(t, ε) = (E +G(t)Q0(t, ε))−1 , яку згiдно з [3] можна
записати у виглядi ряду

R(t, ε) =
∞∑
i=0

(−1)i (G(t)Q0(t, ε))i , y1(t, ε) = R(t, ε)ϕ̃(t). (4.2)

Оскiльки рiвняння

A(0)
m (t)yk = −

min(k−1,m)∑
j=1

Qj(t, ξ, ε)yk−j −Q0(t, ε)yk, k = 2, r,

розв’язнi вiдносно векторiв yk(t, ε), k = 2, r, то мають мiсце рiвностi

yk(t, ε) = cϕ̃(t)−
min(k−1,m)∑

j=1

G(t)Qj(t, ξ, ε)yk−j(t, ε)−G(t)Q0(t, ε)yk(t, ε), k = 2, r, (4.3)

де c — довiльний скалярний множник. Поклавши c = 1, помноживши отриману рiвнiсть
злiва на матрицю R(t, ε) та взявши до уваги (4.2), отримаємо

yk(t, ε) =R(t, ε)ϕ̃(t)−
min(k−1,m)∑

j=1

R(t, ε)G(t)Qj(t, ξ, ε)yk−j(t, ε), k = 2, r.

З останньої рiвностi, послiдовно виражаючи вектори yk(t) через власний вектор ϕ̃(t),
одержуємо

yk(t, ε) = ϕ̃(t) +
∞∑
s=1

s∑
j=1

(−1)jεsW̃
(s)
GQ[0, . . . , 0, 0, j]ϕ̃(t)+

+
∞∑
s=0

k−1∑
i=1

∑
mim+...+2i2+i1=i

s∑
j=0

(−1)im+...+i2+i1+jεs×

× W̃ (s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j]ϕ̃(t), k = 1, r. (4.4)

Оскiльки за припущенням матриця Am(t, ε) має жорданiв ланцюжок векторiв зав-
довжки r вiдносно операторiв Qk(t, ξ, ε), k = 1,m, то мають мiсце рiвностi

(
Q0(t, ε)yk(t, ε), ψ̃(t)

)
+

min(k−1,m)∑
j=1

(
Qj(t, ξ, ε)yk−j(t, ε), ψ̃(t)

)
= 0, k = 2, r,

(4.5)(
Q0(t, ε)y(t, ε), ψ̃(t)

)
+

min(r,m)∑
j=1

(
Qj(t, ξ, ε)yr+1−j(t, ε), ψ̃(t)

)
6= 0.
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Розглянемо вирази G(t)Q0(t, ε)yk(t, ε) +
∑min(k−1,m)

j=1 G(t)Qj(t, ξ, ε)yk−j(t, ε), k = 2, r.

З (4.3) (при c = 1) маємо

G(t)Q0(t, ε)yk(t, ε) +

min(k−1,m)∑
j=1

G(t)Qj(t, ξ, ε)yk−j(t, ε) = ϕ̃(t)− yk(t, ε), k = 2, r.

Пiдставивши сюди (4.4), отримаємо

Q0(t, ε)yk(t, ε)+

min(k−1,m)∑
j=1

Qj(t, ξ, ε)yk−j(t, ε) =

∞∑
s=1

s∑
j=1

(−1)j−1εsW
(s)
GQ[0, . . . , 0, 0, j]ϕ̃(t)+

+

∞∑
s=0

k−1∑
i=1

∑
mim+...+2i2+i1=i

s∑
j=0

(−1)im+...+i2+i1+j−1εs×

×W (s)
GQ[im, . . . , i2, i1, j]ϕ̃(t), k = 2, r.

Iз урахуванням цих формул, а також (3.11), (3.12), (3.13), спiввiдношення (4.5) набира-
ють вигляду

∞∑
s=1

εsM0s +
∞∑
s=0

k−1∑
i=1

εsMis[ξ
i] = 0, k = 2, r,

∞∑
s=1

εsM0s +

∞∑
s=0

r∑
i=1

εsMis[ξ
i] 6= 0,

звiдки випливає, що Mis[ξ
i] = 0 при i = 0, r − 1, а Mrs[ξ

r] 6= 0 при деякому s. Це означає,
що рiвняння розгалуження (3.15) має нульовий корiнь кратностi r. Правильним також є i
обернене твердження.

Пiдсумуємо наведенi викладки у виглядi теореми.

Теорема 4.2. Кiлькiсть розв’язкiв другої групи, що вiдповiдають нескiнченному еле-
ментарному дiльнику в’язки матриць P (t, λ) кратностi q, дорiвнює q − r, де r — дов-
жина жорданового ланцюжка векторiв матрицi Am(t, ε) вiдносно операторiв Qk(t, ξ, ε),
k = 1,m, в яких ξ — довiльний скалярний множник.

5. Деякi конкретнi результати. З теорем 4.1, 4.2 випливає, що система рiвнянь (1.1)
має mn − r розв’язкiв: p розв’язкiв першої групи вигляду (2.1) i q − r розв’язкiв другої
групи вигляду (3.1), де r — довжина жорданового ланцюжка матрицi Am(t, ε) вiдносно
операторiвQk(t, ε), k = 1,m (вони утворюються зQk(t, ξ, ε) при ξ = 1). В сукупностi вони
утворюють лiнiйно незалежну систему розв’язкiв, оскiльки вектори u(t, ε) i v(t, ε), якi в
них фiгурують, є власними (або приєднаними) векторами збурених операторних в’язок,
а функцiї λ(t, ε) i ξ(t, ε) — власними значеннями, яким вони вiдповiдають. Як показано в
[1], при достатнiй гладкостi елементiв матриць Ak(t, ε), k = 0,m, сталого рангу матрицi
Am(t, ε) саме така кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв утворює фундаментальну сис-
тему розв’язкiв системи рiвнянь (1.1), а їх лiнiйна комбiнацiя є її загальним розв’язком.
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Таким чином, за вiдсутностi точок повороту i незмiнностi на заданому вiдрiзку дiа-
грам Ньютона, побудованих за коефiцiєнтами вiдповiдних рiвнянь розгалуження, опи-
саний метод дозволяє побудувати загальний розв’язок системи (1.1) у виглядi формаль-
них розвинень за дробовими степенями малого параметра. Методами, викладеними у [3],
можна показати, що вони є асимптотичними розвиненнями точних лiнiйно незалежних
розв’язкiв даної системи при ε→ 0.

Виходячи з методу дiаграм Ньютона, наведемо деякi конкретнi результати, що стосу-
ються побудови розв’язкiв першої та другої груп системи рiвнянь (1.1).

Якщо

L01(t) =

m∑
i=0

λi0(t)
(
A

(1)
i (t)ϕ(t), ψ(t)

)
+ δ1,h

m∑
i=1

Ci−1
i λi−1

0 (t)

(
A

(0)
i (t)

dϕ(t)

dt
, ψ(t)

)
+

+ δ1,h

m∑
i=2

D1[λi−1
0 ]

(
A

(0)
i (t)ϕ(t), ψ(t)

)
6= 0 ∀t ∈ [0;T ],

то дiаграма Ньютона для розв’язкiв першої групи має вигляд вiдрiзка, що з’єднує точ-

ки (0; 1) та (p; 0), нахил якого дорiвнює
1

p
(рис. 4), а вiдповiдне визначальне рiвняння

λp1 + L01(t) = 0 матиме p простих вiдмiнних вiд нуля коренiв. Тому система рiвнянь (1.1)
має p формальних розв’язкiв першої групи, де скалярна функцiя λ(t, ε) i вектор u(t, ε)

зображуються формальними розвиненнями за степенями µ = ε
1
p :

λ(t, ε) =
∞∑
s=1

µsλs(t), u(t, ε) = ϕ(t) +
∞∑
s=1

µsus(t). (5.1)

Коефiцiєнти цих розвинень можна знайти з рiвняння розгалуження (2.18) та виразу (2.19).
Пiдставивши (5.1) у (2.18) i прирiвнявши вирази при однакових степенях µ, отримаємо не-
скiнченну систему рiвнянь вiдносно функцiй λk(t), k = 1, 2, . . . . Розв’язавши її, отримаємо
такi рекурентнi формули:

λ1(t) = p
√
−L01(t),

λs+1(t) =− 1

pλp−1
1 (t)

P̃ (p+s)
p (λ) +

p+s∑
k=p+1

P
(p+s)
k (λ)Lk0 + L0,s+1 +

+

[
p+s−1

p

]∑
k=1

p+s−kp∑
i=1

Lik

[
P

(p+s−kp)
i (λ)

] , s = 1, 2, . . . .

Пiдставивши отриманий ряд у (2.19) i згрупувавши доданки зi степенями µk, дiстанемо
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вiдповiднi формули для векторiв us(t):

us(t) = −
s∑

k=1

P
(s)
k (λ)H(t)L̃k0ϕ(t)−H(t)L̃0,s−p+1ϕ(t)−

−

[
s−1
p

]∑
k=1

s−kp∑
i=1

H(t)L̃ik

[
P

(s−kp)
i (λ)

]
ϕ(t), s = 1, 2, . . . .

В отриманих рекурентних формулах P
(s)
k (λ) =

∑
k1+...+ks=k λk1 . . . λks — сума все-

можливих добуткiв s функцiй λj(t) з натуральними iндексами, сума яких дорiвнює k, а
P̃

(p+s)
p (λ) — частина виразу P

(p+s)
p (λ), яка мiстить лише тi функцiї λj(t), iндекси яких

j ≤ s. Цей результат збiгається з результатом, отриманим iншим способом у роботi [9].

-

6

ordλ

ord ε

O

•1
•
p
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6

ordλ
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O

•
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2
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•

@
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Рис. 4 Рис. 5

Якщо L01(t) ≡ 0 ∀t ∈ [0;T ], але

L02(t) =
m∑
i=0

λi0(t)
(
A

(2)
i (t)ϕ(t), ψ(t)

)
+

m∑
i=1

Ci−1
i λi−1

0 (t)

(
A

(2−h)
i (t)

dϕ(t)

dt
, ψ(t)

)
+

+

m∑
i=2

D1[λi−2
0 ]

(
A

(2−2h)
i (t)

dϕ(t)

dt
, ψ(t)

)
+

m∑
i=2

Ci−2
i−1λ

i−2
0

(
A

(2−2h)
i (t)

d2ϕ(t)

dt2
, ψ(t)

)
+

+
m∑
i=2

D1[λi−1
0 ]

(
A

(2−h)
i (t)ϕ(t), ψ(t)

)
+

m∑
i=3

D2[λi−2
0 ]

(
A

(2−2h)
i (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−

−
2m∑
i=0

i∑
j=0

λi0(t)
(
A

(1)
i−j(t)H(t)A

(1)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−
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−
2m∑
i=1

i∑
j=1

Cj−1
j λi−1

0 (t)
(
A

(1)
i−j(t)H(t)A

(1−h)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−

−
2m∑
i=2

i∑
j=2

λi−j0 (t)D1[λj−1
0 ]

(
A

(1)
i−j(t)H(t)A

(1−h)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−

−
2m∑
i=1

i−1∑
j=0

Ci−j−1
i−j λi−j−1

0 (t)
(
A

(1−h)
i−j (t)Dλj0(t)H(t)A

(1)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−

−
2m∑
i=2

i−1∑
j=1

Ci−j−1
i−j Cj−1

j λi−j−1
0 (t)

(
A

(1−h)
i−j (t)Dλj−1

0 (t)H(t)A
(1−h)
j (t)

dϕ(t)

dt
, ψ(t)

)
−

−
2m∑
i=3

i−1∑
j=2

Ci−j−1
i−j λi−j−1

0 (t)
(
A

(1−h)
i−j (t)DD1[λj−1

0 ]H(t)A
(1−h)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−

−
2m∑
i=2

i−2∑
j=0

D1[λi−j−1
0 ]λj0(t)

(
A

(1−h)
i−j (t)H(t)A

(1)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−

−
2m∑
i=3

i−2∑
j=1

Cj−1
j D1[λi−j−1

0 ]λj−1
0 (t)

(
A

(1−h)
i−j (t)H(t)A

(1−h)
j (t)

dϕ(t)

dt
, ψ(t)

)
−

−
2m∑
i=4

i−2∑
j=2

D1[λi−j−1
0 ]D1[λj−1

0 ]
(
A

(1−h)
i−j (t)H(t)A

(1−h)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
6= 0,

L11[λ1](t) = λ
m∑
i=1

Ci−1
i λi−1

0 (t)
(
A

(1)
i (t)ϕ(t), ψ(t)

)
+

+ 2λδ1,h

m∑
i=2

Ci−2
i λi−2

0 (t)

(
A

(0)
i (t)

dϕ(t)

dt
, ψ(t)

)
+

+ δ1,h

m∑
i=2

C1
i−1D1[λλi−2

0 ]
(
A

(0)
i (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−

− λ
2m∑
i=1

i−1∑
j=0

C1
i−jλ

i−1
0 (t)

(
A

(0)
i−j(t)H(t)A

(1)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−

− λδ1,h

2m∑
i=2

i−1∑
j=1

C1
i−jC

1
j λ

i−2
0 (t)

(
A

(0)
i−j(t)H(t)A

(0)
j (t)

dϕ(t)

dt
, ψ(t)

)
−
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− λδ1,h

2m∑
i=3

i−1∑
j=2

C1
i−jλ

i−j−1
0 (t)D1[λj−1

0 ]
(
A

(0)
i−j(t)H(t)A

(0)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−

− λ
2m∑
i=1

i∑
j=1

C1
j λ

i−1
0 (t)

(
A

(1)
i−j(t)H(t)A

(0)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−

− δ1,h

2m∑
i=2

i−1∑
j=1

C1
i−jC

1
j λ

i−j−1
0 (t)

(
A

(0)
i−j(t)Dλλ

j−1
0 (t)H(t)A

(0)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
−

− λδ1,h

2m∑
i=3

i−2∑
j=1

C1
jD1[λi−j−1

0 ]λj−1
0 (t)

(
A

(0)
i−j(t)H(t)A

(0)
j (t)ϕ(t), ψ(t)

)
6= 0 ∀t ∈ [0;T ],

то при p > 2 вiдповiдна дiаграма Ньютона має вигляд ламаної, яка з’єднує точки (0; 2),
(1; 1) та (p; 0) (рис. 5), а вiдповiдне визначальне рiвняння λp1+L11[λ1](t)+L02(t) = 0 матиме
p простих вiдмiнних вiд нуля коренiв. Тому p − 1 розв’язок першої групи будуються у

виглядi розвинень за степенями ε
1

p−1 i один розв’язок будується за цiлими степенями ε.
Якщо ж p = 2, то обидва розв’язки будуються за цiлими степенями ε. При цьому, якщо
h = 1, p = 2, коефiцiєнти вiдповiдного розвинення функцiї λ(t, ε) визначаються не з
алгебраїчних, а з диференцiальних рiвнянь.

Наведемо деякi результати щодо розв’язкiв другої групи.
Якщо

M01(t) =
(
A(1)
m (t)ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
6= 0 ∀t ∈ [0;T ],

то вiдповiдна дiаграма Ньютона має вигляд вiдрiзка, що з’єднує точки (0; 1) та (q; 0)

(рис. 6), нахил якого дорiвнює
1

q
, а вiдповiдне визначальне рiвняння ξq1 + M01(t) = 0 ма-

тиме q вiдмiнних вiд нуля коренiв. Тому в цьому випадку система рiвнянь (1.1) матиме q
розв’язкiв другої групи, а вiдповiднi розвинення для функцiй ξ(t, ε) i векторiв v(t, ε) буду-

ватимуться за степенями ν = ε
1
q :

ξ(t, ε) =

∞∑
s=1

νsξs(t), v(t, ε) = ϕ̃(t) +
∞∑
s=1

νsvs(t). (5.2)

Коефiцiєнти цих розвинень визначаються за рекурентними формулами

ξ1(t) = q
√
−M01(t),

ξs+1(t) =− 1

qξq−1
1 (t)

P̃ (q+s)
q (ξ) +

q+s∑
k=q+1

P
(q+s)
k (ξ)Mk0 +M0,s+1 +

+

[
q+s−1

q

]∑
k=1

q+s−kq∑
i=1

Mik

[
P

(q+s−kq)
i (ξ)

] ,
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vs(t) =−
s∑

k=1

P
(s)
k (ξ)G(t)M̃k0ϕ̃(t)−G(t)M̃0,s−q+1ϕ̃(t)−

−

[
s−1
q

]∑
k=1

s−kq∑
i=1

G(t)M̃ik

[
P

(s−kq)
i (ξ)

]
ϕ̃(t), s = 1, 2, . . . .

Цей результат також збiгається з результатом, отриманим iншим способом у [8].

-

6

ord ξ

ord ε

O

•1
•
q

````````̀ -

6

ord ξ

ord ε

O

•

1

2

•

•

@
@XXXXXXXX

1 q

Рис. 6 Рис. 7

Якщо ж M01(t) ≡ 0 ∀t ∈ [0;T ], але

M02(t) =
((
A(2)
m (t)−A(1)

m (t)G(t)A(1)
m (t)

)
ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
6= 0,

M11[ξ0](t) = ξm
1∑
i=0

i∑
j=0

Cj+m−1
i+m−1Dj

[
1

ξm−1

](
A

(1−ih)
i+m−1(t)

di−jϕ̃(t)

dti−j
, ψ̃(t)

)
−

− ξ
((
A

(0)
m−1(t)G(t)A(1)

m (t) +A(1)
m (t)G(t)A

(0)
m−1(t)

)
ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
6= 0 ∀t ∈ [0;T ],

то вiдповiдна дiаграма має вигляд ламаної, що з’єднує точки (0; 2), (1; 1), (q; 0) (рис. 7), а
вiдповiдне визначальне рiвняння ξq0 +M11[ξ0](t) +M02(t) = 0 матиме q простих вiдмiнних
вiд нуля коренiв. Якщо q > 2, то q − 1 розв’язок другої групи будуються у виглядi розви-

нень за степенями ε
1

q−1 й один розв’язок будується за цiлими степенями ε. Якщо ж q = 2,
то обидва розв’язки будуються за цiлими степенями ε.

Розглянемо ще один випадок, важливий з точки зору практичних застосувань, а саме:
вважатимемо, що всi матрицi A(i)

m (t) ≡ 0 при i = 1, 2, . . . , тобто при старшiй похiднiй в
системi (1.1) мiститься вироджена матриця A(0)

m (t). У цьому випадку

L01(t) =
m−1∑
i=0

λi0(t)
(
A

(1)
i (t)ϕ(t), ψ(t)

)
+ δ1,h

m∑
i=1

Ci−1
i λi−1

0 (t)

(
A

(0)
i (t)

dϕ(t)

dt
, ψ(t)

)
+

+ δ1,h

m∑
i=2

D1[λi−1
0 ]

(
A

(0)
i (t)ϕ(t), ψ(t)

)
, M0i(t) = 0, i = 0, 1, . . . .
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-

6

ord ξ

ord ε

O

1 •

•

XXXXXXXX
1 q

Рис. 8

Якщо L01(t) 6= 0 i M11(t) 6= 0 ∀t ∈ [0;T ], то дiаграма Ньютона, яка вiдповiдає розв’яз-
кам першої групи, являє собою вiдрiзок, що з’єднує точки (0; 1) та (p; 0) (рис. 4), а друга
дiаграма — вiдрiзок, що з’єднує точки (1; 1) та (q; 0) (рис. 8).

В результатi приходимо до такої теореми.

Теорема 5.1. Нехай у системi (1.1) матрицi A(i)
m (t) ≡ 0 при i ≥ 1, гранична в’язка

матриць P (t, λ) є регулярною i має один скiнченний елементарний дiльник (λ − λ0(t))p

кратностi p > 1 i один нескiнченний кратностi q > 1. Тодi якщо виконуються умо-
ви L01(t) 6= 0, M11(t) 6= 0 ∀t ∈ [0;T ], то система диференцiальних рiвнянь (1.1) ма-
тиме p формальних розв’язкiв вигляду (2.1) i q − 1 розв’язок вигляду (3.1), де функцiї
λ(t, µ), ξ(t, ν) i вектор-функцiї u(t, µ), v(t, ν) зображуються формальними розвиненнями
(5.1), (5.2), в яких µ = p

√
ε, ν = q−1

√
ε.

Ця теорема повнiстю узгоджується з теоремою 1 iз [9].
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