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НЕПЕРЕРВНI РОЗВ’ЯЗКИ СИСТЕМ
НЕЛIНIЙНИХ РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ

А. А. Акбергенов, Г. П. Пелюх

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ, вул. Терещенкiвська, 3

We obtain sufficient conditions for a certain class of systems of nonlinear difference equations to have
continuous solutions.

Получены достаточные условия существования непрерывных решений одного класса систем
нелинейных разностных уравнений.

Системи нелiнiйних рiзницевих рiвнянь вигляду

x(t+ 1) = A(t)x(t) + F (t, x(t)), (1)

де A(t) — неособлива дiйсна матриця, F : R × Rn → Rn, були основним об’єктом дослi-
дження багатьох математикiв (див. [1 – 9] i наведену там бiблiографiю), i на сьогоднi ряд
важливих питань їх теорiї досить детально дослiджено. Особливо це стосується питань
iснування неперервних розв’язкiв таких рiвнянь. Зауважимо, що рiвняння вигляду (1) мо-
жуть мати нескiнченно багато неперервних розв’язкiв i, отже, природно виникає задача
про дослiдження структури їх множини. При рiзних припущеннях цю задачу досить добре
дослiджено [7 – 9]. У данiй роботi продовжується її дослiдження у випадку, коли елемен-
ти матрицi A(t) є неперервними N -перiодичними (N — цiле додатне число) функцiями,
вектор-функцiя F (t, x) є неперервною N -перiодичною по t i належить класу Ck (k — дея-
ке цiле додатне число) по x.

Згiдно з [6] iснує неособлива неперервна при t ∈ R замiна змiнних

x(t) = C(t)y(t),

яка зводить систему рiвнянь (1) до вигляду

y(t+ 1) = Λ(t)y(t) + F̄ (t, y(t)), (2)

де Λ(t) = C−1(t+ 1)A(t)C(t) — неперервна 1-перiодична матриця така, що det Λ(t) 6= 0, i
F̄ (t, y(t)) = C−1(t+ 1)F (t, C(t)y(t)).

Нехай λi(t), i = 1, 2, . . . , n, — коренi рiвняння

det(Λ(t)− λ(t)E) = 0,

де E — одинична (n × n)-матриця. Неважко показати, що λi(t), i = 1, 2, . . . , n, є непе-
рервними 1-перiодичними функцiями. Далi будемо припускати, що λi(t) 6= λj(t), i, j =
= 1, 2, . . . , n, i Λ(t) = diag (λ1(t), . . . , λn(t)) (у протилежному випадку iснує замiна змiнних

y(t) = C̃(t)ỹ(t),
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де C̃(t) — неособлива неперервна 1-перiодична матриця така, що C̃−1(t) Λ(t) C̃(t) =
= diag (λ1(t), . . . , λn(t))).

Розглянемо тепер систему рiвнянь (2) у випадку, коли виконуються такi умови:
1) 0 < λ1(t) < λ2(t) < . . . < λn(t) < 1, t ∈ [0, 1);

2) для довiльного набору (i1, . . . , in) цiлих невiд’ємних чисел
(

2 ≤
∑n

j=1 ij ≤ k =

=
lnλ∗
lnλ∗

, де λ∗ = min
t
λ1(t), λ

∗ = max
t
λn(t)

)
виконуються нерiвностi

λi(t) 6= λi11 (t)λi22 (t) . . . λinn (t), i = 1, 2, . . . , n; (3)

3) функцiї F̄i(t, y1, . . . , yn), i = 1, 2, . . . , n, є неперервними N -перiодичними по t та на-
лежать класу Ck по y1, . . . , yn при |yi| ≤ b, i = 1, . . . , n;

4) функцiї F̄i(t, y1, . . . , yn), i = 1, 2, . . . , n, та всi їхнi частиннi похiднi першого порядку
по y1, . . . , yn дорiвнюють нулю при yi = 0, i = 1, . . . , n.

Теорема 1. Нехай виконуються умови 1 – 4. Тодi iснує вектор-функцiя

γ(t, y) = y +
k∑
|i|=2

γi(t)y
i, (4)

де i = (i1, . . . , in), |i| = i1 + . . .+ in, y
i = yi11 . . . y

in
n , γi(t) — деякi неперервнi N -перiодичнi

функцiї, така, що

γ(t+ 1,Λ(t)y(t) + F̄ (t, y(t)))− Λ(t)γ(t, y(t)) = ¯̄F (t, y(t)). (5)

Тут компоненти ¯̄Fj(t, y), j = 1, . . . , n, вектор-функцiї ¯̄F (t, y) є неперервнимиN -перiодич-
ними по t функцiями i належать класу Ck по y1, . . . , yn при t ∈ R, |y| ≤ b∗ < b та дорiв-
нюють нулю при yi = 0, i = 1, . . . , n, разом з усiма своїми частинними похiдними по
y1, . . . , yn порядку ≤ k.

Доведення. Згiдно з умовами 3, 4 в деякiй областi D : |t| < ∞, |y| ≤ b∗ < b вектор-
функцiю F̄ (t, y(t)) можна записати у виглядi

F̄ (t, y) =
k∑
|i|=2

F̄i(t)y
i + ϕ(t, y), (6)

де F̄i(t) — неперервнi N -перiодичнi вектор-функцiї, компоненти ϕj(t, y), j = 1, . . . , n,
вектор-функцiї ϕ(t, y) є неперервними та N -перiодичними по t функцiями, що належать
класу Ck по y при |y| ≤ b∗ та дорiвнюють нулю при y = 0 разом з усiма своїми частинними
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похiдними по y порядку ≤ k. Тодi, беручи до уваги (4), (6), отримуємо

Λ(t)y +
k∑
|i|=2

F̄i(t)y
i + ϕ(t, y) +

k∑
|i|=2

γi(t+ 1)

Λ(t)y +
k∑
|j|=2

F̄j(t)y
j + ϕ(t, y)

i

−

− Λ(t)y − Λ(t)

k∑
|i|=2

γi(t)y
i =

k∑
|i|=2

λi(t)γi(t+ 1)yi−

−
k∑
|i|=2

Λ(t)γi(t)y
i +

k∑
|i|=2

Pi(t)y
i +R(t, y), (7)

де λ(t) = (λ1(t), . . . , λn(t)), λi(t) = λi11 (t) . . . λinn (t), Pi(t) = (P 1
i (t), . . . , Pn

i (t)), R(t, y) =

= (R1(t, y), . . . , Rn(t, y)), P j
i (t), j = 1, . . . , n, |i| = 2, 3 . . . , — деякi многочлени вiдносно

γl(t+1) iз неперервнимиN -перiодичними коефiцiєнтами, причому |l| < |i| та Pi(t) = F̄i(t)
при |i| = 2, функцiї Rj(t, y), j = 1, . . . , n, є неперервними N -перiодичними по t, належать
класу Ck по y при |y| ≤ b∗ та дорiвнюють нулю при y = 0 разом з усiма своїми частинними
похiдними по y1, . . . , yn порядку ≤ k.

Прирiвнюючи в (7) коефiцiєнти при yi, i = 2, 3, . . . , k, нулю, отримуємо послiдовнiсть
систем лiнiйних рiзницевих рiвнянь вiдносно вектор-функцiй γi(t):

λi(t)γi(t+ 1) = Λ(t)γi(t)− Pi(t), |i| = 2, 3, . . . , k. (8)

Оскiльки P j
i (t), j = 1, . . . , n, |i| = 2, . . . , k, — многочлени вiдносно γl(t + 1) iз неперерв-

ними N -перiодичними по t коефiцiєнтами, причому |l| < |i|, то, беручи до уваги умови
1, 2, можна послiдовно показати, що система рiвнянь (8) має неперервнi N -перiодичнi
розв’язки γi(t) = (γ1i (t), . . . , γni (t)), |i| = 2, . . . , k, вигляду

γji (t) =
N−1∑
k=0

[αij(t)]
k[1− αN

ij (t)]−1λ−1j (t)P j
i (t+ k), j = 1, 2, . . . , n, (9)

де αij(t) = λ−1j (t)λi11 (t)λi22 (t) . . . λinn (t), |i| = 2, 3, . . . , k, j = 1, . . . , n.

Таким чином, безпосередньо з (7) випливає, що якщо в якостi γi(t), |i| = 2, . . . , k, взяти
неперервнiN -перiодичнi розв’язки системи рiвнянь (8), якi мають вигляд (9), та покласти
¯̄F (t, y) = R(t, y), то буде виконуватися рiвнiсть (5).

Теорему 1 доведено.
Виконуючи в (2) замiну змiнних

ỹ(t) = γ(t, y(t)), (10)

отримуємо систему рiвнянь

ỹ(t+ 1) = Λ(t)ỹ(t) + F̂ (t, ỹ(t)), (11)
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де F̂ (t, ỹ) = (F̂1(t, ỹ), . . . , F̂n(t, ỹ)), функцiї F̂j(t, ỹ), j = 1, . . . , n, є неперервними N -перiо-
дичними по t, належать класу Ck по ỹ при |ỹ| ≤ b∗ та дорiвнюють нулю при ỹ = 0 разом з
усiма своїми частинними похiдними по ỹ1, . . . , ỹn порядку ≤ k.

Запишемо систему рiвнянь (11) у виглядi

ỹ1(t+ 1) = λ1(t)ỹ1(t) + F̂1(t, ỹ1(t), . . . , ỹn(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12)

ỹn(t+ 1) = λn(t)ỹn(t) + F̂n(t, ỹ1(t), . . . , ỹn(t))

i доведемо наступну теорему.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi в деякiй областi D∗ ⊂ D iснує
замiна змiнних

ỹi(t) = ȳi(t), i = 1, . . . , n− 1,
(13)

ỹn(t) = ȳn(t) + κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)),

де функцiя κ(t, ȳ1, . . . , ȳn−1) є неперервною N -перiодичною по t, κ(t, 0, . . . , 0) ≡ 0 i нале-
жить класу Ck по ȳ1, . . . , ȳn−1, яка зводить систему рiвнянь (12) до вигляду

ȳ1(t+ 1) = λ1(t)ȳ1(t) + F̃1(t, ȳ1(t), . . . , ȳn(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14)

ȳn(t+ 1) = λn(t)ȳn(t) + F̃n(t, ȳ1(t), . . . , ȳn(t)).

Тут функцiї F̃i(t, ȳ1, . . . , ȳn), i = 1, . . . , n, є неперервними N -перiодичними по t, належать
класу Ck по ȳ1, . . . , ȳn та виконується спiввiдношення

F̃n(t, ȳ1, . . . , ȳn−1, 0) ≡ 0.

Доведення. Виконуючи в (12) замiну змiнних (13), отримуємо систему

ȳ1(t+ 1) = λ1(t)ȳ1(t)+F̂1(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), ȳn(t)+κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t))),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ȳn−1(t+ 1) = λn−1(t)ȳn−1(t)+F̂n−1(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), ȳn(t)+κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t))),
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ȳn(t+ 1) + κ
(
t+ 1, λ1(t)ȳ1(t) + F̂1(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), ȳn(t) +

+ κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t))), . . . , λn−1(t)ȳn−1(t)+

+ F̂n−1(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), ȳn(t) + κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)))
)

=

= λn(t)ȳn(t) + λn(t)κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)) + F̂n(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), ȳn(t)+

+ κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t))),

яку можна записати у виглядi

ȳ1(t+ 1) = λ1(t)ȳ1(t) + F̃1(t, ȳ1(t), . . . , ȳn(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ȳn(t+ 1) = λn(t)ȳn(t) + F̃n(t, ȳ1(t), . . . , ȳn(t)),

де

F̃i(t, ȳ1(t), . . . , ȳn(t)) = F̂i(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), ȳn(t)+κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t))), i= 1, . . . , n−1,

F̃n(t, ȳ1(t), . . . , ȳn(t)) = λn(t)κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)) + F̂n(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), ȳn(t)+

+ κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)))− κ
(
t+ 1, λ1(t)ȳ1(t)+

+ F̂1(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), ȳn(t) + κ(t, ȳ1(t), . . .

. . . , ȳn−1(t))), . . . , λn−1(t)ȳn−1(t) + F̂n−1(t, ȳ1(t), . . .

. . . , ȳn−1(t), ȳn(t) + κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)))
)
.

Звiдси безпосередньо випливає, що функцiї F̃i(t, ȳ1, . . . , ȳn), i = 1, . . . , n, є неперервни-
миN -перiодичними по t, належать класу Ck по ȳ1, . . . , ȳn i дорiвнюють нулю разом з усiма
частинними похiдними по ȳ1, . . . , ȳn порядку ≤ k. Крiм цього, F̃n(t, ȳ1, . . . , ȳn−1, 0) ≡ 0,
якщо функцiя κ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)) є розв’язком рiвняння

κ
(
t+ 1, λ1(t)ȳ1 + F̂1(t, ȳ1, . . . , ȳn−1,κ(t, ȳ1, . . . , ȳn−1)), . . .

. . . , λn−1(t)ȳn−1 + F̂n−1(t, ȳ1, . . . , ȳn−1,κ(t, ȳ1, . . . , ȳn−1)))
)

=

= λn(t)κ(t, ȳ1, . . . , ȳn−1) + F̂n(t, ȳ1, . . . , ȳn−1,κ(t, ȳ1, . . . , ȳn−1)). (15)
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Доведення iснування розв’язку рiвняння (15) можна провести за допомогою методу по-
слiдовних наближень, якi визначаються спiввiдношеннями

κ0(t, ȳ1, . . . , ȳn−1) = 0,

κm(t, ȳ1, . . . , ȳn−1) = λ−1n κm−1

(
t+ 1, λ1(t)ȳ1 + F̂1(t, ȳ1, . . .

. . . , ȳn−1,κm−1(t, ȳ1, . . . , ȳn−1), . . . , λn−1(t)ȳn−1+

+ F̂n−1(t, ȳ1, . . . , ȳn−1,κm−1(t, ȳ1, . . . , ȳn−1)))
)
−

− λ−1n (t)F̂n(t, ȳ1, . . . , ȳn−1,κ(t, ȳ1, . . . , ȳn−1)), m = 1, 2, . . . .

Теорему 2 доведено.
Поклавши в (14) ȳn(t) = 0, ми зведемо дослiдження системи рiвнянь (14) до дослiд-

ження системи

ȳ1(t+ 1) = λ1(t)ȳ1(t) + F̃1(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), 0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (16)

ȳn−1(t+ 1) = λn−1(t)ȳn−1(t) + F̃n−1(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), 0).

При дослiдженнi системи рiвнянь (16) можливi два випадки: коли виконується або не
виконується умова

λ−11 (t)λkn−1(t) < 1.

Якщо ця умова не виконується, то до системи (16) знову можна застосувати теоре-
му 2 i звести її дослiдження до дослiдження системи (n−2)-го порядку. Продовжуючи цей
процес, ми отримуємо систему p-го порядку

ŷ1(t+ 1) = λ1(t)ŷ1(t) + ˜̄F1(t, ȳ1(t), . . . , ȳp(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (17)

ŷp(t+ 1) = λp(t)ŷp(t) + ˜̄Fp(t, ȳ1(t), . . . , ȳp(t)),

де ˜̄Fi : R× Rp → Rp, i = 1, . . . , p, для якої буде виконуватись умова

λ−11 (t)λkp(t) < 1.

Тодi для системи рiвнянь (17) iснує взаємно однозначна замiна змiнних [8, 9], яка зведе
її до лiнiйного вигляду

¯̄y(t+ 1) = Λp(t)¯̄y(t), (18)

де ¯̄y = (¯̄y1, . . . , ¯̄yp), Λp(t) = diag (λ1(t), . . . , λp(t)).
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Звiдси безпосередньо випливає, що, беручи до уваги зображення загального непе-
рервного розв’язку системи рiвнянь (18) i послiдовнiсть перетворень, за допомогою яких
дослiдження вихiдної системи рiвнянь (2) було зведено до дослiдження системи рiвнянь
(17), можна побудувати сiм’ю (залежить вiд p неперервних 1-перiодичних функцiй) непе-
рервних розв’язкiв системи рiвнянь (2).
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