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One class of partial differential equations with deviating arguments in the time variable is investigated. We
find conditions under which it is possible to construct global solutions of these equations. We describe the
structure of these solutions and their construction algorithm and we consider some special cases, examples,
and theorems about substantiation of this method.

Исследуется один класс дифференциальных уравнений в частных производных, которые содер-
жат отклонения по времени. Найдены условия, при которых возможно построение глобальных
решений таких уравнений. Описаны структура этих решений и алгоритм их построения. Рас-
смотрены некоторые частные случаи, примеры и доказаны теоремы об обосновании метода.

Крайовi задачi з вiдхиленням аргументу часто доводиться розглядати при розв’язуваннi
балiстичних та варiацiйних задач. Врахування вiдхилення у класичних задачах математич-
ної фiзики приводить до рiвнянь iз частинними похiдними з вiдхиленням лише по часу.
В багатьох випадках до цих задач можна застосувати метод вiдокремлення змiнних, за-
гальна схема якого майже не вiдрiзняється вiд схеми застосування цього методу до розв’я-
зування крайових задач без вiдхилення аргументу. Однак при застосуваннi цього мето-
ду по просторових координатах виникає звичайна крайова задача, а по часу доводиться
розв’язувати основну початкову задачу для рiвнянь iз вiдхиленням аргументу.

Крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь iз вiдхиленням аргументу розглядалися в
роботах Л. Е. Ельсгольца, С. Б. Норкiна, М. Меджитова, Г. А. Каменського, З. Б. Сеїдова,
А. М. Самойленка, М. Й. Ронто та iнших [1 – 6].

Початок вивченню задач без початкових умов для параболiчного рiвняння теплопро-
вiдностi поклав А. Н. Тихонов, який вказав метод дослiдження таких задач та знаходжен-
ня їх розв’язку. В його вiдомiй працi [7] було дослiджено єдинiсть розв’язку задачi без
початкових умов (задачi Фур’є) для рiвняння теплопровiдностi.

Задачею без початкових умов для окремих параболiчних рiвнянь i систем займалися
О. А. Олiйник, Є. I. Моiсєєв, С. Д. Ейдельман, С. Д. Iвасишен, В. А. Солоннiков, М. М. Бо-
кало, А. Є. Шишков та iншi [8 – 15].

У данiй роботi описано алгоритм побудови глобального розв’язку для рiвняння з час-
тинними похiдними iз вiдхиленням аргументу та наведено умови його iснування.
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Розглянемо рiвняння вигляду

ut(x, t) = p(t)uxx(x, t+ µ), (x, t) ∈ Q, (1)

з нульовими крайовими умовами

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ R, (2)

де Q = {(x, t) : 0 < x < l, t ∈ R}, µ ∈ R \ {0}.
Для знаходження глобального розв’язку задачi (1), (2) застосуємо метод вiдокремлен-

ня змiнних, внаслiдок чого по просторових координатах одержимо звичайну крайову за-
дачу, а по часу — диференцiальне рiвняння з вiдхиленням аргументу. Нашою метою є
встановлення умов, при виконаннi яких для такого рiвняння можна побудувати звичайне
диференцiальне рiвняння без вiдхилення аргументу, всi розв’язки якого будуть глобаль-
ними розв’язками початкового. Пiсля цього можна буде записати загальний вигляд гло-
бального розв’язку задачi (1), (2).

Визначення структури розв’язку задачi (1), (2). Згiдно з методом Фур’є [16] частинний
розв’язок рiвняння (1) шукаємо у виглядi u(x, t) = X(x)T (t). Пiсля пiдстановки в (1)

T ′(t)X(x) = p(t)T (t+ µ)X ′′(x)

i вiдокремлення змiнних одержимо

T ′(t)

p(t)T (t+ µ)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ.

Звiдси маємо рiвняння для T (t) i X(x):

T ′(t) + p(t)λT (t+ µ) = 0, (3)

X ′′(x) + λX(x) = 0. (4)

Задовольнивши крайовi умови (2), одержимо

T (t)X(0) = 0, T (t)X(l) = 0, t ∈ R.

Оскiльки T (t) 6= 0, бо ми шукаємо ненульовi розв’язки, то X(0) = 0, X(l) = 0. Це будуть
крайовi умови для рiвняння (4). Отримали задачу Штурма – Лiувiлля. Знайдемо загальний
розв’язок рiвняння (4) як рiвняння другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Складемо
для нього характеристичне рiвняння q2 + λ = 0, звiдки q1 = −

√
λi, q2 =

√
λi. Тодi

X(x) = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx. (5)

Якщо задовольнити рiвнiстю (5) крайовi умови для (4), отримаємо

0 = c1, 0 = c1 cos
√
λl + c2 sin

√
λl.
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Оскiльки c2 6= 0, то sin
√
λl = 0. Звiдси маємо, що λk =

(
πk

l

)2

— власнi значення

розглядуваної задачi, їм вiдповiдають власнi функцiї Xk(x) = c2,k sin
kπx

l
. Якщо c2,k = 1,

то

Xk(x) = sin
kπx

l
. (6)

Нижче буде встановлено дiапазон значень для k.
Розглянемо однорiдне диференцiальне рiвняння першого порядку з вiдхиленням аргу-

менту (3). А. М. Самойленко у працi [17] показав, що для такого рiвняння можна побуду-
вати рiвняння без вiдхилення аргументу, всi розв’язки якого будуть глобальними розв’яз-
ками рiвняння (3). Таке рiвняння матиме вигляд

T ′(t) + p̄(t)T (t) = 0. (7)

Згiдно з алгоритмом, наведеним у [17], знайдемо p̄(t).
Загальний розв’язок рiвняння (7) визначається формулою Кошi

T (t) = T0e
−

∫ t
t0
p̄(s)ds

, T0 = T (t0), t, t0 ∈ R,

яка буде задовольняти рiвняння (3), якщо

T ′(t) = −p̄(t)T0e
−

∫ t
t0
p̄(s)ds

= −p(t)λT0e
−

∫ t+µ
t0

p̄(s)ds
, t ∈ R.

Тодi

p̄(t)e
∫ t0
t p̄(s)ds = p(t)λe

∫ t
t+µ p̄(s)dse

∫ t0
t p̄(s)ds,

звiдки одержуємо рiвняння

p̄(t) = p(t)λe
∫ t
t+µ p̄(s)ds. (8)

Якщо всi розв’язки рiвняння (7) є глобальними розв’язками рiвняння (3), то функцiя
p̄(t) задовольняє рiвняння (8). Таким чином, необхiдною i достатньою умовою того, щоб
всi розв’язки рiвняння (7) були глобальними розв’язками рiвняння (3), є iснування розв’яз-
ку рiвняння (8), бiльш того, як показано у [17], функцiя p̄(t) задовольняє умову

|p̄(t)| < γ,

де γ залежить вiд β, µ.
Побудуємо глобальний розв’язок задачi (1), (2) у виглядi

u(x, t) =
n∑
k=1

ck sin
kπx

l
Tk(t), (9)
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де ck — довiльнi сталi, Tk(t) — розв’язок лiнiйного рiвняння

T ′k(t) + p̄k(t)Tk(t) = 0, (10)

коефiцiєнти якого визначаються з рiвняння

p̄k(t) = p(t)λke
∫ t
t+µ p̄k(s)ds, k ≤ n,

де значення n буде знайдено нижче.
Знайдемо умови, при виконаннi яких розв’язок рiвняння (7) буде глобальним розв’яз-

ком рiвняння (3). Для цього доведемо наступну теорему.

Теорема 1. Нехай функцiя p(t) визначена й обмежена на R, причому

|p(t)| < β, β = const, t ∈ R,

i виконується нерiвнiсть
|µ|βλne < 1,

де n — цiла частина
l

π
√
|µ|βe

.

Тодi iснує глобальний розв’язок задачi (1), (2) вигляду (9).

Доведення. Розглянемо рiвняння (8). Використавши принцип стискаючих вiдображень,
знайдемо умови, при яких це рiвняння матиме єдиний розв’язок. Виконаємо замiну

p̄(t) = p(t)λy(t),

тодi

p(t)λy(t) = p(t)λe
∫ t
t+µ p(s)λy(s)ds,

звiдки

y(t) = e
∫ t
t+µ p(s)λy(s)ds.

Для неперервних на R функцiй y(t) визначимо оператор

(Sy)(t) = e
∫ t
t+µ p(s)λy(s)ds.

Будемо шукати розв’язок у просторi C(r). Нехай ‖y‖0 = supt∈R |y(t)| ≤ r. Тодi

‖Sy‖0 = sup
t∈R

(
e
∫ t
t+µ pλr ds

)
= e|µ|βλr.

Якщо виконується нерiвнiсть
e|µ|βλr ≤ r,

то оператор (Sy)(t) вiдображає простiр C(r) у себе. Оцiнимо рiзницю (Sy1)(t)− (Sy2)(t):

‖(Sy1)(t)− (Sy2)(t)‖ =
∥∥∥e∫ tt+µ p(s)λy1(s)ds − e

∫ t
t+µ p(s)λy2(s)ds

∥∥∥ ≤ |µ|βλe|µ|βλr‖y1 − y2‖0.
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Таким чином, при виконаннi нерiвностi

|µ|βλe|µ|βλr < 1

(Sy)(t) буде оператором стиску в просторi C(r). Розглянемо рiвняння

e|µ|βλr = r.

Воно буде мати розв’язки, але лише для

r1 ≤ r <
1

|µ|βλ

будуть виконуватись умови стиску i вiдображення оператором (Sy)(t) простору C(r) у
себе. Враховуючи це, отримуємо оцiнку, аналогiчну до оцiнки в теоремi 1 iз [17]:

|µ|βλe < 1. (11)

Отже, при виконаннi цiєї умови простiр C(r) буде повним нормованим простором, i
оператор S буде мати в ньому єдину нерухому точку, тобто розв’язок рiвняння (8) буде
iснувати, до того ж вiн буде єдиним.

Таким чином, параметр λ повинен задовольняти умову

λ <
1

|µ|βe
.

Оскiльки λk =

(
πk

l

)2

, то

k <
l

π
√
|µ|βe

. (12)

Тому k ∈ [1, n], де n — цiла частина
l

π
√
|µ|βe

.

Отже, розв’язок задачi (1), (2) можна записати у виглядi (9), де k визначається форму-
лою (12).

Щоб розв’язати рiвняння (10), потрiбно знайти кожне iз p̄k(t). Це можна зробити, ви-
користовуючи метод послiдовних наближень.

Нехай початкове наближення для p̄k(t) має вигляд

p̄
(0)
k (t) = p(t)λk.

Тодi отримаємо

p̄
(1)
k (t) = p(t)λke

∫ 0
µ p̄

(0)
k (t+s)ds,

p̄
(2)
k (t) = p(t)λke

∫ 0
µ p̄

(1)
k (t+s)ds,

(13)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p̄
(m)
k (t) = p(t)λke

∫ 0
µ p̄

(m−1)
k (t+s)ds, k = 1, . . . , n.
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Така послiдовнiсть є збiжною на R внаслiдок виконання умови (11), при якiй справд-
жуються умови принципу стискаючих вiдображень. Тому границя наближень (13) визна-
чає функцiю p̄k(t), тобто

p̄k(t) = lim
m→∞

p̄
(m)
k (t).

Запишемо явно кiлька перших наближень:

p̄
(1)
k (t) = p(t)λk exp


0∫
µ

p(t+ s)λkds

 ,

p̄
(2)
k (t) = p(t)λk exp


0∫
µ

p(t+ s)λk exp


0∫
µ

p(t+ s1)λkds1

 ds

 ,

p̄
(3)
k (t) = p(t)λk exp


0∫
µ

p(t+ s)λk exp


0∫
µ

p(t+ s1)λk exp


0∫
µ

p(t+ s2)λkds2

 ds1

 ds

 .

Враховуючи те, що |p(t)| < β, можна отримати таку оцiнку:∣∣∣p̄(1)
k (t)− p̄(0)

k (t)
∣∣∣ =

∣∣∣p(t)λke∫ 0
µ p(t+s)λkds − p(t)λk

∣∣∣ ≤ βλk

(
e|µ|βλk − 1

)
.

Згiдно з оцiнками методу послiдовних наближень для кожного наступного наближення
має мiсце така оцiнка:

∥∥∥p̄(j)
k (t)− p̄k(t)

∥∥∥ ≤ αj‖p̄(1)
k (t)− p̄(0)

k (t)‖
1− α

.

Оскiльки в даному випадку α = |µ|βλke, то при j = 1∥∥∥p̄(1)
k (t)− p̄k(t)

∥∥∥ ≤ |µ|β2λ2
ke

1− |µ|βλke

(
e|µ|βλk − 1

)
,

при j = 2 ∥∥∥p̄(2)
k (t)− p̄k(t)

∥∥∥ ≤ |µ|2β3λ3
ke

2

1− |µ|βλke

(
e|µ|βλk − 1

)
,

при j = m

∥∥∥p̄(m)
k (t)− p̄k(t)

∥∥∥ ≤ |µ|mβm+1λm+1
k em

1− |µ|βλke

(
e|µ|βλk − 1

)
. (14)

Таким чином, знайшовши наближення до кожного iз p̄k(t), можна записати наближе-
ний розв’язок для рiвняння (10):

Tk(t) = e
−

t∫
0

p̄
(m)
k (τ)dτ

, k = 1, . . . , n.
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Отже, розв’язок задачi (1), (2) набере вигляду

u(x, t) =

n∑
k=1

ck sin
kπx

l
e
−

t∫
0

p̄
(m)
k (τ)dτ

. (15)

Зауваження 1. Якщо функцiя p(t) у рiвняннi (1) є сталою, то в якостi p̄(t) також виби-
раємо сталу функцiю. Тодi рiвняння (8) набере вигляду

p̄ = pλe−µp̄.

Зауваження 2. Нехай функцiя p(t) у рiвняннi (1) є перiодичною з перiодом ω > 0,
тобто p(t+ ω) = p(t). Тодi функцiя p̄(t) iз рiвняння (7) теж буде перiодичною.

Розв’язок рiвняння (7) у цьому випадку має вигляд

T (t) = T0e
−σt + φ(t),

де T0 — стала, σ — середнє значення функцiї p̄(t):

σ = − 1

ω

ω∫
0

p̄(s)ds,

φ(t) — перiодична функцiя з перiодом ω:

φ(t) = T (t)e−σt.

Вiн буде перiодичним тодi i тiльки тодi, коли σ = 0:

ω∫
0

p̄(s)ds = 0.

Отже, й розв’язок вихiдного рiвняння (3) з перiодичною функцiєю p(t) теж буде перiо-
дичним по t з перiодом ω при виконаннi цiєї умови.

Зауваження 3. Визначимо для задачi (1), (2) початкову умову у виглядi

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, l], (16)

де функцiя ϕ(x) є двiчi неперервно диференцiйовною i задовольняє умови

ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0.

Якщо задовольнити рядом (15) початкову умову (16), одержимо

ϕ(x) =

n∑
k=1

ck sin
kπx

l
.
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Очевидно, що функцiю ϕ можна розкласти в ряд Фур’є за системою функцiй{
sin

kπx

l
, k ∈ N

}
:

ϕ(x) =

∞∑
k=1

ak sin
kπx

l
,

де коефiцiєнти цього розкладу обчислюються за формулами

ak =
2

l

l∫
0

ϕ(ξ) sin
kπξ

l
dξ. (17)

Якщо число n є досить великим (зокрема, при |µ| << 1), можна взяти ck = ak,
k = 1, n. Тодi, пiдставивши (17) у (15), одержимо наближений глобальний розв’язок зада-
чi (1), (2), (16).

Можливий ще один спосiб визначення коефiцiєнтiв ck, k = 1, n. Введемо позначення

u(x, t) =
∑∞

k=1 ak sin
kπx

l
e
−

t∫
0

p̄
(m)
k (τ)dτ

. Будемо вибирати ck, k = 1, n, так, щоб значення

наступного iнтеграла було мiнiмальним:

I =

l∫
0

(u(x, t)− u(x, t))2dx.

Вимагаючи перетворення в нуль частинних похiдних вiд I по коефiцiєнтах ck, тобто

∂I

∂ck
= 0, k = 1, n, (18)

отримуємо систему, яка дозволяє знайти найкращi значення ck.
Позначимо Ψk(x, t) = Xk(x)Tk(t), k = 1, n, i запишемо умову (18) у виглядi системи

c1

l∫
0

Ψ2
1dx+ c2

l∫
0

Ψ1Ψ2dx+ . . .+ cn

l∫
0

Ψ1Ψndx =

l∫
0

u(x, t)Ψ1(x, t)dx,

c1

l∫
0

Ψ2Ψ1dx+ c2

l∫
0

Ψ2
2dx+ . . .+ cn

l∫
0

Ψ2Ψndx =

l∫
0

u(x, t)Ψ2(x, t)dx,

(19)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c1

l∫
0

ΨnΨ1dx+ c2

l∫
0

ΨnΨ2dx+ . . .+ cn

l∫
0

Ψ2
ndx =

l∫
0

u(x, t)Ψn(x, t)dx.
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Визначник цiєї системи є визначником Грамма для функцiй {Ψk}nk=1 в L2[0, l], тому систе-
ма (19) має єдиний розв’язок (c1, c2, . . . , cn)min. Пiдставляючи цi значення в (15), одержує-
мо наближений глобальний розв’язок задачi (1), (2), (16). Характер наближення оцiню-
ється вiдповiдною нормою вiдхилу

√
I.

Зауваження 4. Розглянемо рiвняння з частинними похiдними, яке мiстить декiлька вiд-
хилень по часу

ut(x, t) =

N∑
i=1

pi(t)uxx(x, t+ µi), (x, t) ∈ Q, (20)

з нульовими крайовими умовами

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ R, (21)

де Q = {(x, t) : 0 < x < l, t ∈ R}, µi ∈ R \ {0}, i = 1, . . . , N.
У цьому випадку пiсля вiдокремлення змiнних для X(x) отримаємо рiвняння (4), а для

T (t) — рiвняння вигляду

T ′(t) + λ

N∑
i=1

pi(t)T (t+ µi) = 0. (22)

Для такого рiвняння побудуємо вiдповiдне йому без вiдхилення аргументу (7), коефiцiєн-
ти якого визначаються таким чином:

p̄(t) = λ
N∑
i=1

pi(t)e
∫ t
t+µi

p̄(s)ds
. (23)

Будемо будувати глобальний розв’язок задачi (20), (21) у виглядi (9), де Tk(t) — розв’язок
лiнiйного рiвняння вигляду (10), коефiцiєнти якого визначаються з рiвняння

p̄k(t) = λk

N∑
i=1

pi(t)e
∫ t
t+µi

p̄k(s)ds
, k ≤ n,

i задовольняють нерiвнiсть
|p̄k(t)| < γ̃,

де γ̃ залежить вiд β, µi, i = 1, . . . , N. Значення n буде знайдено нижче.
Має мiсце така теорема.

Теорема 2. Нехай функцiї pi(t) неперервнi, обмеженi на R, причому

|pi(t)| < βi, βi = const, i = 1, . . . , N, t ∈ R,

i такi, що виконується нерiвнiсть

λn

N∑
i=1

βi|µi|e|
µi
µ
|
< 1, µ = max

i=1,N
|µi|,
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де n — цiла частина
l

π

√∑N
i=1 βi|µi|e

|µi
µ
|
.

Тодi iснує глобальний розв’язок задачi (20), (21) вигляду (9).

Доведення. Схема доведення цiєї теореми аналогiчна до доведення теореми 1.
Для неперервних на R функцiй p̄(t) визначимо оператор (Sp̄)(t):

(Sp̄)(t) = λ
N∑
i=1

pi(t)e
∫ t
t+µi

p̄(s)ds
.

Нехай ‖p̄‖0 = sup
t∈R
|p̄(t)| ≤ γ̃. Тодi

‖Sp̄‖0 = sup
t∈R

∣∣∣∣∣λ
N∑
i=1

pi(t)e
∫ t
t+µi

p̄(s)ds

∣∣∣∣∣ = λ

N∑
i=1

βie
|µi|γ̃ .

Якщо виконується нерiвнiсть

λ
N∑
i=1

βie
|µi|γ̃ ≤ γ̃, (24)

то оператор (Sp̄)(t) вiдображає простiр C(γ̃) в себе.
Оцiнимо рiзницю (Sp̄1)(t)− (Sp̄2)(t):

‖(Sp̄1)(t)− (Sp̄2)(t)‖ =

∥∥∥∥∥λ
N∑
i=1

pi(t)e
∫ t
t+µi

p̄1(s)ds − λ
N∑
i=1

pi(t)e
∫ t
t+µi

p̄2(s)ds

∥∥∥∥∥ ≤
≤ λ

N∑
i=1

βi|µi|e|µi|γ̃‖p̄1 − p̄2‖0.

Таким чином, при виконаннi нерiвностi

λ

N∑
i=1

βi|µi|e|µi|γ̃ < 1 (25)

(Sp̄)(t) буде оператором стиску в просторi C(γ̃).
Будемо вимагати, щоб одночасно виконувались умови (24) та (25). Умову (24) можна

замiнити слабшою:

λeµγ̃
N∑
i=1

βi ≤ γ̃.

Розглянемо рiвняння λeµγ̃
∑N

i=1 βi = γ̃. Воно буде мати розв’язки, але лише для

γ̃ ≤ 1

µ
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будуть виконуватись умови стиску i вiдображення оператором (Sp̄)(t) простору C(γ̃) в
себе. Враховуючи це, отримуємо оцiнку

λ
N∑
i=1

βi|µi|e|
µi
µ
|
< 1. (26)

Отже, при виконаннi цiєї умови простiр C(γ̃) буде повним нормованим простором, i
оператор S буде мати в ньому єдину нерухому точку, тобто розв’язок рiвняння (23) буде
iснувати, до того ж вiн буде єдиним.

Знайдемо дiапазон значень для k. Iз умови (26) випливає, що параметр k повинен за-
довольняти умову

k <
l

π

√∑N
i=1 βi|µi|e

|µi
µ
|
. (27)

Тому k ∈ [1, n], де n — цiла частина
l

π

√∑N
i=1 βi|µi|e

|µi
µ
|
.

Отже, розв’язок задачi (20), (21) можна записати у виглядi (9), де k визначається фор-
мулою (27). Щоб знайти кожне iз p̄k(t), також використаємо метод послiдовних набли-
жень.

Нехай початкове наближення для p̄k(t) має вигляд

p̄
(0)
k (t) = λk

N∑
i=1

pi(t).

Тодi отримаємо

p̄
(1)
k (t) = λk

N∑
i=1

pi(t)e
∫ 0
µi
p̄
(0)
k (t+s)ds

,

p̄
(2)
k (t) = λk

N∑
i=1

pi(t)e
∫ 0
µi
p̄
(1)
k (t+s)ds

,

(28)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p̄
(m)
k (t) = λk

N∑
i=1

pi(t)e
∫ 0
µi
p̄
(m−1)
k (t+s)ds

, k = 1, . . . , n.

Така послiдовнiсть збiжна на R внаслiдок виконання умови (26).
Запишемо явно перше наближення для p̄k(t):

p̄
(1)
k (t) = λk

N∑
i=1

pi(t)e
λk

∫ 0
µi

∑N
i=1 pi(t+s)ds.
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Враховуючи те, що |pi(t)| < βi, i = 1, . . . , N, можна отримати таку оцiнку:

|p̄(1)
k (t)− p̄(0)

k (t)| =

∣∣∣∣∣λk
N∑
i=1

pi(t)e
λk

∫ 0
µi

∑N
i=1 pi(t+s)ds − λk

N∑
i=1

pi(t)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ λk

N∑
i=1

βi|eλk|µi|
∑N
i=1 βi − 1|.

Згiдно з оцiнками методу послiдовних наближень для кожного наступного наближен-
ня має мiсце оцiнка

‖p̄(j)
k (t)− p̄k(t)‖ ≤

αj‖p̄(1)
k (t)− p̄(0)

k (t)‖
1− α

.

У даному випадку α = λk
∑N

i=1 βi|µi|e
|µi
µ
|
, тодi при j = m отримаємо

‖p̄(m)
k (t)− p̄k(t)‖ ≤

λm+1
k

(∑N
i=1 βi|µi|e

|µi
µ
|
)m∑N

i=1 βi

∣∣∣eλk|µi|∑N
i=1 βi − 1

∣∣∣
1− λk

∑N
i=1 βi|µi|e

|µi
µ
|

.

Отже, розв’язок задачi (20), (21) можна записати у виглядi (15), де p̄(m)
k (t) визначають-

ся згiдно з (28).

Приклад. Розглянемо задачу вигляду

ut(x, t) = (cos t+ 2)uxx(x, t+ 2π), (x, t) ∈ Q,

u(0, t) = u(20π, t) = 0, t ∈ R,

де Q = {(x, t) : 0 < x < 20π, t ∈ R}.
Будемо шукати розв’язок цiєї задачi у виглядi (9).

Оскiльки µ = 2π, β = 3, l = 20π, то n =

[
20

√
1

6πe

]
= 2. Неважко перевiрити, що

умови теореми 1 будуть виконуватись. Дiйсно,

µβλ2e =
3πe

50
< 1.

Для даної задачi λ1 =
π2

l2
= 1/400, λ2 =

4π2

l2
= 1/100.

Згiдно з (6)

X1(x) = sin
x

20
, X2(x) = sin

x

10
.

Знайдемо тепер T1(t) i T2(t). Для цього, використавши метод послiдовних наближень,
визначимо p̄1(t) та p̄2(t) з точнiстю ε = 0, 0005.

Початкове наближення для p̄1(t) має вигляд

p̄
(0)
1 (t) = p(t)λ1 = 0, 0025(cos t+ 2),
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далi

p̄
(1)
1 (t) = p(t)λ1e

∫ t
µ+t p̄

(0)
1 (s)ds ≈ 0, 002423(cos t+ 2).

Згiдно з оцiнкою (14)

‖p̄(1)
1 (t)− p̄1(t)‖ ≤ µβ2λ2

1e

1− µβλ1
(eµβλ1 − 1) ≈ 0, 000049,

тому

T1(t) = e
−

t∫
0

p̄
(1)
1 (τ)dτ

≈ e−0,002423(2t+sin t).

Знайдемо наближене значення p̄2(t):

p̄
(0)
2 (t) = p(t)λ2 =

1

100
(cos t+ 2),

p̄
(1)
2 (t) = p(t)λ2e

∫ t
µ+t p̄

(0)
2 (s)ds ≈ 0, 008191(cos t+ 2),

‖p̄(1)
2 (t)− p̄2(t)‖ ≤ µβ2λ2

2e

1− µβλ2
(eµβλ2 − 1) ≈ 0, 003929.

Оскiльки не досягнуто потрiбної точностi, знаходимо наступне наближення:

p̄
(2)
2 (t) = p(t)λ2e

∫ t
µ+t p̄

(1)
2 (s)ds ≈ 0, 008951(cos t+ 2),

∥∥∥p̄(2)
2 (t)− p̄2(t)

∥∥∥ ≤ µ2β3λ3
2e

2

1− µβλ2
(eµβλ2 − 1) ≈ 0, 0020132,

p̄
(3)
2 (t) = p(t)λ2e

∫ t
µ+t p̄

(2)
2 (s)ds ≈ 0, 008936(cos t+ 2),∥∥∥p̄(3)

2 (t)− p̄2(t)
∥∥∥ ≤ µ3β4λ4

2e
3

1− µβλ2

(
eµβλ2 − 1

)
≈ 0, 001032,

p̄
(4)
2 (t) = p(t)λ2e

∫ t
µ+t p̄

(3)
2 (s)ds ≈ 0, 008938(cos t+ 2),∥∥∥p̄(4)

2 (t)− p̄2(t)
∥∥∥ ≤ µ4β5λ5

2e
4

1− µβλ2

(
eµβλ2 − 1

)
≈ 0, 000529,

p̄
(5)
2 (t) = p(t)λ2e

∫ t
µ+t p̄

(4)
2 (s)ds ≈ 0, 008938(cos t+ 2),∥∥∥p̄(5)

2 (t)− p̄2(t)
∥∥∥ ≤ µ5β6λ6

2e
5

1− µβλ2

(
eµβλ2 − 1

)
≈ 0, 000271.

Таким чином,

T2(t) = e−
∫ t
0 p̄

(5)
2 (τ)dτ ≈ e−0,008938(2t+sin t).

Покладемо c1 = c2 = 1.
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Отже, розв’язок задачi має вигляд

u(x, t) =X1(x)T1(t) +X2(x)T2(t) ≈ sin
x

20
e−0,002423(2t+sin t) + sin

x

10
e−0,008938(2t+sin t).
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