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We find necessary and sufficient conditions for solvability of a Fredholm boundary-value problem for an
integro-dynamic system on a time scale. The structure of solutions of such a problem has been studied.

Найдены необходимые и достаточные условия разрешимости нетеровых краевых задач для
интегро-динамических систем на временной шкале. Исследована структура множества реше-
ний таких задач.

Розглянемо iнтегро-динамiчну систему

x∆(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)x∆(s)

]
∆s = f(t), (1)

де Φ(t) — (n × m)-вимiрна, f(t) — (n × 1)-вимiрна, A(t), B(t) — (m × n)-вимiрнi мат-
рицi, елементи яких належать простору L2([a, b]T), rank Φ(t) = m, t ∈ [a, b]T, x(t) ∈

∈ Dn
2 ([a, b]T), x∆(t) ∈ L2([a, b]T), L2([a, b]T) =

{
f(t)

∣∣∣∣∫ b

a
|f(t)|2 ∆t < ∞

}
— банаховий

простiр ∆-iнтегровних iз квадратом функцiй [1] на [a, b]T := [a, b] ∩ T з нормою

‖f‖ =

 b∫
a

|f(t)|2∆t


1
2

,

Dn
2 ([a, b]T) — простiр n-вимiрних абсолютно неперервних на [a, b]T функцiй [2], T — часо-

ва шкала.
Окремi питання щодо iнтегральних та iнтегро-динамiчних систем на часовiй шкалi

дослiджувались у роботах [3, 4].

1. Знайдемо необхiднi та достатнi умови розв’язностi системи (1). Запишемо

x∆(t) = f(t) + Φ(t)c0,
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c0 = Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)x∆(s)

]
∆s ∈ Rm,

тодi з урахуванням властивостей ∆-iнтегрування [5] отримаємо

x = f̃(t) + Ψ(t)c0 + c̃ = f̃(t) + Ψ0(t)c, (2)

де f̃(t) =

∫ t

a
f(s)∆s,Ψ(t) =

∫ t

a
Φ(s)∆s, c̃ = col (cm+1, . . . , cm+n) ∈ Rn,Ψ0(t) = [Ψ(t), In] —

(n × (m + n))-вимiрна матриця, c = col (c0, c̃) ∈ Rm+n. Пiдставляючи (2) в систему (1),
одержуємо

f(t) + [Φ(t), 0n]c− Φ(t)

b∫
a

A(s)f̃(s)∆s− Φ(t)

b∫
a

A(s)[Ψ(s), In]∆s · c−

− Φ(t)

b∫
a

B(s)f(s)∆s− Φ(t)

b∫
a

B(s)[Φ(s), 0n]∆s · c = f(t),

Im − b∫
a

[A(s)Ψ(s) +B(s)Φ(s)]∆s,−
b∫

a

A(s)∆s

 c =

b∫
a

[A(s)f̃(s) +B(s)f(s)]∆s.

Таким чином, отримали алгебраїчну систему для визначення вектора c :

Dc = b̃, (3)

де D =

[
Im −

∫ b

a
[A(s)Ψ(s) +B(s)Φ(s)]∆s,−

∫ b

a
A(s) ∆s

]
— (m× (m+n))-вимiрна матри-

ця, b̃ =

∫ b

a
[A(s)f̃(s) +B(s)f(s)]∆s — (m× (m+ 1))-вимiрна матриця.

Згiдно з теорiєю псевдообернених матриць Мура – Пенроуза [6, 7], алгебраїчна систе-
ма (3) є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли її права частина належить ортогональному
доповненню (kerD∗)⊥ = Im (D). Це означає, що для вектора-константи b̃ повинна вико-
нуватись умова

PD∗
d1
b̃ = 0, (4)

де PD∗
d1

— (d1 × n)-вимiрна матриця, що складається з d1 := m − n1 лiнiйно незалежних

рядкiв (m × m)-вимiрної матрицi PD∗ := Im − DD+, що є ортопроектором PD∗ : Rm →
→ N(D∗), n1 := rankD, D+ — єдина ((m + n) ×m)-вимiрна псевдообернена за Муром –
Пенроузом до D матриця, а D∗ — транспонована до D матриця. При виконаннi d1 лiнiйно
незалежних умов (4) система (3) має r1-параметричну (r1 = m+ n− n1) сiм’ю розв’язкiв
вигляду

c = PDr1
cr1 +D+b̃, cr1 ∈ Rr1 , (5)
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де PDr1
— ((m+n)×r1)-вимiрна матриця, що складається з r1 лiнiйно незалежних стовпцiв

((m + n) × (m + n))-вимiрної матрицi PD := Im+n − D+D, що є ортопроектором PD :
Rm+n → N(D).

Пiдставляючи отриманий вираз для константи c ∈ Rm+n у розв’язок (2), отримує-
мо загальний розв’язок iнтегро-динамiчної системи (1). Таким чином, доведено наступне
твердження.

Теорема 1. Нехай rankD = n1. Вiдповiдна однорiдна iнтегро-динамiчна система для
системи (1) (f = 0) має r1-параметричну (r1 = m+ n− n1) сiм’ю розв’язкiв

x(t, cr1) = Ψ0(t)PDr1
cr1 , cr1 ∈ Rr1 .

Неоднорiдна iнтегро-динамiчна система (1) є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли функ-
цiя f(t) ∈ L2([a, b]T) задовольняє d1 = m−n1 лiнiйно незалежних умов (4). При виконаннi
цих умов система (1) має r1-параметричну сiм’ю розв’язкiв

x(t, cr1) = Ψ0(t)PDr1
cr1 + F (t), x(t) ∈ Dn

2 ([a, b]T), x∆(t) ∈ L2([a, b]T), (6)

де F (t) = f̃(t) + Ψ0(t)D+b̃.

У випадку T = R система (1) набере вигляду

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)] ds = f(t),

тобто буде системою лiнiйних iнтегро-диференцiальних рiвнянь типу Фредгольма з ви-
родженим ядром, справедливiсть теореми 1 для якої встановлено в роботi [8]. Цi системи
дослiджувалися також у роботах [9 – 11].

У випадку T = Z система (1) буде системою лiнiйних „сумовно-рiзницевих рiвнянь”
[12] вигляду

∆x(t)− Φ(t)
b−1∑
s=a

[A(s)x(s) +B(s)∆x(s)] = f(t), ∆x(t) = x(t+ 1)− x(t), a, b, t ∈ Z.

Приклад 1. Розглянемо сумовно-рiзницеву систему

∆x(t)−
(

1
t

) 4∑
s=2

[(
0 2

)
x(s) +

(
3 (1− s)

)
∆x(s)

]
= f(t), (7)

тобто Φ(t) =

(
1
t

)
, A(t) =

(
0 2

)
, B(t) =

(
3 (1− t)

)
∀t ∈ [2; 5]Z, f(t) =

(
f1(t)
f2(t)

)
.

Знайдемо Ψ(t):

Ψ(t) =

t−1∑
s=2

(
1
s

)
=

(
t− 2

1

2
(t2 − t)− 1

)
.
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Обчислюючи вiдповiднi суми вiд 2 до 4, знаходимо (1 × 3)-вимiрну матрицю D та єдину
псевдообернену для неї матрицю D+:

D =
(
−2 0 −6

)
, D+ =



− 1

20

0

− 3

20


,

а також вiдповiднi матрицi-проектори PDr1
, r1 = 2, i PD∗

d1
, d1 = 0 :

PD =
1

10

 9 0 −3
0 10 0
−3 0 1

 , PDr1
=

1

10

 9 0
0 10
−3 0

 , PD∗ = PD∗
d1

= 0.

Таким чином, при довiльному f(t) ∈ L2([a, b]T) умова розв’язностi (4) для сумовно-рiзнице-
вої системи (7) виконується i за теоремою 1 дана система має двопараметричну сiм’ю
розв’язкiв вигляду (6), пiсля пiдстановки вiдповiдних значень в яку отримуємо

x(t) =

 c1(t− 2) + c2

1

2
c1(t2 − t)− 4

3

+

 f̃1(t)

f̃2(t)

− 1

10


1

2
t− 1

1

4
t2 − 1

4
t+ 1

 · b̃ ∀c1, c2 ∈ R,

де f̃1,2(t) =
∑t−1

s=2 f1,2(s), b̃ =
∑4

s=2

[
A(s)

(
f̃1(s)

f̃2(s)

)
+B(s)

(
f1(s)
f2(s)

)]
.

2. Розглянемо питання про розв’язнiсть та структуру множини розв’язкiв крайової за-
дачi, що складається з iнтегро-динамiчної системи (1) та крайових умов

x∆(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)x∆(s)

]
∆s = f(t), `x = α, (8)

де ` — лiнiйний обмежений векторний функцiонал, визначений на просторi Dn
2 ([a, b]T),

α = col (α1, . . . , αp) ∈ Rp. Нехай умова розв’язностi (4) для системи (1) виконується, тоб-
то PD∗

d1
b̃ = 0. Тодi для того щоб розв’язок (6) системи (1) був розв’язком крайової задачi

(8), необхiдно, щоб вiн задовольняв крайовi умови `x = α. Пiдставляючи розв’язок (6) у
заданi крайовi умови

`x ≡ `(F (·)) + `(Ψ0(·)PDr1
cr1) = α, (9)

отримуємо алгебраїчну систему для визначення вектора cr1 :

Qcr1 = α− `(F (·)), (10)
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де Q = `(Ψ0(·))PDr1
— (p× r1)-вимiрна матриця.

На пiдставi результатiв iз [7] алгебраїчна система (10) є розв’язною, якщо її права час-
тина α − `(F (·)) належить ортогональному доповненню (kerQ∗)⊥ = Im (Q). Це означає,
що повинна виконуватись умова

PQ∗
d
(α− `(F (·))) = 0, (11)

де PQ∗
d

— (d×p)-вимiрна матриця, що складається з d = p−m1 лiнiйно незалежних рядкiв
(p × p)-вимiрної матрицi PQ∗ := Ip − QQ+, що є ортопроектором PQ∗ : Rp → N(Q∗),
m1 := rankQ, Q+ — єдина (r1 × p)-вимiрна псевдообернена за Муром – Пенроузом до Q
матриця, а Q∗ — транспонована до Q матриця. При виконаннi d лiнiйно незалежних умов
(11) система (10) має r-параметричну (r = m+ n− n1 −m1) сiм’ю розв’язкiв вигляду

cr1 = PQrcr +Q+(α− `(F (·))), cr ∈ Rr, (12)

де PQr — (r1 × r)-вимiрна матриця, що складається з r лiнiйно незалежних стовпцiв (r1 ×
×r1)-вимiрної матрицi PQ := Ir1 − Q+Q, що є ортопроектором PQ : Rr1 → N(Q). Пiд-
ставляючи вираз (12) для константи cr1 у розв’язок (6) системи (1), отримуємо загальний
розв’язок крайової задачi (8). Таким чином, справджується наступна теорема.

Теорема 2. Нехай для крайової задачi (8) rankQ = m1 ≤ {p, r1}. Тодi вiдповiдна одно-
рiдна крайова задача (f = 0, α = 0) має r = r1 − m1 i тiльки r лiнiйно незалежних
розв’язкiв вигляду

x = Ψ0(t)PDr1
PQrcr, cr ∈ Rr.

Неоднорiдна крайова задача (8) є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли α ∈ Rp та f(t) ∈
∈ L2([a, b]T) задовольняють d1 лiнiйно незалежних умов (4) та d лiнiйно незалежних умов
(11). При виконаннi цих умов крайова задача (8) має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв

x = Ψ0(t)PDr1
PQrcr + Ψ0(t)PDr1

Q+(α− `(F (·))) + F (t).

Приклад 2. Розглянемо крайову задачу

x∆(t)− Φ(t)

2∫
−2

[
A(s)x(s) +B(s)x∆(s)

]
∆s = f(t), (13)

`x = x(0)− x(1) = α ∈ R, (14)

де [−2; 2]T := [−2;−1] ∪ {0} ∪ [1; 2], Φ(t) = e−t, A(t) =


e−t, якщо t ∈ [−2;−1],
−e, якщо t = 0,
−et, якщо t ∈ [1; 2],

B(t) =



1

2
e2, якщо t ∈ [−2;−1],

3

2
e2 − e, якщо t = 0,

e2, якщо t ∈ [1; 2],

∀t ∈ [−2; 2]T. Спочатку розглянемо питання
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про розв’язнiсть iнтегро-динамiчного рiвняння (13). Знайдемо Ψ(t):

Ψ(t) =

t∫
−2

Φ(s) ∆s =


e2 − e−t, якщо t ∈ [−2;−1],
e2, якщо t = 0,
e2 + 1 + e−1 − e−t, якщо t ∈ [1; 2].

Провiвши вiдповiднi розрахунки, знайдемо (1 × 2)-вимiрну матрицю D та єдину псевдо-
обернену до неї матрицю D+:

D =
(

0 0
)
, D+ =

(
0
0

)
,

а також вiдповiднi матрицi-проектори PD i PD∗ :

PD = I2 =

(
1 0
0 1

)
, PD∗ = I1 = 1.

Тодi умова розв’язностi (4) набере вигляду b̃ =

∫ 2

−2

[
A(s)f̃(s) +B(s)f(s)

]
∆s = 0. По-

кладемо, наприклад, f(t) =


e−2t, якщо t ∈ [−2;−1],
1

2
(e4 + e2), якщо t = 0,

−e2t, якщо t =∈ [1; 2].

Тодi b̃ = 0 i умова роз-

в’язностi (4) для даного рiвняння (13) виконується. Це означає, що за теоремою 1 для ви-
щевказаного значення f(t) iнтегро-динамiчне рiвняння (13) має двопараметричну (r1 =
= 2) сiм’ю розв’язкiв вигляду

x(t) =



(e2 + e−t)c1 + c2 +
1

2
e4 − 1

2
e−2t, t ∈ [−2;−1],

e2c1 + c2 +
1

2
e4 +

1

2
e2, t = 0,

(e2 + 1 + e−1 − e−t)c1 + c2 + e4 +
3

2
e2 − 1

2
e2t, t ∈ [1; 2],

∀c1, c2 ∈ R.

З’ясуємо питання про розв’язнiсть крайової задачi (13), (14). Знайдемо матрицю Q =
= `(Ψ0(·))PDr1

. `(Ψ0(·))PDr1
= `(Ψ0(·)) = Ψ0(0) − Ψ0(1), тобто Q =

(
−1 0

)
i Q+ =

=

(
−1
0

)
. Звiдси отримуємо PQ∗ = 0, а PQ1 =

(
0
1

)
.

Отже, за теоремою 2 для вибраного значення f(t) i для будь-якого α ∈ R крайова
задача (13), (14) є розв’язною i має однопараметричну сiм’ю розв’язкiв вигляду

x(t, c) =



c+ α+ e4 − 3

2
e2 − 1

2
e−2t, t ∈ [−2;−1],

c+ α+ e4 − e2, t = 0,

c+ α+
3

2
e4 − 1

2
e2t, t ∈ [1; 2],

c ∈ R.
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