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We prove that a Cauchy problem for a pseudodifferential equation having a pseudo-Bessel operator with
variable symbol has a solution in the class of bounded and even functions on R.

Устанавливается разрешимость задачи Коши для эволюционного уравнения с псевдобесселе-
вым оператором с переменным символом в классе ограниченных четных на R функций.

Диференцiальнi рiвняння, якi мiстять коефiцiєнти, необмеженi в деякiй областi з Rn,
вiдносяться, як вiдомо, до сингулярних диференцiальних рiвнянь. До сингулярних рiв-
нянь вiдносяться й еволюцiйнi рiвняння параболiчного типу з оператором Бесселя Bν =
= d2/dx2 + (2ν + 1)x−1d/dx, ν > −1/2 (B-параболiчнi рiвняння) через наявнiсть у його
структурi виразу 1/x. Такi рiвняння вироджуються на межi областi, i за внутрiшнiми влас-
тивостями вони близькi до рiвномiрно параболiчних рiвнянь. Побудовi класичної теорiї
задачi Кошi для сингулярних параболiчних рiвнянь присвячено ряд робiт (див. [1] та наве-
дену там бiблiографiю). У класах розподiлiв та ультрарозподiлiв задача Кошi для таких
рiвнянь вивчалася в [2, 3] та iнших працях.

Як вiдомо, оператор Бесселя можна визначити за допомогою спiввiдношення Bνϕ =
= −F−1

B [σ2FB[ϕ]], де FB — перетворення Бесселя, ϕ — елемент простору, в якому ви-
значено вказане перетворення, тому еволюцiйнi рiвняння з оператором Бесселя природ-
но вiднести до псевдодиференцiальних рiвнянь. До такого ж класу рiвнянь слiд вiднести
й еволюцiйнi рiвняння з оператором A = F−1

Bσ→x
[a(t, x;σ)FBx→σ ], де a(t, x;σ) — функцiя

(символ) оператора A, яка задовольняє певнi умови (зокрема, є однорiдною функцiєю
аргументу σ, недиференцiйовною у точцi σ = 0). Оператор A далi називатимемо псев-
добесселевим. Еволюцiйнi рiвняння з псевдобесселевими операторами розпочали дослiд-
жувати О. М. Ленюк, Д. I. Спiжавка та В. В. Городецький.

Для подальшого розвитку теорiї еволюцiйних псевдодиференцiальних рiвнянь важли-
вим є питання побудови нових класiв символiв, якi мiстять вiдомий клас символiв, що
задовольняють умову „параболiчностi”, та розвиток теорiї задачi Кошi для еволюцiй-
них рiвнянь з операторами, побудованими за такими функцiями, з початковими даними з
рiзних функцiональних просторiв. У данiй роботi будуються такi класи функцiй-символiв,
встановлюється розв’язнiсть задачi Кошi для еволюцiйного рiвняння з псевдобесселевим
оператором зi змiнним символом у класi обмежених неперервних парних на R функцiй.

1. Простори θM,ρ, Φν
β,γ . Нехай M, ρ : R → [0,+∞) — неперервнi парнi на R функ-

цiї, диференцiйовнi, монотонно зростаючi на (0,∞), M(0) = ρ(0) = 0, limx→+∞M(x) =

= limx→+∞ ρ(x) = +∞, причому ρ(x) =

∫ x

0
ω(ξ)dξ для x ≥ 0, де ω — зростаюча й непе-
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рервна на [0,∞) функцiя, ω(0) = 0, limx→+∞ ω(x) = +∞.Функцiя ρ є опуклою на [0,+∞),
тобто: а) ∀{x1, x2} ⊂ [0,+∞) : ρ(x1) + ρ(x2) ≤ ρ(x1 + x2); б) ∀α ≥ 1 ∀x ∈ [0,∞) : ρ(αx) ≥
≥ αρ(x); в) ∀α ∈ (0, 1) ∀x ∈ [0,∞) : ρ(αx) ≤ αρ(x). Оскiльки похiдна ω функцiї ρ при
x → +∞ необмежено зростає, то функцiя ρ при x → +∞ зростає швидше за довiльну
лiнiйну функцiю. Припускаємо також, що виконуються такi умови:

∀ε > 0 ∃x0 = x0(ε) > 0 ∀x ≥ x0 : ρ(εx) ≥ M(x),

ρ(x) ∼
x→0+0

xγ , γ ∈ (1,+∞), M(x) ∼
x→0+0

xβ, β ∈ (0, 1],

де γ та β — фiксованi параметри.
Символом θM,ρ позначимо сукупнiсть усiх неперервних парних на R функцiй ϕ : R →

→ R, нескiнченно диференцiйовних на R \ {0}, для яких

∃a > 0 ∀k ∈ Z+ ∃ck > 0 ∀x ∈ R \ {0} : Mk(x)|Dk
xϕ(x)| ≤ ck

k∑
l=1

ρl(x)e−ρ(ax) (1)

(якщо k = 0, то суми немає, якщо k = 1, то l = 1 i т. д.; якщо k = 0, то (1) справджується
для всiх x ∈ R, сталi ck, a > 0 залежать вiд ϕ).

Наведемо приклад функцiї iз простору θM,ρ, побудованого за конкретними функцiями
M та ρ. Для цього розглянемо функцiю α : R → [0,∞), яка використовується при побу-
довi псевдодиференцiальних операторiв: α — неперервна парна на R функцiя, однорiдна
порядку γ > 1, нескiнченно диференцiйовна на R \ {0}, похiднi цiєї функцiї задовольня-
ють умову

∀k ∈ N ∃bk > 0 ∀x ∈ R \ {0} : |Dk
xα(x)| ≤ bk|x|γ−k, α(x) > 0, x ∈ (0,∞).

Цю умову можна подати у виглядi Mk(x)|Dk
xα(x)| ≤ bkρ(x), x ∈ R \ {0}, k ∈ N, де

M(x) = |x|, ρ(x) = |x|γ . Використовуючи формулу Фаа де Бруно диференцiювання скла-
деної функцiї, безпосередньо переконуємося в тому, що exp{−α(x)} є елементом просто-
ру θM,ρ iз вказаними вище функцiями M та ρ, див. також [4] (така функцiя є важливою
при дослiдженнi задачi Кошi для еволюцiйних рiвнянь iз псевдодиференцiальними опера-
торами, для яких α(x) є негладким у точцi 0 однорiдним символом).

Вiдмiтимо основнi властивостi функцiй iз простору θM,ρ, встановленi в [4]: функцiя
Dk
xϕ, ϕ ∈ θM,ρ, x 6= 0, k ∈ N, має скiнченнi одностороннi границi limx→±0D

k
xϕ(x), функ-

цiя D2k
x ϕ, x 6= 0, k ∈ N, у точцi x = 0 має усувний розрив, кожна функцiя ϕ ∈ θM,ρ у точцi

0 задовольняє умову Дiнi, на функцiях iз простору θM,ρ визначено перетворення Бесселя
FBν :

FBν [ϕ](ξ) =

∞∫
0

ϕ(x)jν(xξ)x2ν+1dx, ϕ ∈ θM,ρ,

де jν — нормована функцiя Бесселя, ν — фiксований параметр iз множини {3/2, 5/2,
7/2, . . .}. У просторi θM,ρ можна також ввести структуру злiченно-нормованого простору
(детальнiше про це див. у [4]).
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Нехай FBν [θM,ρ] := Φν
β,γ . Елементами простору Φν

β,γ є нескiнченно диференцiйовнi на
R функцiї, якi задовольняють нерiвностi [4]

|Dm
ξ FBν [ϕ](ξ)| ≤ αm(1 + |ξ|)−(ω0+m), m ∈ Z+, ξ ∈ R, ϕ ∈ θM,ρ,

ω0 = p̃0 + [β−1[γ]], p̃0 = 1 + p0, p0 = 2ν + 1, [·] — цiла частина числа.
Φν
β,γ перетворюється у злiченно-нормований простiр, якщо систему норм в ньому ввес-

ти за допомогою формул

‖ϕ‖p := sup
ξ∈[0,∞)

{
p∑

k=0

Λ(ξ)ω̃0+2k|D2k
ξ ϕ(ξ)|

}
, ϕ ∈ Φν

β,γ , p ∈ Z+,

де Λ(ξ) := 1+ξ, ξ ∈ [0,∞), ω̃0 = ω0−ε, 0 < ε < 1 — фiксований параметр. Перетворення
Бесселя неперервно вiдображає θM,ρ на Φν

β,γ [4]; на функцiях iз простору Φν
β,γ визначено

обернене перетворення Бесселя F−1
Bν

:

F−1
Bν

[ψ](x) = cν

∞∫
0

ψ(σ)jν(σx)σ2ν+1dσ, ψ ∈ Φν
β,γ , cν = (22νΓ2(ν + 1))−1.

У просторi Φν
β,γ визначено оператор узагальненого зсуву аргументу T ξx , що вiдповiдає

оператору Бесселя [5] i є неперервним:

T ξxϕ(x) = bν

π∫
0

ϕ(
√
x2 + ξ2 − 2xξ cosω) sin2ν ωdω, ϕ ∈ Φν

β,γ ,

де bν = Γ(ν+1)/(Γ(1/2)Γ(ν+1/2)).Операцiя узагальненого зсуву аргументу ϕ → T ξxϕ ди-
ференцiйовна (навiть нескiнченно диференцiйовна) у просторi Φν

β,γ у тому розумiннi, що

граничнi спiввiдношення (∆ξ)−1(T ξ+∆ξ
x ϕ(x)− T ξxϕ(x)) → ∂T ξxϕ/∂ξ, ∆ξ → 0, виконуються

у просторi Φν
β,γ .

2. Побудова фундаментального розв’язку. Задача Кошi. Розглянемо функцiю a(t, x;σ),
задану на [0, T ]× R× R, парну за змiнними x, σ, яка задовольняє умови:

1) функцiя a(t, x;σ) є однорiдною порядку γ за аргументом σ рiвномiрно вiдносно t, x,
тобто

a(t, x;λσ) = λγa(t, x;σ), λ > 0, ∀(t, x) ∈ [0, T ]× R ≡ ΠT ;

2) a(t, x;σ) — неперервна функцiя аргументу t на вiдрiзку [0, T ] (при фiксованих x, σ)
i a(t, x;σ) — неперервна обмежена на R функцiя аргументу x (при фiксованих t, σ);

3) iснують сталi c0, b0 > 0 такi, що справджуються нерiвностi

b0ρ(σ) ≤ a(t, x;σ) ≤ c0(1 + ρ(σ))

(1 + |x|)ω0
, ω0 = 2ν + 2 + [β−1[γ]], (t, x) ∈ ΠT ;
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4) при фiксованих t, x функцiя a(t, x;σ), як функцiя σ, нескiнченно диференцiйовна по
σ при σ 6= 0; при цьому

∀k ∈ N ∃ck > 0 : Mk(σ)|Dk
σa(t, x;σ)| ≤ ck

ρ(σ)

(1 + |x|)ω0
,

(t, x) ∈ ΠT , σ ∈ R \ {0}.

Iз властивостей функцiї a випливає, що a(t, x;σ), як функцiя σ (при фiксованих (t, x) ∈
∈ ΠT ), є мультиплiкатором у просторi θM,ρ.

Розглянемо оператор At, заданий на Φν
β,γ i залежний вiд параметра t ∈ [0, T ], який

визначається спiввiдношенням

(Atϕ)(x) := F−1
Bσ→x

[a(t, x;σ)FBx→σ [ϕ](σ)](x), ϕ ∈ Φν
β,γ .

Далi будемо використовувати позначення At = A. Iз властивостей функцiї a(t, x;σ) ви-
пливає, щоAϕ ∈ K при кожному t ∈ [0, T ], деK— нормований простiр, який складається
з неперервних парних на R функцiй ψ,що задовольняють нерiвнiсть |ψ(x)| ≤ c(1+|x|)−ω0 ,
c = c(ψ) > 0, з нормою

‖ψ‖ = sup
R
{Λω0(x)|ψ(x)|}, Λ(x) := 1 + |x|, x ∈ R.

Оскiльки перетворення Бесселя (пряме та обернене) є неперервним оператором, то
A : Φν

β,γ → K— лiнiйний неперервний оператор. Оператор A далi називатимемо псевдо-
бесселевим оператором, побудованим за змiнним символом a(t, x;σ).

У смузi Π′T = {(t, x) : 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ R} розглянемо задачу про вiдшукання
розв’язку еволюцiйного рiвняння

∂u(t, x)

∂t
+Au(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π′T , (2)

який задовольняє початкову умову

u(t, x)|t=τ = ϕ(x), 0 ≤ τ < t ≤ T, (3)

де ϕ ∈ Φν
β,γ . Введемо позначення L ≡ L(t, x;A,Dt) := ∂/∂t+A.

Пiд фундаментальним розв’язком задачi Кошi (2), (3) розумiтимемо функцiю
Z(t, x; τ, ξ), (t, x) ∈ Π′T , 0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ R, яка має такi властивостi:

1) LZ(t, x; τ, ξ) = 0, тобто Z, як функцiя t, x (при фiксованих τ, ξ), є розв’язком рiвнян-
ня (2);

2) limt→τ+0

∫ ∞
0

Z(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ)ξ2ν+1dξ = ϕ(x) у кожнiй точцi x ∈ R для довiльної

функцiї ϕ ∈ Φν
β,γ .

Для побудови функцiї Z використаємо метод Левi (метод параметрикса), який поля-
гає в тому, що функцiю Z шукаємо у виглядi суми двох доданкiв: головного та деякого
допомiжного. Головним доданком є фундаментальний розв’язок рiвняння (2), яке мiстить
оператор, побудований за символом a(t, x;σ) з фiксованою точкою t = β, x = z. Другий
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доданок шукаємо у виглядi iнтегрального оператора з ядром, щiльнiсть якого визнача-
ється з деякого iнтегрального рiвняння.

Отже, зафiксуємо символ a(t, x;σ) у точцi t = β, x = z i розглянемо задачу про вiд-
шукання розв’язку рiвняння зi сталим символом

L(β, z;A,Dt)u(t, x) = 0 (4)

з початковою умовою (3). Розв’язок u задачi (4), (3) будемо шукати за допомогою пере-
творення Бесселя, в результатi чого дiстанемо

u(t, x) =

∞∫
0

T ξxG(t− τ, x;β, z)ϕ(ξ)ξ2ν+1dξ = G(t− τ, x;β, z) ∗ ϕ(x),

де G(t− τ, x;β, z) = FB[exp{−a(β, z, σ)(t− τ)}].
Iз результатiв, отриманих у [6], випливає наступне твердження.

Лема 1. 1. При фiксованих t, τ, t > τ, β, z функцiяG(t−τ, x;β, z), як функцiя аргументу
x, є елементом простору Φν

β,γ . Для G та її похiдних справджуються оцiнки

|Dm
x G(t− τ, x;β, z)| ≤ αm(t− τ)[β−1[γ]]/γ((t− τ)1/γ + |x|)−(ω0+m), m ∈ Z+,

де αm = βm(1 + |z|)−ω0 , стала βm > 0 не залежить вiд t, τ, β, z.
2. G(t− τ, x; τ, ξ) → δ(x) при t → τ + 0 (δ — дельта-функцiя Дiрака).

Безпосередньо переконуємося в тому, що функцiя G(t− τ, x;β, z) задовольняє рiвнян-
ня (4).

Якщо розглядатиG як регулярну узагальнену функцiю з простору (Φν
β,γ)′ — простору,

топологiчно спряженого до Φν
β,γ зi слабкою збiжнiстю, елементами якого є лiнiйнi непе-

рервнi функцiонали, що заданi на Φν
β,γ (узагальненi функцiї), то за лемою 1

〈T ξxG,ϕ〉 = 〈T xξ G,ϕ〉 −→
t→τ+0

〈T xξ δ, ϕ〉 = 〈T ξxδ, ϕ〉 =

= 〈δξ, T ξxϕ(x)〉 = T 0
xϕ(x) = bν

π∫
0

ϕ(x) sin2ν ωdω, ϕ ∈ Φν
β,γ ,

де bν = Γ(ν + 1)/(Γ(1/2)Γ(ν + 1/2)). Використавши формулу

π∫
0

sin2ν ωdω =
√
π

Γ(ν + 1/2)

Γ(ν + 1)
, ν ≥ 0,

переконаємося, що 〈T ξxG,ϕ〉 −→ T 0
xϕ(x) = ϕ(x) при t → τ + 0 у кожнiй точцi x ∈ R.

Оскiльки T ξxG є регулярною узагальненою функцiєю вiдносно параметра ξ, справджуєть-
ся наступне твердження.
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Лема 2. Для довiльної функцiї ϕ ∈ Φν
β,γ

∞∫
0

T ξxG(t− τ, x; τ, ξ)ϕ(ξ)ξ2ν+1dξ −→
t→τ+0

ϕ(x) (5)

у кожнiй точцi x ∈ R.

Зазначимо, що спiввiдношення (5) справджується i для довiльної обмеженої неперерв-
ної парної на R функцiї.

Нехай

J(τ, t, x) :=

t∫
τ

dµ

∞∫
0

T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ, (6)

де ϕ(t, x) — задана на [0, T ] × R, неперервна по t, неперервна, парна i обмежена на R
функцiя змiнної x. Наступне твердження мiстить формулу для застосування оператора
∂/∂t до iнтеграла (6).

Лема 3. При вказаних обмеженнях на функцiю ϕ правильною є формула

∂J(τ, t, x)

∂t
=

t∫
τ

dµ

∞∫
0

∂

∂t
T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ + ϕ(t, x). (7)

Доведення. Розглянемо сiм’ю функцiй {Jh(τ, t, x), 0 < h < t− τ}, де

Jh(τ, t, x) =

t−h∫
τ

dµ

∞∫
0

T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ ≡
t−h∫
τ

g(t, µ, x) dx,

g(t, µ, x) =

∞∫
0

T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ.

Застосувавши правило Лейбнiца диференцiювання iнтегралiв, залежних вiд параметра,
знайдемо

∂Jh(τ, t, x)

∂t
=

t−h∫
τ

∂

∂t
g(t, µ, x)dµ+ g(t, t− h, x) =

t−h∫
τ

dµ

∞∫
0

∂

∂t
G(t− µ, x;µ, ξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ+

+

∞∫
0

T ξxG(h, x; t− h, ξ)ϕ(t− h, ξ)ξ2ν+1dξ.

Доведемо, що {Jh, 0 < h < t − τ} збiгається при h → 0 до функцiї J(τ, t, x), а{
∂Jh
∂t

, 0 < h < t− τ
}

— рiвномiрно вiдносно t до правої частини (7). Тодi, скориставшись
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вiдповiдною теоремою з математичного аналiзу, переконаємося, що функцiя J(τ, t, x) є
диференцiйовною по t, при цьому справджується рiвнiсть (7).

Iз властивостей оператора узагальненого зсуву аргументу та оцiнок фундаменталь-
ного розв’язку задачi Кошi для еволюцiйного рiвняння з псевдобесселевим оператором,
побудованим за сталим символом, що наведенi в [6], випливає нерiвнiсть

|T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)| ≤ c(t− µ)[β−1[γ]]/γ((t− µ)1/γ + |x− ξ|)−(ω0−λ),

де λ ∈ (0, 1) — довiльно фiксований параметр. Для фiксованого x ∈ R та t − µ ≥ ε0 > 0
знайдеться стала L0 = L0(x, ε0) > 0 така, що

ξ2ν+1

((t− µ)1/γ + |x− ξ|)2ν+1
≤ ξ2ν+1

(ε
1/γ
0 + |x− ξ|)2ν+1

≤ L0.

Тодi

∞∫
0

|T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)| |ϕ(µ, ξ)|ξ2ν+1dξ ≤ c′(t− µ)[β−1[γ]]/γ×

×
+∞∫
−∞

dξ

((t− µ)1/γ + |x− ξ|)1+[β−1[γ]]−λ =

= c′(t− µ)λ/γ
+∞∫
−∞

dη

(1 + |η|)1+[β−1[γ]]−λ = c′′(t− µ)λ/γ ,

де

c′′ = c′
+∞∫
−∞

dη

(1 + |η|)1+[β−1[γ]]−λ , c′ = c sup
0≤µ≤T
ξ∈R

|ϕ(µ, ξ)|L0.

Звiдси дiстаємо

|Jh(τ, t, x)− J(τ, t, x)| ≤ c′′
t∫

t−h

(t− µ)λ/γdµ = c̃′′hλ/γ+1,

тобто limh→0 Jh(τ, t, x) = J(τ, t, x).
Нехай

γh(t, x) :=

t−h∫
τ

dµ

∞∫
0

∂

∂t
T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ,

γ(t, x) :=

t∫
τ

dµ

∞∫
0

∂

∂t
G(t− µ, x;µ, ξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ.
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Оскiльки

∂

∂t
G(t− µ, x;µ, ξ) = −cν

∞∫
0

a(µ, ξ;σ)e−a(µ,ξ;σ)(t−τ)jν(xσ)σ2ν+1dσ,

∂

∂t
T ξxG(t− µ, x;µ, ξ) = T ξx

∂

∂t
G(t− µ, x;µ, ξ),

то, врахувавши методику встановлення оцiнки функцiї |G|, наведену в [6], властивостi
оператора узагальненого зсуву аргументу, знайдемо∣∣∣∣ ∂∂t T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)

∣∣∣∣ ≤ d(t− µ)([β−1[γ]]−γ)/γ((t− µ)1/γ + |x− ξ|)−(ω0−λ),

де λ ∈ (0, 1) — довiльно фiксований параметр. Тодi для фiксованого x ∈ R та t−µ ≥ ε0 >
> 0

∞∫
0

∣∣∣∣ ∂∂t T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)

∣∣∣∣ |ϕ(µ, ξ)|ξ2ν+1dξ ≤ c′(t− µ)([β−1[γ]]−γ)/γ×

×
+∞∫
−∞

dξ

((t− µ)1/γ + |x− ξ|)1+[β−1[γ]]−λ =

= c′(t− µ)−1+λ/γ

+∞∫
−∞

dη

(1 + |η|)1+[β−1[γ]]−λ =

= d′(t− µ)−1+λ/γ ,

d′ = c′
+∞∫
−∞

dη

(1 + |η|)1+[β−1[γ]]−λ , c′ = d sup
0≤µ≤T
ξ∈R

|ϕ(µ, ξ)|L0, L0 = L0(x, ε0) > 0.

Отже,

|γh(t, x)− γ(t, x)| ≤ d′
t∫

t−h

(t− µ)−1+λ/γdµ = d′′hλ/γ .

Звiдси випливає, що γh(t, x) → γ(t, x) при h → 0 рiвномiрно вiдносно t (при фiксованому
x ∈ R).

Iз леми 1 випливає, що для функцiї G(h, x; t− h, ξ) правильною є оцiнка

|G(h, x; t− h, ξ)| ≤ ch[β−1[γ]]/γ(h1/γ + |x|)−ω0(1 + |ξ|)−ω0 ,
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рiвномiрна вiдносно t. Звiдси, з леми 2 та зауваження до неї, а також iз властивостi непе-
рервностi функцiї ϕ(t, x) за змiнною t одержуємо

∞∫
0

T ξxG(h, x; t− h, ξ)ϕ(t− h, ξ)ξ2ν+1dξ−→
h→0

ϕ(t, x) (8)

рiвномiрно вiдносно t. Цим доведено, що
{
∂Jh
∂t

, 0 < h < t− τ
}

збiгається при h → 0

рiвномiрно вiдносно t до правої частини (7).
Лему доведено.
Введемо позначення

ωh(τ, t, σ) := FBx→σ [Jh(τ, t, x)](σ),

ω(τ, t, σ) := FBx→σ [J(τ, t, x)](σ).

Зазначимо, що

FBx→σ [Jh(τ, t, x)](σ) = FBx→σ

 t−h∫
τ

dµ

∞∫
0

T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ

 (σ) =

=

t−h∫
τ

dµ

∞∫
0

FBx→σ [T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)](σ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ.

Далi скористаємося тим, що

FBx→σ [T ξxG(t− µ, x;µ, ξ)](σ) = jν(σξ)FBx→σ [G(t− µ, x;µ, ξ)](σ) = jν(σξ)e−a(µ,ξ;σ)(t−µ).

Тодi

FBx→σ [Jh(τ, t, x)](σ) =

t−h∫
τ

dµ

∞∫
0

e−a(µ,ξ;σ)(t−µ)jν(σξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ.

Аналогiчно отримаємо спiввiдношення

FBx→σ [J(τ, t, x)](σ) =

t∫
τ

dµ

∞∫
0

e−a(µ,ξ;σ)(t−µ)jν(σξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ.

Iз властивостей функцiй M та ρ випливають нерiвностi

M(y) ≥ c0y
β, ρ(y) ≥ α0y

γ , y ∈ (0,∞); ρ(y)e−a(µ,ξ;y)(t−µ)/2 ≤ ρ(y)e−b0ρ(y)(t−µ)/2 ≤

≤ d0(t− µ)−1e−α̃0ρ(y)(t−µ) ≤ d1(t− µ)−1e−α1yγ(t−µ), α̃0 < b0/2.
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Функцiю exp{−a(µ, ξ;σ)(t− µ)} запишемо у виглядi

e−a(µ,ξ;σ)(t−µ) = −e−a(µ,ξ;σ)(t−µ)/2

+∞∫
σ

(e−a(µ,ξ;y)(t−µ)/2)′ydy =

=
t− µ

2
e−a(µ,ξ;σ)(t−µ)/2

+∞∫
σ

(a(µ, ξ; y))′ye
−a(µ,ξ;y)(t−µ)/2dy.

Врахувавши наведенi вище нерiвностi, а також умову 3, яку задовольняє функцiя-символ
a, знайдемо

e−a(µ,ξ;σ)(t−µ)|jν(σξ)||ϕ(µ, ξ)| ≤ c̃Aν(t− µ)−(1−β)/γ(1 + |ξ|)−ω0e−b̃0(t−µ)ρ(σ)×

× sup
0≤µ≤T
ξ≥0

|ϕ(µ, ξ)| ≤ c̃′(t− µ)−(1−β)/γ(1 + |ξ|)−ω0e−b̃0(t−µ)ρ(σ),

деAν = (
√
πΓ(ν+1))/Γ(ν+1/2) (тут враховано оцiнку нормованої функцiї Бесселя jν(σξ),

яка випливає з iнтегрального зображення Пуассона функцiї jν , див. [7, с. 780]). Взявши до
уваги останню нерiвнiсть, отримаємо

|ωh(τ, t, σ)| ≤
t−h∫
τ

dµ

∞∫
0

e−a(µ,ξ;σ)(t−µ)|jν(σξ)||ϕ(µ, ξ)|ξ2ν+1dξ ≤

≤ d̃

t−h∫
τ

(t− µ)−(1−β)/γe−b̃0(t−µ)ρ(σ)dµ ≡ d̃ · J.

Оскiльки h → 0, то вважатимемо, що 0 < h ≤ d < t− τ. Тодi t− h ≥ t− d. Далi знайдемо
сталу L = L(d) > 1 таку, що

J ≤ L

t−d∫
τ

(t− µ)−(1−β)/γe−b̃0(t−µ)ρ(σ)dµ ≤

≤ Le−b̃0dρ(σ)

t−d∫
τ

(t− µ)−(1−β)/γdµ ≤ Le−b̃0dρ(σ)

t−h∫
τ

(t− µ)−(1−β)/γdµ =

= Le−b̃0dρ(σ)

t−τ∫
h

α−(1−β)/γdα = L1e
−b̃0dρ(σ)((t− τ)(γ−1+β)/γ − h(γ−1+β)/γ).

Якщо 0 < b̃0d ≤ 1, то для опуклої функцiї ρ справджується нерiвнiсть b̃0dρ(σ) ≥ ρ(b̃0dσ) ≡
≡ ρ(a1σ). Якщо b̃0d > 1, то b̃0d = [b̃0d] + {b̃0d}. Отже,

e−b̃0dρ(σ) = e−[b̃0d]ρ(σ)e−{b̃0d}ρ(σ) ≤ e−{b̃0d}ρ(σ) ≤ e−ρ(a2σ), a2 = {b̃0d}.
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Таким чином, exp{−b̃0dρ(σ)} ≤ exp{−ρ(aσ)}, де

a =

{
b̃0d при 0 < b̃0d ≤ 1,

{b̃0d} при b̃0d > 1.

Пiдсумовуючи, стверджуємо, що

|ωh(τ, t, σ)| ≤ L1d̃e
−ρ(aσ)|(t− τ)(γ−1+β)/γ − h(γ−1+β)/γ | ≤ d0e

−ρ(aσ), (9)

де стала d0 не залежить вiд h, якщо 0 < h ≤ d < t− τ (t, τ, d — фiксованi сталi). Анало-
гiчно доводимо, що функцiя ω(t, τ, σ), як функцiя σ, також задовольняє нерiвнiсть (9).

З урахуванням (9) далi доводимо, що

AJh = F−1
B [a(t, x;σ)ωh(τ, t, σ)]−→

h→0
F−1
B [a(t, x;σ)ω(τ, t, σ)] = AJ.

З iншого боку,

AJh(τ, t, x) =

t−h∫
τ

dµ

∞∫
0

AT ξxG(t− µ, x;µ, ξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ.

З властивостi єдиностi границi випливає спiввiдношення

AJ(τ, t, x) =

t∫
τ

dµ

∞∫
0

AT ξxG(t− µ, x;µ, ξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ. (10)

Пiдсумуємо отриманi результати у виглядi наступного твердження.

Лема 4. При вказаних обмеженнях на функцiю ϕ правильними є формула (10), а та-
кож формула

LJ(τ, t, x) =

t∫
τ

dµ

∞∫
0

LT ξxG(t− µ, x;µ, ξ)ϕ(µ, ξ)ξ2ν+1dξ + ϕ(t, x). (11)

Фундаментальний розв’язок рiвняння (2) шукаємо у виглядi суми

Z(t, x; τ, ξ) = T ξxG(t− τ, x; τ, ξ) + Γ(t, x; τ, ξ),

де

Γ(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dµ

∞∫
0

T ξxG(t− µ, x;µ, η)Φ(µ, η; τ, ξ)η2ν+1dη. (12)
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ТутG— визначена ранiше функцiя, Φ(t, x; τ, ξ) пiдберемо так, щобZ, як функцiя t, x, задо-
вольняла рiвняння (2). Застосувавши до Z оператор L та врахувавши при цьому формулу
(11), переконаємося, що це буде тодi й лише тодi, коли

Φ(t, x; τ, ξ) = K(t− τ, x; τ, ξ) +

t∫
τ

dµ

∞∫
0

K(t− µ, x;µ, η)Φ(µ, η; τ, ξ)η2ν+1dη, (13)

де K(t− τ, x; τ, ξ) = −LT ξxG(t− τ, x; τ, ξ). Ряд

Φ(t, x; τ, ξ) =
∞∑
m=1

Km(t− τ, x; τ, ξ), K1 = K, (14)

Km(t− τ, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dy

∞∫
0

K(t− y, x; y, η)Km−1(y − τ, η; τ, ξ)η2ν+1dη,

є формальним розв’язком iнтегрального рiвняння (13). Ряд (14) дослiдимо на абсолютну
та рiвномiрну збiжнiсть при 0 < δ0 ≤ t − τ ≤ T. Для обґрунтування збiжностi прове-
демо оцiнювання повторних ядер Km. Зазначимо, що для |K1| = |LT ξxG| справджується
нерiвнiсть

|LT ξxG(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c̃0(t− τ)([β−1[γ]]−γ)/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(ω0−λ), (15)

де λ ∈ (0, 1) — фiксований параметр. Для оцiнювання повторних ядер Km, m ≥ 2, введе-
мо позначення

d0(t, x; τ, ξ) ≡ d0 := (t− τ)1/γ + |x− ξ|,

d1(t, x; y, η) ≡ d1 := (t− y)1/γ + |x− η|,

d2(y, η; τ, ξ) ≡ d2 := (y − τ)1/γ + |η − ξ|,

Π := {(y, η) : τ ≤ y ≤ t, η ∈ R},

J =

∫
Π

(t− y)−a/γ(y − τ)−c/γ(d1d2)−(2ν+2+b)η2ν+1dydη,

2ν + 1 ≡ 2n+ 2, ν = n+ 1/2, n ∈ N,

де b > 0, a+ b < γ, c+ b < γ, γ > 1. Тодi, як випливає з результатiв, одержаних у [8, с. 71,
72], для iнтеграла J правильною є оцiнка

J ≤ cd
−(2ν+2+b)
0 (t− τ)−(a+b+c−γ)/γB

(
1− a+ b

γ
, 1− c+ b

γ

)
. (16)
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Оцiнимо ядро

K2(t− τ, x; τ, ξ) =
1

2

t∫
τ

dy

+∞∫
−∞

K(t− y, x; y, η)K1(y − τ, η; τ, ξ)η2ν+1dη,

скориставшись при цьому нерiвнiстю (15):

|K2(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ 1

2

t∫
τ

dy

+∞∫
−∞

|K(t− y, x; y, η)| |K1(y − τ, η; τ, ξ)|η2ν+1dη ≤

≤ c̃2

t∫
τ

dy

+∞∫
−∞

(t− y)−d/γ(y − τ)−d/γη2ν+1dη

((t− y)1/γ + |x− η|)ω0−λ((y − τ)1/γ + |η − ξ|)ω0−λ
=

= c̃2

t∫
τ

+∞∫
−∞

(t− y)−d/γ(y − τ)−d/γη2ν+1

(d1d2)2ν+2+b
dydη,

d = γ − [β−1[γ]], b = [β−1[γ]]− λ, c̃ = c̃0/2.

Далi застосуємо оцiнку (16) при вказаному b, a = c = d. Тодi

|K2(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c̃2B

(
λ

γ
,
λ

γ

)
(t− τ)−(d−λ)/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(ω0−λ).

Припустимо, що

|Km(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c̃mB

(
λ

γ
,
λ

γ

)
B

(
λ

γ
,
2λ

γ

)
. . . B

(
λ

γ
,
(m− 1)λ

γ

)
×

× (t− τ)−(d−(m−1)λ)/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(ω0−λ). (17)

Використавши оцiнки (16), (17), знайдемо

|Km+1(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ 1

2

t∫
τ

dy

+∞∫
−∞

|K(t− y, x; y, η)| |Km(y − τ, η; τ, ξ)|η2ν+1dη ≤

≤ c̃m+1B

(
λ

γ
,
λ

γ

)
. . . B

(
λ

γ
,
(m− 1)λ

γ

)
×

×
t∫

τ

dy

+∞∫
−∞

(t− y)−d/γ(y − τ)−(d−(m−1)λ)/γη2ν+1dη

((t− y)1/γ + |x− η|)ω0−λ((y − τ)1/γ + |η − ξ|)ω0−λ
≤

≤ c̃m+1(t− τ)−(d−mλ)/γB

(
λ

γ
,
λ

γ

)
. . . B

(
λ

γ
,
(m− 1)λ

γ

)
B

(
λ

γ
,
mλ

γ

)
×

× ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(ω0−λ)
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при a = d, c = d− (m− 1)λ, b = [β−1[γ]]− λ.
Отже, для |Km| оцiнка (17) виконується. Врахувавши, щоB(z, ω) = Γ(z)Γ(ω)/Γ(z+ω),

(17) запишемо у виглядi

|Km(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c̃m
Γm+1

(
λ
γ

)
Γ
(

(m+1)λ
γ

) (t− τ)−(d−(m−1)λ)/γ

((t− τ)1/γ + |x− ξ|)ω0−λ
.

Таким чином, для ряду
∑∞

m=1Km правильною є оцiнка∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

Km(t− τ, x; τ, ξ)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
m=1

|Km(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ (t− τ)−d/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(ω0−λ)×

×
∞∑
m=1

b̃m
Γm+1(λ/γ)

Γ((m+ 1)λ/γ)
, b̃ = c̃(T )λ/γ .

Внаслiдок формули Стiрлiнга

Γ(x) =
√

2πexxx−1/2eθ/(12x), x > 0, 0 < θ < 1,

маємо

Γm+1(α0)

Γ((m+ 1)α0)
≤ β0

δ̃m0
mmα0

, α0 =
λ

γ
, β0 = e1/(12α0), δ̃0 =

√
2πα0e

1/(12α0).

З останньої нерiвностi випливає збiжнiсть ряду
∑∞

m=1 b̃
m Γm+1(λ/γ)

Γ((m+ 1)λ/γ)
.

Отже, ряд
∑∞

m=1Km(t − τ, x; τ, ξ) збiгається абсолютно i рiвномiрно при 0 < δ0 ≤
≤ t − τ ≤ T, а його сума — функцiя Φ(t, x; τ, ξ) — при t > τ є неперервною функцiєю
аргументiв x, ξ, i для неї справджується нерiвнiсть

|Φ(t, x; τ, ξ)| ≤ r0(t− τ)−d/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(ω0−λ). (18)

Ця оцiнка забезпечує збiжнiсть iнтегралiв у (12) та (13). Звiдси випливає, що iнтеграл у
(13) дорiвнює

∞∑
m=1

t∫
τ

dµ

∞∫
0

K(t− µ, x;µ, η)Km(µ− τ, η; τ, ξ)η2ν+1dη =
∞∑
m=1

Km+1(t− τ, x; τ, ξ).

Отже, Φ є розв’язком рiвняння (13).
Зазначимо, що для |T ξxG| правильною є оцiнка

|T ξxG(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c(t− τ)[β−1[γ]]/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(ω0−λ), (19)

0 < λ < 1, t ∈ (0, T ], {x, ξ} ⊂ R.
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На пiдставi нерiвностей (19), (18) та (16) оцiнимо функцiю Γ. Отже,

|Γ(t, x; τ, ξ)| ≤ 1

2

t∫
τ

dµ

+∞∫
−∞

|T ξxG(t− µ, x;µ, η)| |Φ(µ, η; τ, ξ)|η2ν+1dη ≤

≤ c̃′
t∫

τ

dµ

+∞∫
−∞

(t− µ)[β−1[γ]]/γ(µ− τ)−d/γη2ν+1dη

((t− µ)1/γ + |x− η|)ω0−λ((µ− τ)1/γ + |η − ξ|)ω0−λ
≤

≤ c̃′0(t− τ)(λ+[β−1[γ]])/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(ω0−λ). (20)

Iз оцiнки (20) випливає, що для довiльної обмеженої неперервної парної на R функцiї ϕ
справджуються нерiвностi∣∣∣∣∣∣

∞∫
0

Γ(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)ξ2ν+1dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2

+∞∫
−∞

|Γ(t, x; 0, ξ)||ϕ(ξ)|ξ2ν+1dξ ≤

≤ ˜̃c ′t(λ+[β−1[γ]])/γ

+∞∫
−∞

dξ

(t1/γ + |x− ξ|)1+[β−1[γ]]−λ =

= c̃′′t2λ/γ
+∞∫
−∞

dz

(1 + |z|)1+[β−1[γ]]−λ → 0

при t → +0. Iз граничного спiввiдношення (8) при h = t отримуємо

lim
t→+0

∞∫
0

T ξxG(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)ξ2ν+1dξ = ϕ(x) (21)

у кожнiй точцi x ∈ R.Отже, побудована функцiя Z є фундаментальним розв’язком задачi
Кошi для рiвняння (2).

Iз отриманих результатiв та (21) випливає, що функцiя

u(t, x) =

∞∫
0

Z(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)ξ2ν+1dξ (22)

є розв’язком задачi Кошi для рiвняння (2) з початковою умовою

u(t, ·)|t=0 = ϕ, (23)

де ϕ — неперервна обмежена парна на R функцiя. При цьому (23) розумiється в тому
сенсi, що limt→+0 u(t, x) = ϕ(x) у кожнiй точцi x ∈ R.
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Пiдсумуємо отриманi результати у виглядi наступного твердження.

Теорема 1. Задача Кошi (2), (23) розв’язна у класi обмежених неперервних парних на
R функцiй, розв’язок цiєї задачi дається формулою (22).

3. Еволюцiйнi рiвняння з показником однорiдностi γ ∈ (0, 1) та γ ∈ N. У поперед-
нiх дослiдженнях вважалося, за припущенням, що показники однорiдностi функцiй (сим-
волiв), за якими будувалися псевдодиференцiальнi оператори, — це числа з множини
(1,+∞) \ {2, 3, 4, . . .}. Розглянемо тут випадок однорiдностi порядку γ ∈ (0, 1) та γ ∈ N.

Нехай γ ∈ (0, 1) — фiксований параметр. Якщо β ∈ (0, γ], то для функцiї LT ξxG у
цьому випадку справджується оцiнка

|LT ξxG(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c(t− τ)(1−γ)/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(δ0−λ),

де λ ∈ (0, 1) є фiксованим, δ0 = 2ν + 3. При оцiнюваннi повторних ядер Km, m ≥ 2,
використовуємо аналог нерiвностi (16), доведення якої аналогiчне доведенню леми 6.6 з
[8, с. 71, 72]. Отже, нехай

J =

∫
Π

(t− y)a/γ(y − τ)c/γ(d1d2)−(2ν+2+b)η2ν+1dydη,

де a, b, c > 0, a− b > 0, c− b > 0. Тодi для iнтеграла J правильною є оцiнка

J ≤ cd
−(2ν+2+b)
0 (t− τ)(a−b+c+γ)/γB

(
1 +

a− b
γ

, 1 +
c− b
γ

)
(24)

(тут символами Π, d0, d1, d2 позначено вирази, введенi в п. 2). При оцiнюваннi ядра K2 в
(24) покладемо a = c = 1 − γ, b = 1 − λ, тодi a − b = c − b = λ − γ > 0. В результатi
одержимо

|K2(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c̃2B

(
λ

γ
,
λ

γ

)
(t− τ)(λ+1−γ)/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(δ0−λ).

Далi за допомогою методу математичної iндукцiї доводимо, що

|Km(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c̃m(t− τ)((m−1)λ+1−γ)/γB

(
λ

γ
,
λ

γ

)
B

(
λ

γ
,
2λ

γ

)
. . . B

(
λ

γ
,
(m− 1)λ

γ

)
×

× ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(δ0−λ) ≤ c̃m
Γm+1(λ/γ)

Γ((m+ 1)λ/γ)
×

× (t− τ)((m−1)λ+1−γ)/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(δ0−λ).

Звiдси вже для функцiї Φ дiстаємо нерiвнiсть

|Φ(t, x; τ, ξ)| ≤ r0(t− τ)(1−γ)/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(δ0−λ). (25)
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Зазначимо, що для функцiї T ξxG правильною є оцiнка

|T ξxG(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c(t− τ)1/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(δ0−λ). (26)

За допомогою нерiвностей (25) та (26) проведемо оцiнювання функцiї Γ:

|Γ(t, x; τ, ξ)| ≤ 1

2

t∫
τ

dµ

+∞∫
−∞

|T ξxG(t− µ, x;µ, η)| |Φ(µ, η; τ, ξ)| η2ν+1dη ≤

≤ c̃′
t∫

τ

dµ

+∞∫
−∞

(t− µ)1/γ(µ− τ)(1−γ)/γη2ν+1dη

((t− µ)1/γ + |x− η|)δ0−λ((µ− τ)1/γ + |η − ξ|)δ0−λ
≤

≤ c̃′0(t− τ)(λ+1+γ)/γ((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(δ0−λ). (27)

З (27) випливає, що для довiльної обмеженої неперервної парної на R функцiї ϕ справ-
джуються нерiвностi∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

Γ(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)ξ2ν+1dξ

∣∣∣∣∣∣≤ 1

2

+∞∫
−∞

|Γ(t, x; 0, ξ)| |ϕ(ξ)|ξ2ν+1dξ ≤

≤ ≈ct(λ+1+γ)/γ

+∞∫
−∞

dξ

(t1/γ + |x− ξ|)2−λ =
≈
c ′t2λ/γ

+∞∫
−∞

dz

(1 + |z|)2−λ → 0

при t → +0. Скориставшись цим граничним спiввiдношенням, дiстанемо, що задача Кошi
для рiвняння (2) з показником однорiдностi γ ∈ (0, 1) є розв’язною у класi обмежених
неперервних парних на R функцiй. Якщо u(t, ·)|t=0 = ϕ, де ϕ — функцiя iз вказаного
класу, то розв’язок такої задачi дається формулою (22).

Нехай тепер γ ∈ {2, 3, 4, . . .} є фiксованим. Результати, отриманi для рiвняння (2),
справджуються i в цьому випадку за умови, що параметр β ∈ (0, 1); при цьому у вiдпо-
вiдних оцiнках (фундаментального розв’язку, повторних ядер i т. п.) замiсть параметра [γ]
слiд писати γ.

Зупинимося окремо на випадку γ = 1. За умови β ∈ (0, 1) результати, отриманi для
рiвняння (2), також мають мiсце. При цьому при оцiнюваннi вiдповiдних повторних ядер
використовуємо наступний аналог нерiвностi (16). Нехай

J =

∫
Π

(t− y)a(y − τ)c(d1d2)−(2ν+2+b)η2ν+1dydη,

де числа a, b, c такi, що виконуються умови b > 0, a− b+ 1 > 0, c− b+ 1 > 0. Тодi

J ≤ cd−(2ν+2+b)(t− τ)a−b+c+1B(a− b+ 1, c− b+ 1). (28)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2014, т . 17, N◦ 3



ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ ЕВОЛЮЦIЙНИХ ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ . . . 331

Доведення цiєї нерiвностi аналогiчне доведенню вiдповiдної нерiвностi з [8, с. 71, 72]. Вра-
хувавши, що функцiя LT ξxG у даному випадку задовольняє нерiвнiсть

|LT ξxG(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c(t− τ)[β−1]−1((t− τ)1/γ + |x− ξ|)−(ω0−λ),

де ω0 = 2ν + 2 + [β−1], λ ∈ (0, 1) — фiксований параметр, в (28) пiдставимо наступнi
значення параметрiв: a = c = [β−1] − 1, b = [β−1] − λ. За допомогою нерiвностi (28)
проводимо оцiнювання повторних ядер. В результатi для рiвняння (2) у випадку γ = 1
також отримаємо аналог теореми 1.
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