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We prove correct solvability of time multipoint nonlocal problem for an evolution equation with infinite
order differential operator.

Установлена корректная разрешимость нелокальной многоточечной по времени задачи для
эволюционного уравнения с оператором дифференцирования бесконечного порядка.

I. М. Гельфанд та Г. Є. Шилов у монографiї [1] запропонували метод побудови функцiо-
нальних просторiв нескiнченно диференцiйовних функцiй, заданих на R, на якi накла-
даються певнi умови спадання на нескiнченностi та зростання похiдних iз збiльшенням
порядку. Цi умови задаються за допомогою нерiвностей |xkϕ(n)(x)| ≤ ckn, {k, n} ⊂ Z+,
де {ckn}— подвiйна послiдовнiсть додатних чисел. Якщо цi числа змiнюються довiльним
чином разом з ϕ, то маємо простiр Л. Шварца S = S(R) швидкоспадних на R функцiй. На
теперiшнiй час найбiльш детально вивчено випадок, коли ckn = kkαnnβ, де α, β > 0 —
фiксованi параметри; вiдповiднi простори при цьому позначають символом Sβα.

У статтi [2] дослiджено випадок, коли ckn = lkmn, де {lk} та {mn}— монотонно зро-
стаючi послiдовностi додатних чисел, якi задовольняють певнi умови (вiдповiднi просто-
ри позначають символом Smnlk ). Встановлено, що у просторах Smnlk визначено неперервнi
оператори множення на x, на всi многочлени, на нескiнченно диференцiйовнi функцiї,
якi задовольняють певнi умови, оператори диференцiювання, зсуву аргументу та розтя-
гу. З точки зору застосування у теорiї рiвнянь з частинними похiдними науковий iнтерес
становить вивчення питання про iснування у просторах типу Smnlk оператора диференцi-
ювання „нескiнченного порядку” вигляду ϕ(D) =

∑∞
k=0 ckD

k, D = d/dx, побудованого
за нескiнченно диференцiйовною функцiєю ϕ(x) =

∑∞
k=0 ckx

k. У першому пунктi да-
но позитивну вiдповiдь на поставлене питання; при цьому встановлено, що ϕ(D) можна
розумiти як псевдодиференцiальний оператор, побудований за аналiтичним символом.
Отже, еволюцiйнi рiвняння з оператором ϕ(D) належать до класу еволюцiйних псевдо-
диференцiальних рiвнянь i мiстять, зокрема, рiвняння з частинними похiдними вигляду
∂u/∂t =

∑m
k=0 ckD

ku, m ∈ N є фiксованим. У другому пунктi дослiджено нелокаль-
ну багатоточкову за часом задачу для еволюцiйного рiвняння з оператором ϕ(D) у ви-
падку, коли функцiя, за допомогою якої ставиться багатоточкова задача, є елементом
простору типу Smnlk , та узагальненою функцiєю нескiнченного порядку типу ультрароз-

подiлiв (у просторах Smnlk та топологiчно спряжених до них просторах (Smnlk )
′

вказана за-
дача для еволюцiйних рiвнянь з оператором ϕ(D) ранiше не дослiджувалась; детальний
огляд праць, якi стосуються нелокальних задач для рiвнянь з частинними похiдними та
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диференцiально-операторних рiвнянь, див. у [3]). При цьому, попередньо, вивчено струк-
туру та властивостi фундаментального розв’язку такої задачi, встановлено її коректну
розв’язнiсть у вiдповiдних просторах. Знайдено зображення розв’язку у виглядi згортки
фундаментального розв’язку з граничною функцiєю.

1. Простори основних та узагальнених функцiй. Розглянемо послiдовнiсть {ρn, n ∈
∈ Z+}, ρ0 = 1, додатних чисел, яка має такi властивостi: а) є монотонно спадною;
б) limn→∞ n

√
ρn = 0. За допомогою послiдовностi {ρn} побудуємо послiдовнiсть {mn} за

правилом mn = n!ρn, n ∈ Z+. Iз результатiв, наведених у [2], випливає, що послiдовнiсть
{mn} задовольняє такi умови:

1) ∀n ∈ Z+ : mn ≤ mn+1, m0 = 1;
2) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀n ∈ Z+ : mn ≥ cαα

n;
3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+ : mn+1 ≤ Mhnmn;
4) ∃γ > 0 ∀n ∈ Z+ : m2

n ≤ γmn−1mn+1;
5) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{n, l} ⊂ Z+ : mnml ≤ ALn+lmn+l.
Розглянемо послiдовнiсть {dk, k ∈ Z+} додатних чисел, яка також має властивостi а),

б), та послiдовнiсть {lk = k!dk}. Символом Smnlk позначимо сукупнiсть усiх функцiй ϕ ∈
∈ C∞(R), що задовольняють умову

∃ c, A,B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R : |xkϕ(n)(x)| ≤ cAkBnlkmn.

Smnlk збiгається з об’єднанням злiченно-нормованих просторiв Smn,Blk,A
за всiма iндексами

{A,B} ⊂ N, де символом Smn,Blk,A
позначено сукупнiсть функцiй ϕ ∈ Smnlk , котрi при до-

вiльних δ, ρ > 0 задовольняють нерiвностi [2]

∃ A,B > 0 ∀{δ, ρ} ⊂
{

1,
1

2
,
1

3
, . . .

}
∃cδρ > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| ≤ cδρ(A+ δ)k(B + ρ)nlkmn;

система норм в Smn,Blk,A
визначається за допомогою формул

‖ϕ‖δ, ρ = sup
x, k, n

|xkϕ(n)(x)|
(A+ δ)k(B + ρ)nlkmn

, {δ, ρ} ⊂
{

1,
1

2
,
1

3
, . . .

}
.

У статтi [2] встановлено, що функцiя ϕ ∈ C∞(R) належить до простору Smnlk тодi й лише
тодi, коли вона аналiтично продовжується в комплексну площину до цiлої функцiї ϕ(z),
z ∈ C, яка задовольняє умову

∃ a, b, c > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |ϕ(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by), (1)

де

γ(x) =

{
1, |x| < 1,
infk(lk/|x|k), |x| ≥ 1

ρ(y) =

{
1, |y| < 1,
supn(|y|n/mn), |y| ≥ 1.

Зазначимо, що ρ — неперервно диференцiйовна, парна на R функцiя, яка монотон-
но зростає на промiжку [1, +∞), ρ(x) ≥ 1, x ∈ R; при цьому ln ρ — опукла на (0,+∞)
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функцiя [2], тобто

∀{y1, y2} ⊂ (0,+∞) : ln ρ(y1) + ln ρ(y2) ≤ ln ρ(y1 + y2). (2)

Наприклад, якщо mn = nnδ, 0 < δ < 1, n ∈ Z+, то ρ(y) ∼ exp(|y|1/δ).
Функцiя ρ в (1) пов’язана з послiдовнiстю {ρn}, за якою будується послiдовнiсть {mn =

= n!ρn} таким чином [2]: ρn = inf |ω|≥1(ρ(ω)/|ω|n) = ν−nn ρ(νn), де νn — розв’язок рiвняння
ωµ(ω) = n, n ∈ N, µ(ω) = ρ

′
(ω)/ρ(ω); послiдовнiсть {νn} є монотонно зростаючою й

необмеженою, νn < n, n ∈ N [2]. Далi вважатимемо, що послiдовнiсть {νn} задовольняє
умову limn→∞ nν

−2
n = 0.

Оскiльки γ(x) = 1/γ̃(x), де γ̃(x) = 1, |x| < 1 i γ̃(x) = supk(|x|k/lk), якщо |x| > 1, то
γ — неперервно диференцiйовна, парна на R функцiя, яка монотонно спадає на промiжку
[1,+∞), 0 < γ(x) ≤ 1, x ∈ R. Наприклад, якщо lk = kkα, α ∈ (0, 1), то виконуються
нерiвностi [1]

exp
(
−α
e
|x|1/α

)
≤ γ(x) ≤ c exp

(
−α
e
|x|1/α

)
, c = eαl/2.

Функцiя ln γ задовольняє на (0,+∞) нерiвнiсть [2]

ln γ(x1) + ln γ(x2) ≥ ln γ(x1 + x2), {x1, x2} ⊂ (0,+∞). (3)

У введених просторах Smnlk визначено обмеженi (а отже, i неперервнi) лiнiйнi операто-
ри, важливi для аналiзу; насамперед це оператори множення на x, на всi многочлени, на
нескiнченно диференцiйовнi функцiї, якi задовольняють певнi умови (зокрема, на функ-
цiї iз вказаних просторiв), оператори диференцiювання, зсуву та розтягу.

Сукупнiсть функцiй, якi є продовженнями функцiй iз простору Smnlk в C, позначи-
мо символом Smnlk (C). У просторi Smnlk (C) можна ввести топологiю iндуктивної границi
злiченно-нормованих просторiв. При цьому, як випливає з (1) (див. також [2]), послiдов-
нiсть функцiй {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Smnlk збiгається до нуля тодi й лише тодi, коли послiдов-
нiсть функцiй {ϕν(z), ν ≥ 1}, z ∈ C, рiвномiрно збiгається до нуля в кожнiй обмеженiй
областi комплексної площини C. У цьому випадку справджуються нерiвностi |ϕν(z)| ≤
≤ cγ(ax)ρ(by), z = x+ iy ∈ C, зi сталими c, a, b > 0, не залежними вiд ν. Мультиплiкато-
ром у просторi Smnlk (C) є кожна цiла функцiя f(z), z ∈ C, яка задовольняє умову

∀ ε > 0 ∃ cε > 0 : |f(z)| ≤ cε(γ(εx))−1ρ(εy), z = x+ iy ∈ C.

Вiдповiдно, функцiя f(x), x ∈ R, є мультиплiкатором у просторi Smnlk .

Символом (Smnlk )
′

позначатимемо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв над
вiдповiдним простором основних функцiй зi слабкою збiжнiстю, а його елементи назива-
тимемо узагальненими функцiями. Оскiльки в основному просторi Smnlk визначено опера-

цiю зсуву аргументу Tx : ϕ(ξ) → ϕ(ξ + x), то згортку узагальненої функцiї f ∈ (Smnlk )
′

з основною задамо формулою (f ∗ ϕ)(x) := 〈fξ, T−xϕ̆(ξ)〉 ≡ 〈fξ, ϕ(x − ξ)〉 (iндекс ξ у fξ
означає, що функцiонал f дiє на ϕ як на функцiю аргументу ξ, ϕ̆(ξ) = ϕ(−ξ)); при цьому
f ∗ ϕ є звичайною нескiнченно диференцiйовною функцiєю.

Простори типу S тiсно пов’язанi мiж собою за допомогою перетворення Фур’є, а са-
ме, правильною є формула [1] F [Smnlk ] = Slnmk . Оскiльки кожний простiр типу S разом iз
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кожною функцiєю ϕ(x) мiстить також функцiю ϕ(−x) i F−1[ϕ] = (2π)−1F [ϕ(−ξ)], то у
зв’язку з цим перетворення Фур’є узагальненої функцiї f ∈ (Smnlk )

′
визначимо за допомо-

гою спiввiдношення 〈F [f ], ϕ〉 = 〈f, F [ϕ]〉 ∀ϕ ∈ Slnmk , при цьому F [f ] ∈ (Slnmk)
′
.

Якщо f ∈ (Smnlk )
′

— згортувач у просторi Smnlk , то для довiльної функцiї ϕ ∈ Smnlk
справджується формула F [f ∗ ϕ] = F [f ]F [ϕ] [2].

2. Оператори диференцiювання нескiнченного порядку в просторах типу S. Нехай
g(z) =

∑∞
n=0 cnz

n, z ∈ C, — деяка цiла функцiя. Говоритимемо, що у просторi Smnmk (C)
задано оператор диференцiювання нескiнченного порядку g(D) :=

∑∞
n=0 cn(iD)n, D =

= d/dz, якщо для довiльної функцiї ϕ ∈ Smnmk (C) ряд

ψ(z) ≡ (g(D)ϕ)(z) :=

∞∑
n=0

cn(iD)nϕ(z), z ∈ C,

зображує основну функцiю з простору Smnmk (C) (тут {mn}— послiдовнiсть, побудована в
п. 1). Звуження оператора g(D) на простiр Smnmk , яке позначатимемо символом Ag, назива-
тимемо диференцiальним оператором нескiнченного порядку в просторi Smnmk . Правиль-
ним є наступне твердження.

Теорема 1. Якщо цiла функцiя g — мультиплiкатор у просторi Smnmk (C), то в цьому
просторi визначено неперервний оператор g(D), при цьому

(Agϕ)(x) = F−1[g(σ)F [ϕ](σ)](x), {x, σ} ⊂ R, ϕ ∈ Smnmk . (4)

Доведення. Перша частина сформульованого твердження випливає з теореми 4 [2].
Доведемо, що справедливою є формула (4). Запишемо (поки що формально) спiввiдно-
шення

F [ψ](σ) =

∞∑
n=0

cnF [(iD)nϕ](σ) =
∞∑
n=0

cnσ
nF [ϕ](σ) = g(σ)F [ϕ](σ), ϕ ∈ Smnmk , σ ∈ R. (5)

Оскiльки F [ϕ] ∈ Smnmk , а g – мультиплiкатор у цьому просторi, то gF [ϕ] ∈ Smnmk . То-
дi функцiю gF [ϕ] можна аналiтично продовжити у всю комплексну площину, при цьому
(gF [ϕ])(z) ∈ Smnmk (C), z = σ + iy ∈ C. Отже, залишилось довести коректнiсть прове-
дених перетворень та обґрунтувати правильнiсть формул (5). Звiдси вже випливатиме
спiввiдношення (4). Для цього досить встановити, що rn(z) :=

∑∞
k=n+1 ckz

kF [ϕ](z) → 0,
n → ∞, у просторi Smnmk (C). Iншими словами, потрiбно показати, що: 1) послiдовнiсть
{rn, n ≥ 1} ⊂ Smnmk (C); 2) ця послiдовнiсть рiвномiрно збiгається до нуля в кожнiй обме-
женiй областi комплексної площини i при цьому справджуються нерiвностi

|rn(z)| ≤ cγ(aσ)ρ(by), γ = 1/ρ, z = σ + iy ∈ C, n ∈ N,

з деякими сталими a, b, c > 0, не залежними вiд n.
Коефiцiєнти Тейлора cn, n ∈ Z+, функцiї g обчислюються за формулою Кошi

cn =
1

2πi

∫
ΓR

g(z)

zn+1
dz, n ∈ Z+,
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де ΓR — коло радiуса R з центром у точцi z0 = 0. Звiдси та з умов теореми (g — мульти-
плiкатор в Smnmk (C)) отримуємо

|cn| ≤ cε inf
R

(γ(εR))−1

Rn/2
inf
R

ρ(εR)

Rn/2
= cε inf

R

ρ(εR)

Rn/2
inf

ρ(εR)

Rn/2
, ε > 0.

Оцiнимо окремо коефiцiєнти c2k та c2k+1, k ∈ Z+. Отже,

|c2k| ≤ cε

(
inf
R

ρ(εR)

Rk

)2

= cεε
2k

(
inf

ρ(εR)

(εR)k

)2

= cεε
2kρ2

k. (6)

Аналогiчно,

|c2k+1| ≤ cε inf
R

ρ(εR)

Rk
inf
R

ρ(εR)

Rk+1
≤ cεε

2k+1ρkρk+1 ≤ cεε
2k+1ρ2

k (7)

(тут враховано, що послiдовнiсть {ρk, k ∈ Z+} є монотонно спадною).
Далi оцiнимо функцiї αn(z) := |cnznF [ϕ](z)|, z ∈ C, при фiксованому n ∈ N, якщо

n = 2k та n = 2k + 1, k ∈ Z+, врахувавши при цьому нерiвностi (6) та (7) вiдповiдно.
Нехай n = 2k. Оскiльки F [ϕ] ∈ Smnmk , то

∃ c, a, b > 0 ∀z = σ + iy ∈ C : |F [ϕ](z)| ≤ cγ(aσ)ρ(by), γ = 1/ρ.

Крiм того,
|z|2k = (σ2 + y2)k ≤ (2 max{σ2, y2})k ≤ 2k(|σ|2k + |y|2k).

Отже,

α2k(z) ≤ ccε2
kε2kρ2

k(|σ|2k + |y|2k)γ(aσ)ρ(by) =

= ccε2
kε2k(ρ2

k|σ|2kγ(aσ)ρ(by) + ρ2
k|y|2kγ(aσ)ρ(by)) ≡ ccε2

kε2k(∆
′
k(z) + ∆

′′
k(z)).

Оскiльки

ρk = inf
σ 6=0

ρ(σ)

|σ|k
=
(a

4

)k
inf

ρ(a4σ)

|a4σ|k
,

то

ρ2
k|σ|2k ≤

(a
4

)2k ρ2
(
a
4 σ
)∣∣a

4 σ
∣∣2k |σ|2k = ρ2

(a
4
σ
)
.

Iз нерiвностi (3) випливає, що

γ
(a

2
σ
)

= γ
(a

4
σ +

a

4
σ
)
≤ γ2

(a
4
σ
)
. (8)

Оскiльки ρ = 1/γ, то з урахуванням (8) знайдемо

∆
′
k(z) = ρ2

k|σ|2kγ(aσ)ρ(by) ≤ ρ2
(a

4
σ
)
γ
(a

2
σ
)
γ
(a

2
σ
)
ρ(by) ≤

≤
γ2
(
a
4 σ
)

γ2
(
a
4 σ
) γ (a

2
σ
)
ρ(by) = γ

(a
2
σ
)
ρ(by).
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Оцiнимо ∆
′′
k(z). Маємо

|y|2k ≤ (2k)!e|y| ≤ α · 2kk!eln ρ(ε1y) = α · 2kk!ρ(ε1y),

де ε1 > 0 — довiльно фiксоване число (тут враховано властивiсть опуклостi функцiї ln ρ).
Врахувавши ще раз цю властивiсть (див. (2)), знайдемо

∆
′′
k(z) ≤ α2kk!γ(aσ)ρ(ε1y)ρ(by) ≤ α2kk!ρ2

kρ(b1y)γ(aσ), b1 = b+ ε1.

Далi скористаємося тим, що ρk = ν−kk ρ(νk) (див. п. 1). При цьому

ρ(νk) = eln ρ(νk) = e
∫ νk
0 (ln ρ(ξ))

′
dξ ≡ e

∫ νk
0 µ(ξ)dξ.

Згiдно з теоремою про середнє значення

∀ k ≥ 1 ∃ yk ∈ (0, νk) : ρ(νk) = eνkµ(yk).

Функцiя µ є зростаючою i неперервною на (0,∞), тому ρ(νk) ≤ eνkµ(νk) = ek. Отже,
ρ(νk) ≤ ν−1

k ek, k ∈ Z+, а

∆
′′
k(z) ≤ α(2e)k

(
k

ν2
k

)k
γ(aσ)ρ(b1y), z ∈ C.

Iз умови limk→+∞ kν
−2
k = 0 (див. п. 1) випливає обмеженiсть вiдповiдної послiдовностi.

Таким чином, маємо нерiвнiсть

α2k(z) ≤ βAkγ(a1σ)ρ(b1y), z ∈ C, k ∈ Z+.

Аналогiчно оцiнюємо функцiї α2k+1(z), k ∈ Z+, z ∈ C. В результатi дiстанемо

αn(z) ≤ β̃Ãkεkγ(a2σ)ρ(b2y), n ∈ Z+, z ∈ C,

причому всi сталi не залежать вiд n. Отже,

|rn(z)| ≤ β̃

∞∑
k=n+1

Ãkεkγ(a2σ)ρ(b2y), z ∈ C.

Покладемо ε = (2Ã)−1. Тодi
∑∞

k=n+1 Ã
kεk = 2−n, тобто

|rn(z)| ≤ β̃

2n
γ(a2σ)ρ(b2y), z ∈ C. (9)

Iз (9) випливає, що: а) rn ∈ Smnmk (C) при кожному n ∈ N (тобто умова 1) виконується);
б) послiдовнiсть {rn, n ≥ 1} збiгається до нуля при n → ∞ рiвномiрно в будь-якiй обме-
женiй областi Q ⊂ C, при цьому |rn(z)| ≤ β̃γ(a2σ)ρ(b2y), n ∈ N, z ∈ C, сталi β̃, a2, b2 > 0
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не залежать вiд n. Отже, послiдовнiсть {rn, n ≥ 1} збiгається до нуля у просторi Smnmk (C).
Цим доведено, що оператор g(D) визначено у просторi Smnmk (C), причому кожну обмеже-
ну множину цього простору вiн переводить в обмежену множину цього ж простору. Таким
чином, оператор g(D) є неперервним у просторi Smnmk (C), а оператор Ag — визначеним i
неперервним у просторi Smnmk , при цьому iз спiввiдношення (5) випливає, що правильною
є рiвнiсть (4).

Теорему доведено.
Зауваження 1. Мiркуючи, як i при доведеннi теореми 1, отримуємо таке твердження:

якщо цiла функцiя g(z) =
∑∞

n=0 cnz
n, z ∈ C, — мультиплiкатор у просторi Slnmk(C), то у

просторi Smnlk оператор g(D) визначений i неперервний, при цьому для довiльної функцiї
ϕ ∈ Smnlk справджується рiвнiсть (4) (послiдовностi {lk} та {mn} такi, що функцiї γ та ρ,

пов’язанi з цими послiдовностями, задовольняють умову ρ
′
/ρ ≤ γ̃

′
/γ̃, γ̃ = 1/γ).

3. Нелокальна m-точкова за часом задача. Символом Pn!ρn
lk

позначимо клас цiлих

однозначних функцiй ϕ : C → C, якi є мультиплiкаторами у просторi Sn!ρn
lk

(як функцiї

змiнної x ∈ R) i такими, що eϕ ∈ Sn!ρn
lk

(про послiдовностi {lk}, {n!ρn} див. п. 1).

Якщо ϕ — мультиплiкатор у просторi Sn!ρn
lk

, то для довiльної функцiї ψ ∈ Slnak , де
ak ≥ k!ρk, ϕF [ψ] ∈ Sanlk , оскiльки F [ψ] ∈ Sanlk , а функцiя ϕ, очевидно, є мультиплiкатором
i у просторi Sanlk . Тодi

Aϕψ = F−1[ϕF [ψ]] ∈ Slnak .

Отже, псевдодиференцiальний оператор Aϕ, побудований за функцiєю ϕ, є визначеним
у кожному просторi Slnak , де ak ≥ k!pk, вiдображає цей простiр в себе i неперервний; при
цьому, з iншого боку, Aϕ можна розумiти як диференцiальний оператор нескiнченного
порядку, який дiє у просторi Slnak (вигляд послiдовностi {ak}, яка задовольняє умови 1 – 5,
вкажемо пiзнiше).

Для еволюцiйного рiвняння

∂u

∂t
= Aϕu, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, 0 < T < ∞, (10)

задамо багатоточкову нелокальну за часом задачу

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − . . .− µnu(t, ·)|t=tm = f, (11)

де m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0, ∞), (t1, . . . , tm) ⊂ (0, T ] — фiксованi числа, причому
µ >

∑m
k=1 µk, f ∈ Slnak .

Класичний розв’язок u ∈ C1((0, T ], Slnak) задачi (10), (11) шукаємо за допомогою пере-
творення Фур’є у виглядi u(t, x) = F [v(t, ·)](x). Для функцiї v : Ω → R дiстаємо задачу з
параметром σ:

dv(t, σ)

dt
= ϕ(σ)v(t, σ), (t, σ) ∈ Ω, (12)

µv(t, σ)|t=0 −
m∑
k=1

µkv(t, σ)|t=tk = f̃(σ), σ ∈ R, (13)
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де f̃(σ) = F−1[f ](σ). Загальний розв’язок рiвняння (12) має вигляд

v(t, σ) = c exp{tϕ(σ)}, (t, σ) ∈ Ω, (14)

де c = c(σ) визначимо з умови (13). Пiдставивши (14) в (13), знайдемо

c = f̃(σ)

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkϕ(σ)}

)−1

, σ ∈ R.

Отже, формальним розв’язком задачi (10), (11) є функцiя

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

v(t, σ)e−ixσdσ.

Введемо позначення G(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x), де

Q(t, σ) = exp{tϕ(σ)}

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkϕ(σ)}

)−1

.

Тодi, мiркуючи формально, знаходимо

u(t, x) =

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x), (t, x) ∈ Ω.

Справдi,

u(t, x) = (2π)−1

∫
R

Q(t, σ)

∫
R

f(ξ)e−iσξdξ

 eiσxdσ =

=

∫
R

(2π)−1

∫
R

Q(t, σ)eiσ(x−ξ)dσ

 f(ξ)dξ =

=

∫
R

G(t, x− ξ)f(ξ)dξ = G(t, x) ∗ f(x), (t, x) ∈ Ω. (15)

Коректнiсть проведених тут перетворень та збiжнiсть вiдповiдних iнтегралiв, а отже
правильнiсть формул (15), випливає з властивостей функцiї G, якi ми наведемо нижче.
Властивостi функцiї G пов’язанi з властивостями функцiї Q, оскiльки G = F−1[Q]. Отже,
насамперед дослiдимо властивостi функцiї Q як функцiї аргументу x.

Лема 1. Нехай ϕ ∈ Pn!ρn
lk

. Тодi iснують додатнi числа c, a, b такi, що для похiдних
функцiї Q1(t, x) = exp{tϕ(x)}, x ∈ R, при фiксованому t ∈ (0, T ] справджуються нерiв-
ностi

|Dn
xQ1(t, x)| ≤ cb̃nn!ρne

−t ln γ̃(ax) ≤ cb̃nn!ρne
− ln γ̃(ãx), (16)

γ̃ = 1/γ, ã = a{t}, b̃ = max{b, bt}.
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Доведення твердження ґрунтується на властивостi опуклостi функцiй ln γ̃, ln ρ та iн-
тегральнiй формулi Кошi.

Лема 2. Функцiя

Q2(x) :=

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{tkϕ(x)}

)−1

≡

(
µ−

m∑
k=1

µkQ1(tk, x)

)−1

є мультиплiкатором у просторi Sanlk , де an = n2n, n ∈ Z+.

Доведення. Для встановлення твердження оцiнимо похiднi функцiї Q2. З цiєю метою
скористаємося формулою Фаа де Бруно

Ds
xF (g(x)) =

s∑
p=1

dp

dgp
F (g)

∑ s!

m1! . . .ml!

(
d

dx
g(x)

)m1

. . .

(
1

l!

dl

dxl
g(x)

)ml
, s ∈ N,

де знак суми поширюється на всi розв’язки в цiлих невiд’ємних числах рiвняння m1 +
+2m2 + . . . + lml = s, m1 + . . . + ml = p. У цiй формулi покладемо F = g−1, g = R,
R(x) = µ−

∑m
k=1 µkQ1(tk, x). Тодi Q2(x) = F (R(x)) i

dp

dgp
F (R) =

dp

dRp
R−1 = (−1)pp!R−(p+1).

Далi, врахувавши нерiвностi (16), знайдемо

∣∣∣∣ 1l! dl

dxl
R(x)

∣∣∣∣ ≤ 1

l!

m∑
k=1

µk

∣∣∣∣ dldxl Q1(tk, x)

∣∣∣∣ ≤ 1

l!

m∑
k=1

µk b̃
ll!ρle

−tk ln γ̃(ax) ≤ c̃B̃lρle
−t1 ln γ̃(ax),

c̃ = c

m∑
k=1

µk, B̃ = max{b, bT},

b > 0 — стала з нерiвностi (16),∣∣∣∣( d

dx
R(x)

)m1
∣∣∣∣ . . . ∣∣∣∣( 1

l!

dl

dxl
R(x)

)ml∣∣∣∣ ≤ c̃m1 b̃m1ρm1
1 e−t1m1 ln γ̃(ax) . . . c̃ml b̃mlρmll e−t1ml ln γ̃(ax) ≤

≤ (c̃ρ1)m1+...+ml b̃m1+2m2+...+lmle−(m1+...+ml)t1 ln γ̃(ax) =

= (c̃ρ1)pb̃se−pt1 ln γ̃(ax) ≤ ˜̃csb̃se−t1 ln γ̃(ax), ˜̃c = max{1, c̃ρ1}

(тут ми скористалися тим, що послiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+} є монотонно спадною).
З оцiнок (16) випливають нерiвностi

Q1(tk, x) ≤ β0e
−tk ln γ̃(ax) ≤ β0e

−t1 ln γ̃(ax) ≤ β0, x ∈ R. (17)
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Тодi

R(x) = µ−
m∑
k=1

µkQ1(tk, x) ≥ µ− β0

m∑
k=1

µk ≡ µ0, x ∈ R.

Далi вважатимемо, що µ > β0
∑m

k=1 µk. Отже, µ0 > 0 i |R−(p+1)(x)| ≤ µ
−(p+1)
0 , x ∈ R.

Пiдсумовуючи, знаходимо

|Ds
xQ2(x)| = |Ds

xF (R(x))| ≤ b0B
s
0(s!)2e−t1 ln γ̃(ax) ≤ bBss2se−t1 ln γ̃(ax) ≤

≤ bBss2se− ln γ̃(a1x) = bBss2sγ(a1x), a1 = a{t1}.

Звiдси та з (17) випливає сформульована в лемi 2 властивiсть функцiї Q2.

Лему доведено.
Наслiдок 1. При фiксованому t ∈ (0, T ] функцiя Q(t, x) = Q1(t, x)Q2(x), x ∈ R, є

елементом простору Sanlk , an = n2n, при цьому справджуються оцiнки

|Ds
xQ(t, x)| ≤ cBss2se−t ln γ̃(ax) ≤ cBss2se− ln γ̃(a1x), (18)

де a1 = at, якщо 0 < t ≤ 1, i a1 = a{t}, якщо t > 1, сталi c, B, a > 0 не залежать вiд t.
Далi вважатимемо, що в умовi (11) f є елементом простору Slnak , де ak = k2k, k ∈ Z+.

Врахувавши властивостi перетворення Фур’є (прямого та оберненого) та спiввiдно-
шення F−1[Sanlk ] = Slnak , знайдемо, що G(t, ·) = F−1[Q(t, ·)] ∈ Slnak при кожному t ∈ (0, T ].
Видiлимо в оцiнках функцiї G та її похiдних (за змiнною x) залежнiсть вiд параметра t,
якщо t ∈ (0, T ∗], де T ∗ = T за умови T ≤ 1 i T ∗ = 1, якщо T > 1.

Використавши властивiсть опуклостi функцiї ln γ, отримаємо нерiвнiсть

exp{− ln γ̃(a1x)} ≤ exp
{
− ln γ̃

(a1

2
x
)}

exp
{
− ln γ̃

(a1

2
x
)}
≡

≡ γ1

(a1

2
x
)

exp
{
− ln γ̃

(a1

2
x
)}

, γ̃ = 1/γ.

Тодi

|xkDs
xQ(t, x)| ≤ cBss2s inf

k

lk∣∣a1
2 x
∣∣k |x|k exp

{
− ln γ̃

(a1

2
x
)}
≤

≤ cBss2s

(
2

a1

)k
lk exp

{
− ln γ̃

(a1

2
x
)}

= cÃkBslks
2s exp

{
− ln γ̃

(a1

2
x
)}

=

= cAkt−kBslks
2s exp

{
− ln γ̃

(
at

2
x

)}
, (19)

Ã =
2

a1
, a1 = at, A =

2

a
, {k, s} ⊂ Z+.

Далi скористаємося спiввiдношенням xkDs
xF [ϕ] = ik+sF [(σsϕ(σ))(k)], ϕ ∈ Sanlk .
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Отже,

xkDs
xG(t, x) = (2π)−1(−1)sik+s

∫
R

(σsQ(t, −σ))(k)eixσdσ.

Зазначимо, що для послiдовностi an = n2n справджується нерiвнiсть an/an−1 ≥ n/4 ≡
≡ n1−λ1/4, λ = 0. Звiдси та iз результатiв, отриманих в [1, с. 239 – 243], випливає, що
подвiйна послiдовнiсть mkn = lkan = lkn

2n задовольняє нерiвнiсть knmk−1,n−1/mkn ≤
≤ γ(k + n), γ > 0. Тодi, застосувавши формулу Лейбнiца диференцiювання добутку двох
функцiй, оцiнки (19) похiдних функцiї Q(t, σ) та останню нерiвнiсть, знайдемо

|(σsQ(t,−σ))(k)|=

∣∣∣∣∣∣
k∑
p=0

Cpk(σs)(p)Q(k−p)(t,−σ)

∣∣∣∣∣∣≤ |σsQ(k)(t,−σ)|+ ks|σs−1Q(k−1)(t,−σ)|+

+
k(k − 1)

1 · 2
s(s− 1)× |σs−2Q(k−2)(t,−σ)|+. . . ≤ cAsBkt−slkk

2k×

×

(
1 +

ks

(A/t)B

ls−1(k − 1)2(k−1)

lsk2k
+

1

1 · 2
ks

(A/t)2B2

ls−1(k − 1)2(k−1)

lsk2k
×

× (k − 1)(s− 1)
ls−2(k − 2)2(k−2)

ls−1(k − 1)2(k−1)
+ . . .

)
e− ln γ̃(a2 tσ) ≤ cAsBkt−slsk

2k×

×
(

1 +
γ

(A/t)B
(k + s) +

1

1 · 2
γ2

(A/t)2B2
(k + s)2 + . . .

)
e− ln γ̃(a2 tσ) =

= cAsBkt−slsk
2k exp

{
γt

AB
(k + s)

}
exp

{
− ln γ̃

(a
2
tσ
)}
≤

≤ cAs1B
k
1 t
−slsk

2ke− ln γ̃(a2 tσ), A1 = AeγT/(AB), B1 = BeγT/(AB).

Оскiльки
e− ln γ̃(a2 tσ) = γ

(a
2
tσ
)
≤ c0e

−c′0t|σ|, γ̃ = 1/γ, σ ∈ R,

то

|xkDs
xG(t, x)| ≤ (2π)−1cc0A

s
1B

k
1 t
−slsk

2k

∫
R

exp{−c′0t|σ|}dσ= c̃As1B
k
1 t
−(s+1)lsk

2k, {k, s} ⊂ Z+.

Тодi

|Ds
xG(t, x)| ≤ c̃As1t

−(s+1)ls inf
k

Bk
1k

2k

|x|k
≤ ˜̃cAs1t

−(s+1)lse
−α0|x|1/2 , x ∈ R, t ∈ (0, T ∗],

сталi ˜̃c, A1, α0 > 0 не залежать вiд t; тут ми скористалися нерiвнiстю з [1]:

inf
k

Lkkkα

|x|k
≤ d exp{−d0|x|1/α}, d, d0, α > 0.
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Таким чином, правильним є таке твердження.
Лема 3. Для функцiї G(t, x), t ∈ (0, T ∗], x ∈ R та її похiдних (за змiнною x) справджу-

ються нерiвностi

|Ds
xG(t, x)| ≤ ˜̃cAs1t

−(s+1)lse
−α0|x|1/2 , s ∈ Z+,

сталi ˜̃c, A1, α0 > 0 не залежать вiд t.
Безпосередньо переконуємося в тому, щоG(t, x) є неперервно диференцiйовною функ-

цiєю аргументу t ∈ (0, T ].
Лема 4. Функцiя G(t, ·), t ∈ (0, T ], як абстрактна функцiя параметра t iз значеннями

у просторi Sanlk , диференцiйовна по t.
Доведення. Iз властивостi неперервностi перетворення Фур’є (прямого та обернено-

го) у просторах типу S випливає, що для доведення леми досить встановити, що функцiя
F [G(t, ·)] = Q(t, ·), як абстрактна функцiя параметра t iз значеннями у просторi F [Slnak ] =
= Sanlk , диференцiйовна по t, тобто потрiбно довести, що граничне спiввiдношення

Φ∆t(σ) :=
1

∆t
[Q(t+ ∆t, σ)−Q(t, σ)] → ∂

∂t
Q(t, σ), ∆t → 0,

виконується в тому розумiннi, що:
1) Ds

σΦ∆t(σ) −→
∆t→0

Ds
σ(ϕ(σ)Q(t, σ)), s ∈ Z+, рiвномiрно на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ R;

2) |Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ c̄B̄ss2se− ln γ̃(āσ), s ∈ Z+, де сталi c̄, ā, B > 0 не залежать вiд 4t, для

досить малих значень4t.
Функцiя Q(t, σ), (t, σ) ∈ (0, T ] × R, є диференцiйовною по t у звичайному розумiннi,

тому за теоремою Лагранжа про скiнченнi прирости

Φ∆t(σ) = ϕ(σ)Q(t+ θ∆t, σ), 0 < θ < 1, t+ θ∆t ≤ T.

Отже,

Ds
σΦ∆t(σ) =

s∑
l=0

C lsD
l
σϕ(σ)Ds−l

σ Q(t+ θ∆t, σ)

i

Ds
σ

(
Φ∆t(σ)− ∂

∂t
Q(t, σ)

)
=

s∑
l=0

C lsD
l
σϕ(σ)

[
Ds−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)−Ds−l

σ Q(t, σ)
]
.

Оскiльки

Ds−l
σ Q(t+ θ∆t, σ)−Ds−l

σ Q(t, σ) = Ds−l+1
σ Q(t+ θ1∆t, σ)θ∆t, 0 < θ1 < 1,

то звiдси та з оцiнок (18) випливає, що

Ds−l+1
σ Q(t+ θ1∆t, σ)θ∆t → 0, ∆t → 0,

рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Тодi i Ds
σΦ∆t(σ) → Ds

σ

(
∂

∂t
Q(t, σ)

)
при

∆t → 0 рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Отже, умова 1 виконується.
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Оскiльки ϕ — мультиплiкатор у просторi Sn!ρn
lk

, то

∀ ε > 0 ∃ cε > 0 ∀ z = σ + iτ ∈ C : |ϕ(z)| ≤ cεe
ln γ̃(εσ)+ln ρ(ετ). (20)

Згiдно з iнтегральною формулою Кошi маємо

ϕ(n)(σ) =
n!

2πi

∫
ΓR

ϕ(z)

(z − σ)n+1
dz, n ∈ Z+,

де ΓR — коло радiуса R з центром у точцi σ ∈ R. Тодi внаслiдок (20) прийдемо до нерiв-
ностей

|ϕ(n)(σ)| ≤ n!

Rn
max
z∈ΓR

|ϕ(z)| ≤ cε
n!

Rn
eln γ̃(ε(σ+R))+ln ρ(εR) ≤

≤ cεn! inf
R

ρ(εR)

Rn
eln γ̃(ε(σ+R)) = cεε

nn!ρne
ln γ̃(ε(σ+R)), σ ≥ 0.

При достатньо великих значеннях σ ≥ 0 справджується нерiвнiсть ε(σ + R) ≤ (ε + R)σ.
Оскiльки функцiя ln γ̃ монотонно зростає для σ ≥ 0, то при цих же значеннях σ ln γ̃(ε(σ+
+R)) ≤ ln γ̃((ε + R)σ). Для всiх σ ≥ 0 виконується нерiвнiсть ln γ̃(ε(σ + R)) ≤ ln γ̃((ε +
+R)σ) + cR. Отже, для σ ≥ 0

exp{ln γ̃(ε(σ +R))} ≤ c̃R exp{ln γ̃((ε+R)σ)}.

Далi при заданому ε > 0 вважатимемо, що R = ε. Тодi

|ϕ(n)(σ)| ≤ c̃εε
nn!ρne

ln γ̃(2εσ) ≤ c̃
′
εε
nn!eln γ̃(2εσ), n ∈ Z+ (21)

(тут враховано, що послiдовнiсть {ρn} є монотонно спадною). Врахувавши (21) та оцiнки,
якi задовольняють похiднi функцiї Q(t, σ), знайдемо

|Ds
σΦ∆t(σ)| ≤ ˜̃cε

s∑
l=0

C lsε
ll!B̃s−l(s− l)2(s−l)eln γ̃(2εσ)−(t+θ∆t) ln γ̃(aσ) ≤

≤ c̄B
s
s2seln γ̃(2εσ)−t ln γ̃(aσ) ≤ c̄B

s
s2seln γ̃(2εσ)−ln γ̃(atσ)

(вважаємо, що t + θ∆t > 0, t ∈ (0, 1] є фiксованим). Вiзьмемо ε = at/4. Iз нерiвностi
опуклостi для функцiї ln γ̃ випливає, що

ln γ̃(2εσ)− ln γ̃(atσ) ≤ − ln γ̃((at− 2ε)σ) ≡ − ln γ̃(āσ), ā = at− 2ε = at/2 > 0.

Тодi
|Ds

σΦ∆t(σ)| ≤ c̄B
s
s2se− ln γ̃(āσ), σ ≥ 0,

причому сталi c̄, ā, B > 0 не залежать вiд ∆t (для достатньо малих значень ∆t). Випадок
σ < 0 розглядається аналогiчно. Таким чином, умова 2 також виконується.

Лему доведено.
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Наслiдок 2. Правильною є формула

∂

∂t
(f ∗G(t, x)) = f ∗ ∂G(t, x)

∂t
∀f ∈ (Slnak)

′
, t ∈ (0, T ].

Лема 5. У просторi (Slnak)
′

справджується граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

G(t, ·) = δ (22)

(тут δ — дельта-функцiя Дiрака).
Доведення. Використавши властивiсть неперервностi перетворення Фур’є та функцiї

G(t, ·), як абстрактної функцiї параметра t iз значеннями у просторi Slnak , спiввiдношення
(22) замiнимо еквiвалентним граничним спiввiдношенням

µ lim
t→+0

F [G(t, ·)]−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

F [G(t, ·)] = F [σ] (23)

у просторi (Sanlk )
′
. Врахувавши зображення функцiї G, (23) подамо у виглядi

µ lim
t→+0

Q(t, ·)−
m∑
l=1

µl lim
t→tl

Q(t, ·) = 1. (24)

Для доведення (24) вiзьмемо довiльну функцiю ϕ ∈ Sanlk i, скориставшись теоремою
про граничний перехiд пiд знаком iнтеграла Лебега, знайдемо

µ lim
t→+0

〈Q(t, ·), ϕ〉 −
m∑
l=1

µl lim
t→tl
〈Q(t, ·), ϕ〉 =

= µ lim
t→+0

∫
R

Q(t, σ)ϕ(σ)dσ −
m∑
l=1

µl lim
t→tl

∫
R

Q(t, σ)ϕ(σ)dσ =

=

∫
R

[
µQ(0, σ)−

m∑
l=1

µlQ(tl, σ)

]
ϕ(σ)dσ =

=

∫
R

[
µ

µ−
∑m

k=1 µkQ1(tk, σ)
−

m∑
l=1

µl
Q1(tl, σ)

µ−
∑m

k=1 µkQ1(tk, σ)

]
ϕ(σ)dσ =

=

∫
R

µ−
∑m

l=1 µlQ1(tl, σ)

µ−
∑m

k=1 µkQ1(tk, σ)
ϕ(σ)dσ =

∫
R

ϕ(σ)dσ = 〈1, ϕ〉.

Звiдси випливає, що спiввiдношення (24) виконується у просторi (Sanlk )
′
, а отже, правиль-

ним є спiввiдношення (22).
Лему доведено.
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Символом (Slnak,∗)
′

позначатимемо клас узагальнених функцiй з (Slnak)
′
, якi є згортува-

чами у просторi Slnak .
Наслiдок 3. Нехай ω(t, x) = f ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω, де f ∈ (Slnak,∗)

′
. Тодi у просторi (Slnak)

′

справджується граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

ω(t, ·) = f.

Функцiя G є розв’язком рiвняння (10). Справдi,

∂G(t, x)

∂t
=

∂

∂t
F−1[Q(t, σ)] = F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)

]
.

З iншого боку,

AϕG(t, x) = F−1
σ→x[ϕ(σ)Fx→σ[G(t, x)]] = F−1[ϕ(σ)Q(t, σ)] = F−1

[
∂

∂t
Q(t, σ)

]
.

Звiдси випливає, що функцiя G задовольняє рiвняння (10).
Далi функцiю G називатимемо фундаментальним розв’язком багатоточкової (m-точ-

кової) нелокальної за часом задачi для рiвняння (10).
З наслiдку 3 випливає, що для рiвняння (10) m-точкову за часом задачу можна сфор-

мулювати так: знайти розв’язок u ∈ C1((0, T ], Slnak) рiвняння (10), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, f ∈ (Slnak,∗)
′
, (25)

де граничне спiввiдношення (25) розглядається у просторi (Slnak)
′

(обмеження на парамет-
ри µ, µ1, . . . , µm, t1, . . . , tm такi ж, як i у випадку задачi (10), (11)).

Теорема 2. Задача (10), (25) коректно розв’язна. Розв’язок дається формулою
u(t, x) = f ∗ G(t, x), (t, x) ∈ Ω, де G — фундаментальний розв’язок нелокальної бага-
тоточкової за часом задачi для рiвняння (10).

Доведення. Використовуючи наслiдок 2, переконуємося в тому, що функцiя u(t, x) є
розв’язком рiвняння (10). Зазначимо також, що u неперервно залежить вiд функцiї f ∈
∈ (Slnak,∗)

′
, оскiльки операцiя згортки має властивiсть неперервностi.

Доведемо єдинiсть розв’язку задачi (10), (25). Для цього розглянемо задачу Кошi

∂v

∂t
= −A∗ϕv, (t, x) ∈ [0, t0)× R ≡ Ω

′
, 0 ≤ t < t0 ≤ T, (26)

v(t, ·)|t=t0 = ψ, ψ ∈ (Slnak,∗)
′
, (27)

деA∗ϕ — звуження спряженого оператора до оператораAϕ на простiр Slnak ⊂ (Slnak)
′
.Умову

(27) розумiємо в слабкому сенсi. Iз результатiв, отриманих в [4] (роздiл 2), випливає, що
в цьому випадку A∗ϕ = Aϕ, задача Кошi (26), (27) є розв’язною; при цьому v(t, ·) ∈ Slnk!ρk

⊂
⊂ Slnak при кожному t ∈ [0, t0).
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Нехай Qtt0 : (Slnak,∗)
′ → Slnak — оператор, який зiставляє функцiоналу ψ ∈ (Slnak,∗)

′
роз-

в’язок задачi (26), (27). ОператорQtt0 є лiнiйним i неперервним, визначеним для довiльних
t i t0 таких, що 0 ≤ t < t0 ≤ T ; при цьому

dQtt0ψ

dt
+A∗ψQ

t
t0ψ = 0, lim

t→t0
Qtt0ψ = ψ

(границя розглядається у просторi (Slnak)
′
).

Далi розв’язок u(t, x) задачi (10), (25) розумiтимемо як регулярний функцiонал iз прос-
тору (Slnak,∗)

′ ⊃ Slnak .
Доведемо, що задача (10), (25) має єдиний розв’язок у просторi (Slnak,∗)

′
. Для цього

досить встановити, що єдиним розв’язком рiвняння (10) при нульовiй граничнiй функцiї
може бути лише функцiонал u(t, x) ≡ 0. Застосуємо функцiонал u(t, x) до функцiїQtt0ψ ∈
∈ Slnak ⊂ (Slnak,∗)

′
, де ψ — довiльно фiксований елемент простору Slnak ⊂ (Slnak,∗)

′
, 0 < t <

< t0 ≤ T. Диференцiюючи по t i використовуючи рiвняння (10), (26), знаходимо

∂

∂t
〈u(t, ·), Qtt0ψ〉=

〈
∂u

∂t
, Qtt0ψ

〉
+

〈
u,

∂

∂t
Qtt0ψ

〉
=

=
〈
Aϕu,Q

t
t0ψ
〉
−
〈
u,A∗ϕQ

t
t0ψ
〉

=
〈
Aϕu,Q

t
t0ψ
〉
−
〈
Aϕu,Q

t
t0ψ
〉

= 0.

Отже,
〈
u(t, ·), Qtt0ψ

〉
є сталою величиною. Iз властивостей абстрактних функцiй випливає

спiввiдношення
lim
t→t0

〈
u(t, ·), Qtt0ψ

〉
= 〈u(t0, ·), ψ〉 = const = c

у довiльнiй точцi t0 ∈ (0, T ]. Якщо в (25) f = 0, то

µ lim
t→+0

〈u(t, ·), ψ〉 −
m∑
k=1

µk lim
t→tk
〈u(t, ·), ψ〉 = c

(
µ−

m∑
k=1

µk

)
= 0,

тобто c = 0. Таким чином, 〈u(t0, ·), ψ〉 = 0 для довiльного елемента ψ ∈ Slnak ⊂ (Slnak,∗)
′
,

тобто u(t0, ·) — нульовий функцiонал iз простору (Slnak,∗)
′
.Оскiльки t0 ∈ (0, T ] i t0 вибрано

довiльним чином, то u(t, ·) ≡ 0 для всiх t ∈ (0, T ].
Теорему доведено.
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