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§9. Квадратичний закон взаємностi.

1. Нехай p є непарним простим та r1, . . . , r(p−1)/2 це всi квадратичнi ли-
шки за модулем p. Обчислiть добуток r1 ·r2 · . . . ·r(p−1)/2 mod p. Також
обчислiть добуток всiх квадратичних нелишкiв.

2. Для яких простих чисел p число 7 є квадратичним лишком за модулем
p? Скористайтеся квадратичним законом взаємностi.

3. Якi простi числа p є простими елементами у кiльцi цiлих OK поля
K = Q(

√
5)?

4. а) Покажiть, що (−3/p) = 1 коли p ≡ 1 mod 3. Користуючись тим,
що група (Z/pZ)× є циклiчною, сконструюйте лишок x такий що
x2 + 3 = 0 ( mod p). Пiдказка: якщо ρ ∈ (Z/pZ)× це елемент
порядка 3, то (2ρ+ 1)2 = −3.

б)* Покажiть, що (5/p) = 1 коли p ≡ 1 mod 5. Користуючись тим,
що група (Z/pZ)× є циклiчною, сконструюйте лишок x такий що
x2 = 5 ( mod p). Спробуйте дiяти як в а).

Нехай p це непарне просте число. Звернiть увагу, що кiлькiсть лишкiв
x якi задовольнiють рiвнянню x2 = a ( mod p) дорiвнює 1 +

(
a
p

)
. У на-

ступному завданнi ми порахуємо кiлькiсть розв’язкiв (x, y) ∈ F2
p рiвняння

y2 = x3 + x.

5. Доведiть, що

а) просте число p > 2 може бути представлене як сума двох квадра-
тiв цiлих чисел тодi i тiльки тодi коли p ≡ 1 ( mod 4);

б) для простого p ≡ 1( mod 4) iснує єдине представлення p = a2 +
4b2 з додатними цiлими a, b ∈ Z;

с)*
p−1∑
x=0

(
x3 + x

p

)
=

{
0, p ≡ 3 ( mod 4)

−2a, p ≡ 1 ( mod 4),

де a ∈ Z є таким єдиним числом що p = a2+4b2 для деякого b ∈ Z
i a ≡ 1 ( mod 4).
Це обчислення було зроблено Карлом Фрiдрiхом Гауссом, авто-
ром квадратичного закону взаємностi.


