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§7. Лишки за модулем степернiв простих чисел. Лема Гензеля.

§8. Первiснi коренi за модулем m.

1. За малою теоремою Ферма кожен ненульовий лишок a mod p є розв’язком
конгруенцiї xp−1 ≡ 1 mod p. Для n ≥ 2 покажiть, що iснує єдиний
розв’язок x = an mod pn конгруенцiї xp−1 ≡ 1 mod pn такий, що
an ≡ a mod p. Спробуйте сконструювати an явно, тобто знайти якусь
формулу для цього лишка.

2. Нехай f(x) є многочленом вiд n змiнних x1, . . . , xn з цiлими коефiцi-
єнтами. Припустимо, що для деякого a ∈ Zn маємо f(a) ≡ 0 mod p
та ∂f

∂xi
(a) 6≡ 0 mod p для деякого 0 ≤ i ≤ n. Доведiть, що конгруенцiя

f(x) ≡ 0 mod ps має розв’язки для будь-яких s ≥ 2.

3. Лишок 0 6= a mod p називається лишком nго степеня якщо конгруен-
цiя xn ≡ a mod p має розв’язки. Доведiть, що a є лишком nго степеня
тодi i тiльки тодi коли

a(p−1)/(p−1,n) ≡ 1 mod p.

Нехай a є лишком nго степеня. Скiльки розв’язкiв у Z/pZ має конгру-
енцiя xn ≡ a mod p?

4. Гаусс довiв, що добуток всiх первiсних коренiв за модулем p дорiв-
нює 1 для всiх простих чисел p з кiлькома винятками. Для яких p це
твердження не виконується?

5. Доведiть Теорему 7 з лекцiї, яка характеризує числа m ≥ 2 для яких
група оборотних лишкiв за модулем m є циклiчною.


