
Теорiя чисел - весняний семестр 2023 року
§6. Елементарнi властивостi лишкiв: мала теорема Ферма, її узагальнення

та китайська теорема про лишки

1. Нехай p є простим числом. Доведiть, що з a ≡ b mod pn випливає, що
ap ≡ bp mod pn+1.

2. Доведiть, що бiномiальнi коефiцiєнти задовольняють конгруенцiям
(
p−1
j

)
≡

(−1)j mod p для 0 ≤ j ≤ p− 1.

3. Розв’яжiть конгруенцiї

x3 + 2x− 3 ≡ 0 mod 9,

x3 + 2x− 3 ≡ 0 mod 5,

x3 + 2x− 3 ≡ 0 mod 45.

4. (i) Нехай R1, . . . , Rk це комутативнi кiльця з одницею. Доведiть, що
група одиниць прямого добутку цих кiлець є прямим добутком
груп їхнiх одиниць: (R1 × · · · ×Rk)

× ∼= R×
1 × · · · ×R×

k .

(ii) Нехай m = pe11 · · · pekk це розклад додатного цiлого числа m на
простi множники. Скористайтеся китайською теоремою про ли-
шки щоби довести, що

(Z/mZ)× ∼= (Z/pe11 Z)× × · · · × (Z/pekk Z)×.

5. (i) Знайдiть всi цiлi додатнi числа m такi що φ(m) = 24.

(ii) Доведiть, що для кожного додатного цiлого n рiвнiсть φ(m) = n
виконується для скiнченної кiлькостi додатнiх цiлих чисел m.

6. Нехай p є непарним простим числом та n ≥ 1. Доведiть наступне
узагальнення конгруенцiї Вiльсона:∏

1 <j < pn

p - j

j ≡ −1 mod pn

Чи iснує подiбна конгруенцiя для p = 2?


