
Теорiя чисел - весняний семестр 2023 року
§5. Числовi поля

1. Доведiть що кожен елемент α ∈ K скiнченного розширення полiв K/F
є алгебраїчним над F . Тобто iснує многочлен f ∈ F [x] такий що f(α) =
0.

2. Доведiть мультиплiкативнiсть степеня розширення: для розширень
полiв F ⊂ K ⊂ L вiрно

[L : F ] = [L : K] · [K : F ].

3. (i) Нехай f ∈ Q[x] це незвiдний многочлен степеня n i θ1, θ2, . . . , θn ∈
C це всi коренi f(x). Покажiть що θi 6= θj коли i 6= j.

(ii) Розглянемо числове поле K = Q[x]/〈f〉 i його множину вкладень
в комплекснi числа S = {σi}ni=1 де σi : K → C визначається як
x 7→ θi.
Для α ∈ K ми розглядаємо Q-лiнiйний оператор Lα : K → K
множення на α, тобто Lα(β) = αβ. Характеристичний полiном,
норма i слiд визначаються як

fα(x) = det(x · Id− Lα), T r(α) = Tr(Lα), N(α) = det(Lα)

вiдповiдно. Доведiть, що

fα(x) =
∏
σ∈S

(x− σ(α)), T r(α) =
∑
σ∈S

σ(α), N(α) =
∏
σ∈S

σ(α).

4. Доведiть що Q-бiлiнiйна форма K×K → Q задана як α×β → Tr(αβ)
є невиродженою. Це значить, що якщо Tr(αβ) = 0 для всiх β ∈ K то
α = 0.

5. (i) Порахуйте дискримiнант dK квадратичного поля K = Q(
√
m), де

m ∈ Z \ {0, 1} є вiльним вiд квадратiв.

(ii) Доведiть, що дискримiнант числового поляK є ненульовим цiлим
числом: dK ∈ Z \ 0.

(iii)* Доведiть порiвнянння Стiкельбергера для дискримiнанта число-
вого поля: dK дає лишки 0 або 1 вiд дiлення на 4.


