
Теорiя чисел - весняний семестр 2023 року
§2. Простi елементи та однозначнiсть факторизацiї

§3. Алгебраїчнi числа

1. Многочлен f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x] називається примiтив-

ним якщо його коефiцiєнти є взаємнопростими, тобто їх найбiльший
спiльний дiльник (a0, . . . , an) = 1. Доведiть Лему Гаусса: добуток при-
мiтивних многочленiв є примiтивним многочленом.

2.* Доведiть, що число

ξ =

∞∑
n=1

1

10n!
= 0.1100010 . . .

є трансцендентним. Це був один з перших прикладiв трансцендентних
чисел, який сконструював Жозеф Лiувiлль у 1951 роцi.

Порада: почитайте про поняття числа Лiувiлля, це допоможе знайти
пiдхiд до цiєї задачi.

3**. Знайдiть i запишiть зрозумiле для вас доведення того, що число π =
3.1415 . . . (довжина пiвкола радiуса 1) є трансцендентним.

4. Нехай m ∈ Z,m 6= 0,±1 є числом вiльним вiд квадратiв. Зафiксуємо√
m ∈ C. Переконайтеся, що множина K = {a + b

√
m : a, b ∈ Q} є

полем. Такi поля називають квадратичними, прийнятим позначенням
для K є також Q(

√
m).

Опишiть кiльце цiлих елементiв квадратичного поля

OK = K ∩ Z.

А саме, дайте вiдповiдь на питання: для яких a, b ∈ Q виконується
ξ := a+ b

√
m ∈ Z.

Порада: для роботи над цiєю та наступними задачами будуть корисни-
ми поняття спряженого елемента ξ = a−b

√
m, слiду Tr(ξ) = ξ+ξ = 2a

та норми N(ξ) = ξ · ξ = a2 −mb2.

5. a) Доведiть, що у областi цiлiсностi кожен простий елемент є незвi-
дним.

б) Розгляньте кiльце цiлихR = OK квадратичного поляK = Q(
√
−5).

Покажiть, що елемент 2 +
√
−5 є незвiдним але не є простим.

6*. Доведiть, що кiльця цiлих OK в квадратичних полях K = Q(
√
m) є

евклiдовими областями для m = −11,−7,−3,−2,−1, 2, 3, 5, 13 з евклi-
довою нормою λ(ξ) = |N(ξ)|.
Порада: означте дiлене q в ξ1 = qξ2 + r як "найближчий"до ξ1/ξ2 ∈ K
елемент в OK та доведiть, що такий алгоритм Евклiда є узгодженим
з поданою вище функцiєю λ.


