
Теорiя чисел - весняний семестр 2023 року
§13. Кiльце p-адичних цiлих чисел

1. Запишiть p-адичний розклад чисел −1 та 1/2 коли p > 2.

2. Охарактеризуйте кiльце Z всерединi Zp. Iншими словами, для елемен-
та x = (x1, x2, . . .) ∈ Zp запишiть необхiдну i достатню умову за якої
x ∈ Z ⊂ Zp.

3. Для яких простих p < 20 многочлен x2 − 3 має коренi в Zp?

4. Доведiть, що в Zp немає iнших коренiв з 1 крiм одиниць Тейхмюллера.

5. Для числа m ∈ Z \ {0} порядком p в m називається найбiльше не-
вiд’ємне цiле число e ≥ 0 таке що pe|m. Порядок позначається як
e = ordp(m). Доведiть, що

ordp(n!) =
n− Sp(n)

p− 1
,

де Sp(n) це сума цифр запису n у базi p. Тобто коли n = a0 + a1p +
a2p

2 + . . . + arp
r з цифрами a0, . . . , ar ∈ {0, 1, . . . , p − 1}, то Sp(n) =

a0 + a1 + . . .+ ar.

6. Означення порядку p поширюється на ненульовi рацiональнi числа
як ordp(m/k) = ordp(m) − ordp(k). За домовленiстю ordp(0) = +∞,
тому отримуємо функцiю ordp : Q → Z ∪ {+∞}. Доведiть наступнi
властивостi цiєї функцiї:

а) ordp(αβ) = ordp(α) + ordp(β) для α, β 6= 0,

б) ordp(α+ β) ≥ min(ordp(α), ordp(β)),

в) якщо ordp(α) 6= ordp(β), то в б) виконується рiвнiсть.


