
Теорiя чисел - весняний семестр 2023 року
§1. Подiльнiсть та алгоритм Евклiда

1. a) Подайте приклад трьох натуральних чисел якi є взаємно прости-
ми але не є взаємнопростими у парах.

б) Доведiть що iснує нескiнченно багато простих чисел.
в) Покажiть, що iснують як завгодно великi iнтервали мiж сусiднiми

простими числами.

2. а) Користуючись алгоритмом Евклiда знайдiть найбiльший спiль-
ний дiльник g чисел 7469 та 2464. Запишiть дiю алгоритму крок
за кроком.

б) Знайдiть деякi цiлi числа x та y такi що 7469x+ 2464y = g. Опи-
шiть всi пари цiлих чисел (x, y) якi задовольняють цьому рiвнян-
ню.

3. а) Користуючись алгоритмом Евклiда знайдiть найбiльший спiль-
ний дiльник h(x) многочленiв f(x) = x5 − 4x3 + 3x2 − x + 1 та
g(x) = x8 + 5x4 − 6.

б) Чи iснують многочлени h1, h2 ∈ Z[x] такi що

x2023 − 1 = h1(x)f(x) + h2(x)g(x)?

4. Область цiлiсностi R називається евклiдовою областю якщо iснує фун-
кцiя (евклiдова норма)

λ : R \ {0} → {0, 1, 2, 3, . . .}

така, що можливе дiлення з остачею за нормою меншою нiж дiльник.
Тобто для кожних a, b ∈ R, b 6= 0 iснують q, r ∈ R такi що a = bq + r i
або r = 0 або λ(r) < λ(b).

a) Доведiть, що кiльце гауссових чисел R = Z+Z
√
−1 є евклiдовою

областю з нормою λ(m+ n
√
−1) = m2 + n2.

б) Покажiть що єдиними оборотними елементами цього кiльця є ±1
та ±

√
−1, тобто

R× = {1,−1,
√
−1,−

√
−1}.

в) Користуючись алгоритмом Евклiда знайдiть найбiльший спiль-
ний дiльник гаусcових чисел 2 + 3

√
−1 та 4 +

√
−1.

5*. Для ненульового вiльного вiд квадратiв числа d ∈ Z розглянемо кiльце

Rd = Z+ Z
√
d = {m+ n

√
d : m,n ∈ Z}.

Доведiть, що Rd є евклiдовою областю для d = −2, 2, 3 з нормою λ(m+
n
√
d) = |m2 − dn2|.

Зауваження: спочатку в цьому завданнi було додано число d = −3.
Станiслав Зубко зауважив, що для d = −3 твердження невiрне. Цi-
каво, що R−3 вкладається у кiльце цiлих елементiв OK поля K =

Q(
√
−3), i це кiльце OK = Z + Z 1+

√
−3

2 є евклiдовою областю з по-
даною вище нормою. Див. наступне домашнє завдання, задача 6* до
§2− §3.


