
Òåîðåìà ïðî êîðîíó
Ðåçþìå. Ìè ðîçãëÿíåìî àëãåáðó H∞(D) � áàíàõîâó àëãåáðó îáìåæåíèõ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié ó âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi. Êðóã D ãîìåîìîðôíî âêëàäà¹òüñÿ ó ïðîñòið
ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ M(D) àëãåáðè H∞(D), òîäi óâåñü ïðîñòið ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ
ìîæíà ðîçóìiòè ñîái ÿê îá'¹äíàííÿ äèñêà D ç ïåâíèì ðîçøàðóâàííÿì íàä éîãî ãðàíèöåþ
(iíòóiòèâíî ïðîñòið M(D) \ D � öå òàêà ñîái "êîðîíà"). Êëàñè÷íà òåîðåìà Êàðëåñîíà
(òåîðåìà ïðî êîðîíó) ñòâåðäæó¹, ùî îäèíè÷íèé êðóã D ùiëüíèé â M(D) (iíøèìè ñëîâàìè
�êîðîíà� M(D) \ D ïîðîæíÿ). Òåîðåìà ïðî êîðîíó äîïóñêà¹ i iíøå ôîðìóëþâàííÿ, ùî
ïîâ'ÿçàíå ç iñíóâàííÿì ëiíiéíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (iíàêøå, ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Áåçó) figi +
. . . + fngn = 1, äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié fi ∈ H∞(D), ùî íå ìàþòü ñïiëüíèõ íóëiâ â D. Ìè
òàêîæ ðîçãëÿíåìî äåÿêèé íåêîìóòàòèâíèé (îïåðàòîðíèé) àíàëîã òåîðåìè ïðî êîðîíó.

1. Àëãåáðà îáìåæåíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó êðóçi òà ¨¨ ïðîñòið ìàêñèìàëüíèõ
iäåàëiâ

Íåõàé D = { z ∈ C
∣∣ |z| < 1}. Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið H∞(D) � ïðîñòið

àíàëiòè÷íèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié ó D. Âiäíîñíî íîðìè

‖f‖ = sup
x∈D

|f(x)|

öåé ïðîñòið áàíàõiâ, áiëüø òîãî � öå êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà ç îäèíèöåþ. Êëàñè÷íà
òåîðåìà Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà äîçâîëÿ¹ ðåàëiçóâàòè öþ àëãåáðó ÿê ïiäàëãåáðó íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié íà äåÿêîìó êîìïàêòíîìó ïðîñòîði, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ
àëãåáðè H∞. Íàãàäà¹ìî êîíñòðóêöiþ (áiëüø äåòàëüíî äèâ., íàïðèêëàä, [5]). Íåõàé çàäàíà
äîâiëüíà êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà A (ââàæàòèìåìî, ùî âîíà ç îäèíèöåþ). Ðîçãëÿíåìî
ó öié àëãåáði íåòðèâiàëüíi (φ 6= 0) ìóëüòèïëiêàòèâíi ôóíêöiîíàëè:

φ : A → C, φ(ab) = φ(a)φ(b), a, b ∈ A.

Êîæíîìó òàêîìó ôóíêöiîíàëó φ âiäïîâiäà¹ ìàêñèìàëüíèé iäåàë Mφ àëãåáðè A, Mφ = kerφ,
òà íàâïàêè, ìàþ÷è ìàêñèìàëüíèé iäåàë, ¹äèíèì ÷èíîì ìîæíà âiäíîâèòè ìóëüòèïëiêàòèâíèé
ôóíêöiîíàë, ùî îáíóëÿ¹òüñÿ íà öüîìó iäåàëi. Ìíîæèíó ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ ïîçíà÷àòèìåìî
M(A). Íà ìíîæèíi M(A) ìîæíà ââåñòè ∗-ñëàáêó òîïîëîãiþ ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó A∗,
ìàêñèìàëüíi iäåàëè ëåæàòü íà îäèíè÷íié êóëi A∗, òîìó öå êîìïàêòíèé ïðîñòið âiäíîñíî
ââåäåíî¨ òîïîëîãi¨ (ÿêùî àëãåáðà A áåç îäèíèöi � âií ëîêàëüíî-êîìïàêòíèé). Ïåðåòâîðåííÿ
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Ãåëüôàíäà ̂ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü äîâiëüíîìó åëåìåíòó a ∈ A ïåâíó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ
â ∈ C(M(A)):

̂ : A → C(M(A)),

â : M(A) → C,

â : φ 7→ φ(a).

Êëàñè÷íà òåîðåìà Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà ñòâåðäæó¹, ùî ̂ âñòàíîâëþ¹ ãîìîìîðôiçì ìiæ
àëãåáðîþ A òà àëãåáðîþ C(M(A)).

Ïîâåðíåìîñÿ äî àëãåáðè H∞(D). Ìè ðîçãëÿíåìî áiëüø äåòàëüíî, ÿê âëàøòîâàíèé ïðîñòið
ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ M = M(H∞(D)) àëãåáðè H∞(D), íàøà íàéáëèæ÷à öiëü � îòðèìàòè
ïðåäñòàâëåííÿ:

M = D ∪
⋃

ξ∈∂D

Mξ.

Íàéïðîñòiøèìè ìóëüòèïëiêàòèâíèìè ôóíêöiîíàëàìè ¹ ôóíêöiîíàëè çíà÷åíü ó òî÷öi
(äåëüòà-ôóíêöi¨): φξ ∈ M, ξ ∈ D, φξ(f) = f(ξ). ßñíî, ùî iñíóþòü i iíøi ãîìîìîðôiçìè.
Íàïðèêëàä, ÿêùî I � ìíîæèíà òàêèõ ôóíêöié f ∈ H∞D, ùî f(λ) → 0, êîëè λ → 1 íà
äîäàòíié îñi, òî I� âëàñíèé iäåàë H∞D. Òîìó I ìiñòèòüñÿ ó äåÿêîìó ìàêñèìàëüíîìó iäåàëi,
òîáòî iñíó¹ φ ∈ M, òàêèé, ùî φ(f) äëÿ óñiõ f ∈ I. Àëå φ íå ñïiâïàäà¹ ç æîäíèì ôóíêöiîíàëîì
φλ, îñêiëüêè íå iñíó¹ òî÷êè ó ÿêié óñi ôóíêöi¨ ïåðåòâîðþþòüñÿ ó íóëü. Ïðèêëàäiâ òàêèõ �íîâèõ�
ôóíêöiîíàëiâ ìîæíà ïîáóäóâàòè áàãàòî.

Iñíó¹ ïðèðîäí¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ M ó çàìêíóòèé îäèíè÷íèé êðóã. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç Z ïðîäîâæåííÿ ẑ êîîðäèíàòíî¨ ôóíêöi¨ z, Z = ẑ.

Âïðàâà 1. Ïîêàçàòè, ùî Z âiäîáðàæà¹ M íà äèñê D = { z ∈ C
∣∣ |z| ≤ 1}.

Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäí¹ çàóâàæåííÿ/âïðàâó, ïðîñòið ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ M ìîæíà ñîái
óÿâëÿòè ÿê îá'¹äíàííÿ øàðiâ:

Mξ = Z−1({ξ}), ξ ∈ D.

Íàñïðàâäi ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 1. Øàð Mξ ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíi¹¨ òî÷êè {φξ}, ÿêùî ξ ∈ D.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî êîëè ξ ∈ D, òî óìîâà φ(z) = ξ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ äiþ
ôóíêöiîíàëà íà óñiõ ôóíêöiÿõ f ∈ H∞(D) (ìè ïîêàæåìî, ùî φ = φξ). Äiéñíî, íåõàé f ∈
H∞(D), òîäi ôóíêöiÿ f−f(ξ)

z−ξ òåæ íàëåæèòü H∞(D) (òîìó ùî f àíàëiòè÷íà òà ξ ∈ D), i ìà¹
ìiñöå ðiâíiñòü

f = f(ξ) + (z − ξ)
(

f − f(ξ)
z − ξ

)
.

Òîìó (ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü òà ëiíiéíiñòü φ)

φ(f) = f(ξ) + φ(z − ξ)φ
(

f − f(ξ)
z − ξ

)
= f(ξ) = φξ(f).

¤
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Âiäîáðàæåííÿ ξ → φξ âèçíà÷à¹ âêëàäåííÿ D â M, ÿêå ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ïî âèçíà÷åííþ
òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó M. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ðîçêëàä

M = D ∪
⋃

|ξ|=1

Mξ,

i âåñü ïðîñòið M ìîæíà óÿâëÿòè ñîái ÿê êðóã D ðàçîì ç êîìïàêòíèì øàðîì Mξ íàä êîæíîþ
òî÷êîþ ãðàíèöi ξ ∈ ∂D. Ìíîæèíà M \D íàçèâà¹òüñÿ êîðîíîþ.
Âïðàâà 2. Ïîêàçàòè, ùî øàðè M1 òà Mξ, ξ ∈ ∂D ãîìåîìîðôíi. (Âêàçiâêà: ðîçãëÿíóòè
ïîâîðîò êðóãà τ(z) = ξz, ïîðîæäåíå öèì ïîâîðîòîì âiäîáðàæåííÿ àëãåáðè òà âiäïîâiäíå
ñïðÿæåíå âiäîáðàæåííÿ).

Êîæåí øàð Mξ, ξ ∈ ∂D íàäçâè÷àéíî âåëèêèé, âií íå ïiääà¹òüñÿ ÿâíîìó îïèñó (çàóâàæèìî
ëèøå, ùî âií ìiñòèòü ãîìåîìîðôíèé îáðàç ïðîñòîðó βN\N, βN � ïðîñòið ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ
àëãåáðè l∞(N)) (áiëüø äåòàëüíî ïðî ïðîñòîðè Mξ ç îïèñîì äåÿêèõ �øìàòêiâ� öèõ ïðîñòîðiâ
äèâ. [2, 4]).

2. Òåîðåìà ïðî êîðîíó òà ëiíiéíå ñïiââiäíîøåííÿ
Ôóíöiîíàëè çíà÷åíü â òî÷êàõ φξ âêëàäóþòü îäèíè÷íèé êðóã D â M, iíøi ãîìîìîðôiçìè ëåæàòü
ó øàðàõ Mξ, |ξ| = 1. Çàïèòàííÿ òàêå: ÷è ¹ öi ãîìîìîðôiçìè ãðàíèöÿìè φξ ó òîïîëîãi¨ M?
Iíøèìè ñëîâàìè: ÷è ùiëüíèé êðóã D â M? Õî÷à öå çàïèòàííÿ çäà¹òüñÿ àáñòðàêòíèì, éîãî
ìîæíà çâåñòè äî êîíêðåòíîãî çàïèòàííÿ ïðî îáìåæåíi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 1. Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi:
1. âiäêðèòèé êðóã D ùiëüíèé â M;
2. ÿêùî f1, . . . , fn ∈ H∞(D) òà

max
j
|fj(z)| ≥ δ > 0, z ∈ D, (1)

òî iñíóþòü ôóíêöi¨ g1, . . . , gn ∈ H∞(D), òàêi, ùî
f1g1 + . . . + fngn = 1. (2)

Äîâåäåííÿ. 1 → 2. Íåõàé D ùiëüíèé â M. Òîäi ïî íåïåðåðâíîñòi
max

j
|fj(φ)| ≥ δ, φ ∈ M,

i f1, . . . , fn � öå íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ íóëiâ â M, òîìó {f1, . . . , fn} íå
ìiñòèòüñÿ ó æîäíîìó âëàñíîìó iäåàëi àëãåáðè H∞(D). Îòæå, iäåàë J , ïîðîäæåíèé ìíîæèíîþ
{f, . . . , fn}, ìiñòèòü 1. Îñêiëüêè

J = {f1g1 + . . . + fngn : gi ∈ H∞(D)},
òîìó øóêàíà ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ.

2 → 1. Ïðèïóñòèìî, ùî êðóã D íå ùiëüíèé â M. Òîäi iñíó¹ òî÷êà φ0 ∈ M, òàêà, ùî ¨¨ îêië
Vφ0 íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç D. Öåé îêië ìà¹ âèãëÿä

Vφ0 = {φ ∈ M
∣∣ |fj(φ)| < δ, 1 ≤ j ≤ n},
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äå δ > 0, f1, f2, . . . , fn ∈ H∞(D) òà f(φ0) = 0. Ôóíêöi¨ f1, . . . , fn çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (1), òîìó
ùî V ∩ D = ∅, ïðîòå íå ìîæóòü çàäîâîëüíÿòè (2), îñêiëüêè ëåæàòü â iäåàëi {f ∣∣ f(φ0) = 0}.
Îòðèìàíî ïðîòèði÷÷ÿ. ¤

Òåîðåìà 2. (Êàðëåñîí [1], 1962) Êðóã D ùiëüíèé â M.

Iñíó¹ äåêiëüêà äîâåäåíü öi¹¨ òåîðåìè (Êàðëåñîí, Ò. Âîëô òà ií.). Ðîçãîðíóòå îáãîâîðåííÿ
òåîðåìè ïðî êîðîíó òà ¨¨ äîâåäåíü ìîæíà çíàéòè òóò [2].

Òåîðåìà ïðî êîðîíó óçàãàëüíþâàëàñÿ íà ðiçíîìàíiòíi êëàñè îáëàñòåé íà C. Stout E.L.
ïîêàçàâ, ùî òåîðåìà ïðî êîðîíó âiðíà äëÿ ñêií÷åííîçâÿçíèõ îáëàñòåé, Behrens M. çíàéøîâ
êëàñ íåñêií÷åííîçâÿçíèõ îáëàñòåé, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî êîðîíó, ¹ áàãàòî iíøèõ
ðîáiò, ùî äîñëiäæóþòü òåîðåìó ïðî êîðîíó íà âèïàäîê äîâiëüíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãîâèäà [3].

Òåîðåìà ïðî êîðîíó òàêîæ óçàãàëüíþâàëàñÿ íà âèïàäîê äîâiëüíî¨ êîìóòàòèâíî¨ áàíàõîâî¨
àëãåáðè. Äîñëiäæóâàëîñÿ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òàê çâàíîãî íåâèäèìîãî ñïåêòðó (äèâ. [6]).

3. Îïåðàòîðíà çàäà÷à ïðî êîðîíó. Ëåìà Íiêîëüñüêîãî
Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié H∞

E∗→E(D), âèçíà÷åíèõ íà êðóçi D, çíà÷åííÿ ÿêèõ �
öå ëiíiéíi îáìåæåíi îïåðàòîðè ç ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó E∗ ó ãiëüáåðòiâ ïðîñòið E.

‖F‖∞ = sup
z∈D

‖F (z)‖L(E∗,E).

Ïðîñòið H∞
E∗→E(D), âçàãàëi êàæó÷è, íå óòâîðþ¹ àëãåáðó, óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè ïðî êîðîíó íå

âèêîðèñòîâó¹ ìîâó ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ äëÿ òàêîãî ïðîñòîðó, �óçàãàëüíþ¹òüñÿ� ðiâíÿííÿ Áåçó
f1g1 + . . . + fngn = 1.

Îïåðàòîðíà çàäà÷à ïðî êîðîíó ([8]) ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi íåîáõiäíèõ òà äîñòàòíiõ óìîâ íà
îáìåæåíó îïåðàòîðíîçíà÷íó ôóíêöiþ F ∈ H∞

E∗→E(D), çà ÿêèõ âîíà ëiâîçâîðîòíÿ â H∞
E∗→E(D),

òîáòî iñíó¹ ôóíêöiÿ G ∈ H∞
E→E∗(Ω) òàêà, ùî

G(z)F (z) ≡ I, z ∈ D. (3)
Íàéïðîñòiøà íåîáõiäíà óìîâà íàñòóïíà

F ∗(z)F (z) ≥ δ2I, z ∈ D, (δ > 0). (4)
ßêùî ç ðiâíîñòi (4) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (3), òî êàæóòü, ùî ìà¹ ìiñöå Îïåðàòîðíà Òåîðåìà ïðî
Êîðîíó. Ðiâíiñòü (3) � öå ïåâíèé àíàëîã ñïiââiäíîøåííÿ f1g1 + . . .+fngn = 1. Ñïðàâäi, ÿêùî F
� öå ñòîâï÷èê F = (f1, . . . , fn)T , òîäi Îïåðàòîðíà Òåîðåìà ïðî Êîðîíó � öå ïðîñòî êëàñè÷íà
òåîðåìà ïðî êîðîíó Êàðëåñîíà.

Áiëüø äåòàëüíî ïðî ìîòèâàöiþ äîñëiäæåííÿ îïåðàòîðíî¨ çàäà÷i ïðî êîðîíó òà ¨¨ çâ'ÿçîê
ç ðiçíèìè ãàëóçÿìè àíàëiçó äèâ., íàïðèêëàä, [8, 9] òà áiáëiîãðàôiþ, ðîçìiùåíó òàì.

Ìè ðîçãëÿíåìî ëåìó Íiêîëüñüêîãî, ÿêà äà¹ çðó÷íèé êðèòåðié (äèâ. [9]) ðîçâ'ÿçíîñòi
îïåðàòîðíî¨ çàäà÷i ïðî êîðîíó.

Ëåìà Íiêîëüñüêîãî 1. Íåõàé F ∈ H∞
E∗→E(D) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

F ∗(z)F (z) ≥ δ2I, z ∈ D.
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Òîäi F ëiâîçâîðîòíÿ â H∞
E∗→E(D) (òîáòî iñíó¹ G ∈ H∞

E→E∗(D), òàêå ùî GF ≡ I) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ôóíêöiÿ P ∈ H∞

E→E(D), çíà÷åííÿìè ÿêî¨ ¹ ïðîåêòîðè (íåîáîâ'ÿçêîâî
îðòîãîíàëüíi) íà ïðîñòîðè F (z)E, z ∈ D.
Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé F ëiâîçâîðîòíÿ â H∞

E∗→E(D) òà íåõàé G ¹ ëiâèì îáåðíåííÿì
F . Âèçíà÷èìî P ∈ H∞

E→E(D) ðiâíiñòþ P (z) = F (z)G(z). Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî P 2 = P ,
òîìó çíà÷åííÿìè P ¹ ïðîåêòîðè. Îñêiëüêè GF ≡ I, òî

G(z)E = E∗, z ∈ D

òîìó
P (z)E = F (z)G(z)E = F (z)E∗, z ∈ D,

òîáòî P (z) � öå ñïðàâäi ïðîåêòîð íà F (z)E. Äîñòàòíiñòü, äèâ. [9]. ¤
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