
C∗-àëãåáðè. II. Ñêií÷åííî âèìiðíi àëãåáðè. Òåîðåìà
ôîí-Íåéìàíà

1. Ñêií÷åííî âèìiðíi àëãåáðè

1. Íåõàé ó ìàòðè÷íié àëãåáðiMn(C) âèçíà÷åíà íîðìà íàñòóïíèì ÷èíîì:

a→ ‖a‖ = sup
ξ∈Cn,‖ξ‖≤1

‖aξ‖ =
√

max
1≤j≤n

µj

äå µ1, . . . , µn âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi a∗a. Ïîêàçàòè, ùî öå ¹äèíà C∗-
íîðìà ó öié ìàòðè÷íié àëãåáði. Ïîêàçàòè ùî òâåðäæåííÿ òàêîæ âiðíå

äëÿ äîâiëüíî¨ iíâîëþòèâíî¨ ïiäàëãåáðè A ⊂Mn(C).

2. Óçàãàëüíèòè ïîïåðåäíié ðåçóëüòàò íà äîâiëüíó ∗-àëãåáðó, à ñàìå � ïîêàçàòè,
ùî íà äîâiëüíié ∗-àëãåáði iñíó¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ íîðìè, ùî ïåðåòâîðþ¹ ¨¨
ó C∗-àëãåáðó.

3. Íåõàé A � öå ïiäàëãåáðà B(H). Koìóòàíòîì àëãåáðè A íàçèâàòèìåìî

ìíîæèíó A′ = {b ∈ B(H) | ba = ab, a ∈ A}. Ïîðàõóâàòè êîìóòàíò ïîâíèõ

ìàòðè÷íèõ àëãåáðMn(C).

4. Ïîðàõóâàòè êîìóòàíòè íàñòóïíèõ àëãåáð:Mn(C)⊕Mm(C),Mn(C)⊕ 0,
Mn(C)⊕ . . .⊕Mn(C).

5. ÍåõàéA öå ñêií÷åííîâèìiðíèé ôàêòîð, íåõàé p, q äâà âiäìiííi âiä íóëüîâîãî
ïðîåêòîðè â A. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ åëåìåíò a ∈ A òàêèé, ùî paq 6= 0.

6. Íåõàé A - C∗-àëãåáðà. Ãîâîðèòèìåìî, ùî D öå masa àëãåáðè A ÿêùî âîíà

¹ ìàêñèìàëüíîþ àáåëåâîþ ïiäàëãåáðîþ A. Äîâåñòè íàñòóïíi âëàñòèâîñòi

D:

• D = D′;
• ÿêùî D óíiòàëüíà, òî A òåæ óíiòàëüíà, òà îäèíèöÿ D ñïiâïàäà¹

ç îäèíèöåþ A;
• ÿêùî p ïðîåêòîð â D ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ pDp = Cp òî pAp = Cp,
òîáòî ìiíiìàëüíèé ïðîåêòîð â D ìiíiìàëüíèé òàêîæ i â A.


