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Проведено групову класифiкацiю в класi багатовимiрних нелiнiйних
хвильових рiвнянь вигляду utt = ∇(f(u)∇u) + g(u).

Group classification in the class of multidimensional nonlinear wave equati-
ons of the form utt = ∇(f(u)∇u) + g(u) is carried out.

1. Вступ. В данiй статтi проведено групову класифiкацiю в класi
багатовимiрних нелiнiйних хвильових рiвнянь вигляду

utt = ∇(f(u)∇u) + g(u), або utt = (f(u)ua)a + g(u), (1)

для однiєї дiйсної функцiї u = u(t, x) вiд n + 1 незалежних змiнних
t = x0 i �x = (x1, x2, . . . , xn), n ∈ N. Тут i надалi нижнiй iндекс фун-
кцiї позначає диференцiювання за вiдповiдною змiнною. Iндекси a i
b змiнюються вiд 1 до n. За iндексами, що повторюються, йде пiдсу-
мовування. ∇ = (∂1, ∂2, . . . , ∂n), ∂a = ∂/∂xa. f i g — довiльнi гладкi
функцiї залежної змiнної u, причому f(u) > 0. Для класифiкацiї
використано технiку дослiджень, запропоновану в [1].

Клас рiвнянь (1) з використанням методiв симетрiйного аналiзу,
вивчався в багатьох роботах (див., наприклад, [2–5]). Але, наскiль-
ки нам вiдомо, задачу повної групової класифiкацiї в цьому класi
нiде не розглянуто. Не зважаючи на iснування окремих результатiв
щодо симетрiйних властивостей рiвнянь вигляду (1), остаточне твер-
дження щодо класифiкацiї не сформульовано навiть для важливих
пiдкласiв, коли f ≡ 1 або g ≡ 0.
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2. Результат класифiкацiї. Введемо позначення:
∂t = ∂/∂t, ∂a = ∂/∂xa, Jab = xa∂b − xb∂a, a < b, I = u∂u,

J0a = t∂a + xa∂t, D = t∂t + xa∂a, D′ = xa∂a + 2∂u,
Ka = 2xaD + (t2 − xbxb)∂a − (n− 1)xaI,
K0 = 2tD − (t2 − xbxb)∂t − (n− 1)tI.

Результат групової класифiкацiї щодо рiвнянь вигляду (1) сфор-
мульовано у виглядi трьох наступних теорем.

Теорема 1. Ядро Gker основних груп рiвнянь вигляду (1) спiвпадає
з групою E(1)⊗ E(n) (прямим добутком груп Евклiда в просторах
змiнних t i �x вiдповiдно), алгебра Лi якої Aker = e(1)⊕e(1) = 〈∂t, ∂1〉
при n = 1 та Aker = e(1)⊕ e(n) = 〈∂t〉 ⊕ 〈∂a, Jab〉 при n > 1.

Теорема 2. Алгебра Лi Aequiv групи еквiвалентностi Gequiv класу
рiвнянь (1) породжується операторами ∂t, ∂a, Jab (при n � 2), a <
b, ∂u, t∂t+xa∂a+2u∂u, xa∂a+2f∂f , t∂t+xa∂a−2g∂g. Дiя будь-якого
перетворення еквiвалентностi на функцiї f, g має вигляд

f̃(u) = δ1f(δ3u+ δ0), g̃(u) = δ2g(δ3u+ δ0), (2)
де δ0, δ1, δ2, δ3 ∈ R, δ1, δ2, δ3 > 0.

Зауваження. Щоб зняти вимогу додатностi для константи δ2 (або
δ3) необхiдно врахувати дискретне перетворення еквiвалентностi рiв-
нянь (1): t̃ = t, x̃ = x, ũ = −u, f̃ = f, g̃ = −g.
Теорема 3. З точнiстю до перетворень з Gequiv для рiвнянь (1)
iснують лише наступнi випадки розширення максимальної в сенсi
Лi алгебри iнварiантностi Amax = Amax(f, g) (нижче наведено лише
базиснi оператори з доповнення до Aker; ε, ε̂ — ненульовi сталi, що
перетвореннями еквiвалентностi можна одночасно звести до ±1):

I. f = const > 0.

1. f = 1, g = g(u): J0a;
2. f = 1, g = |u|γ , де γ �∈ {0; 1} та або γ �= n+3

n−1 , або n = 1:
J0a, (1− γ)D + 2I;

3. f = 1, g = |u|
n+3
n−1 , де n > 1: J0a, 2D − (n− 1)I, Ka, K0;

4. f = 1, g = εeu: J0a, D − 2∂u, якщо n > 1,
або ϕ1∂t + ϕ1∂x − 2ϕ̇1∂u, ϕ

2∂t − ϕ2∂x + 2ϕ̇2∂u, якщо n = 1,
де ϕ1 = ϕ1(x + t), ϕ2 = ϕ2(x − t) — довiльнi гладкi несталi
функцiї своїх аргументiв;
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5. f = 1, g = εu: J0a, I, χ(t, �x)∂u,
де χ = χ(t, �x) — довiльний розв’язок вихiдного рiвняння;

6. f = 1, g = 0: J0a, D, I, χ(t, �x)∂u, Ka, K0,
де χ = χ(t, �x) — довiльний розв’язок вихiдного рiвняння.

II. f �= const .

1. f = f(u), g = 0: D;
2. f = εeu, g = ε̂eαu: αD −D′;
3. f = εeu, g = 0: D, D′;
4. f = ε|u|β , g = ε̂|u|γ : γD − βxa∂a − 2u∂u;
5. f = ε|u|γ , g = 0, де γ �∈ {−4; 0; −4

n+2}: D, γxa∂a + 2u∂u;

6. f = εu−4, g = ε̂u−3: 2t∂t + u∂u, t
2∂t + tu∂u;

7. f = εu−4, g = ε̂u−3− 1
4u: 2 cos t ∂t−sin t u∂u, 2 sin t ∂t+cos t u∂u;

8. f = εu−4, g = ε̂u−3 + 1
4u: et(2∂t + u∂u), e−t(2∂t − u∂u);

9. f = εu−4, g = 0: 2t∂t + u∂u, t
2∂t + tu∂u, 2xa∂a − u∂u;

10. f = εu−4, g = − 1
4u: 2 cos t ∂t − sin t u∂u, 2 sin t ∂t + cos t u∂u,

2xa∂a − u∂u;
11. f = εu−4, g = 1

4u: et(2∂t + u∂u), e−t(2∂t − u∂u), 2xa∂a − u∂u;

III. f �= const . Випадки, коли i довiльнi елементи f i g, для яких є
розширення, i склад самого розширення залежать вiд розмiрностi
простору змiнних �x.

n = 1 :

1. f = εu−4/3, g = ε̂u: 2x∂x − 3u∂u, x2∂x − 3xu∂u;
2. f = εu−4/3, g = 3

4εu
−1/3 + ε̂u: 2 cosx ∂x+ 3 sinxu∂u,

2 sinx ∂x− 3 cosxu∂u;
3. f = εu−4/3, g = − 3

4εu
−1/3 + ε̂u: ex(2∂x − 3u∂u), e−x(2∂x +

3u∂u);
4. f = εu−4/3, g = 0: 2x∂x − 3u∂u, x2∂x − 3xu∂u, 2t∂t + 3u∂u;
5. f = εu−4/3, g = 3

4εu
−1/3: 2 cosx ∂x+ 3 sinxu∂u,

2 sinx ∂x− 3 cosxu∂u, 2t∂t + 3u∂u;
6. f = εu−4/3, g = − 3

4εu
−1/3: ex(2∂x − 3u∂u), e−x(2∂x + 3u∂u),

2t∂t + 3u∂u;
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n = 2 :
1. f = εu−1, g = ε̂u: ξ1∂1 + ξ2∂2 − 2ξ11u∂u;
2. f = εu−1, g = 0: ξ1∂1 + ξ2∂2 − 2ξ11u∂u, t∂t + 2u∂u;

тут (ξ1, ξ2) = (ξ1(x1, x2), ξ2(x1, x2)) — довiльний розв’язок сис-
теми Кошi–Рiмана ξ11 = ξ22 , ξ

1
2 = −ξ21 ;

n = 3 :
1. f = ε|u|− 4

n+2 , g = ε̂u:
xa∂a − n+2

2 u∂u, 2xaxb∂b − xbxb∂a − (n+ 2)xau∂u;

2. f = ε|u|− 4
n+2 , g = 0:

xa∂a − n+2
2 u∂u, 2xaxb∂b − xbxb∂a − (n+ 2)xau∂u, t∂t + n+2

2 u∂u.

3. Висновки. Отриманi результати є цiкавими з кiлькох причин.
Проведено повну групову класифiкацiю в класi рiвнянь (1), що до-
зволяє твердити про вiдсутнiсть випадкiв розширення групи симе-
трiї, нееквiвалентних випадкам з теореми 3. З отриманого результату
можна легко виокремити твердження щодо повної групової класифi-
кацiї в двох важливих пiдкласах класу (1) (один — з f ≡ 1, iнший —
з g ≡ 0). Крiм вiдомих випадкiв розширення симетрiї (всi випадки
з f = const та деякi випадки з g = 0), знайдено цiлу низку нових
випадкiв розширення. Серед них є такi, що мають неочевидну i не-
стандартну симетрiю.

Наступним кроком симетрiйного аналiзу виокремлених рiвнянь з
широкою симетрiєю є лiївська редукцiя та побудова їх точних розв’яз-
кiв. Цi результати разом з докладним доведенням класифiкацiї бу-
дуть темою наступних публiкацiй.

Автори висловлюють щиру подяку Р.О. Поповичу за постановку
задачi та плiднi обговорення результатiв, що мiстяться в статтi.
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