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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ ×ÅÍÜ

A equiv àëãåáðàËi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi

Aker àëãåáðàËi ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï

Amax ìàê ñèìàëüíà àëãåáðàËi iíâàðiàíòíîñòi

Ad I ïðè¹äíàíå çîáðàæåííÿ åëåìåíòà I

Aut( S) ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ àëãåáðèS
R

a ñêîðî÷åííÿ äëÿ
R

a(u)du

CV ìíî æèíà âåêòîðiâãóñòèíè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

CV0 ìíî æèíà âåêòîðiâãóñòèíè òðèâiàëüíèõ

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

CV f ïðîñòið íåòðèâiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

dim P ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó P

@x îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ x

Dx îïåðàòîð ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ

çà çìiííîþ x

D i , Dx i îïåðàòîð ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ

çà çìiííîþ x i

Gequiv ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi

Gker ÿäðî îñíîâíèõ ãðóï

Gmax; Gmax(L) îñíîâíà ãðóïà ðiâíÿííÿ L

J (k) ïðîñòið äæåòiâïîð ÿäêó k

L ñèñòåìàäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

L k ïîòåíöiàëüíà ñèñòåìàk-ãî ðiâíÿ

L (k) ìíîãîâèä ñèñòåìèL ó ïðîñòîði J (k)

Lp ïðîñòið iíòåãðîâíèõ ó p-ìó ñòåïåíi ôóíêöié

Lj S êëàññèñòåì ç äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè,

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè S



6

bLj S ìíî æèíà âñiõïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì,

ïîáó äîâàíèõ äëÿ ñèñòåì ç êëàñóLj S

çà äîïîìîãîþ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

jjujjn jjujjn = (
R

ju(t; x)jndx)1=n � íîðìà ó ïðîñòîði L n

u(� ) ìíî æèíà âñiõ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ ôóíêöié u

çà çìiííèìè x ïîð ÿäêó íå áiëüøå çà �

W 1 ïðîñòið Ñîáîëåâà ç íîðìîþ jjujj W 1 = (jjr ujj2
2 + jjujj2

2)
1=2
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Âñòóï

Àêòó àëüíiñòü òåìè. Ïðè äîñëiäæåííi áóäü-ÿêîãî ÿâèùà äîñëiäíèê ìà¹

ñïðàâó ç i¹ðàðõi¹þ ìî äåëåé,ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ, ÿê ïðàâèëî, øëÿõîì ïîñëi-

äîâíîãî óðàõóâàííÿ ðiçíèõ ôàêòîðiâ i ìiñòèòü íåëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïî õiäíèìè. Â i¹ðàðõi¨ ìî äåëåéçàâæäèìî æíà

ïðîñëiäêóâàòè i¹ðàðõiþ ñèìåòði¨, ùî îïèñó ¹òüñÿ ãðóïàìè ïåðåòâîðåíü.

Çíàííÿ òàêèõãðóï äà¹ äîñëiäíèêó çíà÷íó iíôîðìàöiþ äëÿ âèâ÷åííÿ ìà-

òåìàòè÷íèõ ìî äåëåé. Íàïðèêëàä, ãðóïîâà âëàñòèâiñòüñèñòåìè äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äîçâîëÿ¹ ãåíåðóâàòèíîâi ðîçâ'ÿçêè ç âæå âiäîìèõ,

áóäóâàòèäëÿ ìî äåëi çàêîíè çáåðåæåííÿ, âèäiëÿòè êëàñè iíâàðiàíòíî�

ãðóïîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ, çíàõî äæåííÿ ÿêèõ ¹ áiëüø ïðîñòîþ çàäà÷åþ ïîðiâ-

íÿíî iç çíàõî äæåííÿì çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òîùî. Âñåöå íàáóâà¹ îñîá-

ëèâî âåëèêî¨ öiííîñòi ïðè âèâ÷åííi íåëiíiéíèõ ìî äåëåé,äåêî æåí òî÷íèé

ðîçâ'ÿçîê âiäiãðà¹ âàæëèâóðîëü. Íàâiòü ÿêùî âií íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðå-

àëüíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i, éîãî äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòèÿê òåñòîâèéäëÿ

ðîçðîáëåíèõ â ðàìê àõ iíøèõ ïiäõ î äiâ ÷èñåëüíèõàáî íàáëèæåíèõ àëãî-

ðèòìiâ.

Ó âèïàäêó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [23] ç iíâàðiàíòíîñòi

âiäíîñíî î äíîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè ñèìåòðié âèïëèâà¹ ìî æëèâiñòüïîíè-

æåííÿ ïîð ÿäêó ðiâíÿííÿ íà î äèíèöþ, ïðè÷îìó ðîçâ'ÿçêè âèõiäíîãî ðiâ-

íÿííÿ âiäíîâëþþòüñ ÿ çà ðîçâ'ÿçêàìè ðåäóêîâàíîãî çà äîïîìîãîþ î äíi¹¨

êâàäðàòóðè.Äëÿ î äíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîð ÿäêó öåé ìåòî ä äà¹ ÿâíó

ôîðìó ëó äëÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó. Áàãàòîïàðàìåòðè÷íi ãðóïè ñèìåòðié

ïðèâî äÿòüäî ïî äàëüøîãî ïîíèæ åííÿ ïîð ÿäêó, àëåíå çàâæäèìî æíà âiä-

íîâèòè ðîçâ'ÿçêè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ çà ðîçâ'ÿçêàìè ðåäóêîâàíîãî øëÿ-

õîì ëèøå êâàäðàòóð,çàâèíÿòêîì âèïàäêó, êîëè ñàìà ãðóïà çàäîâîëüíÿ¹

äî äàòêîâié âèìîçi ðîçâ'ÿçíîñòi.
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Ó âèïàäêó ñèñòåìäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ ïîâ-

íà ãðóïà ñèìåòðié íå äîïîìàã à¹ âiäøóêàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òiëüêè

ó ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ âîíà ìî æå âêàçàòè, êîëè ñèñòåìó ìî æíà ïåðå-

òâîðèòè íà òàêó, ùî ëåãøå ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ, íàïðèêëàä ëiíiéíó . Îäíàê,

ãðóïè ñèìåòðié ìî æíà âèêîðèñòîâóâàòè,ùîá ÿâíî çíàéòè ÷àñòêîâi êëàñè

ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äåÿêî¨ ïiäãðóïè ïîâíî¨ ãðóïè ñè-

ìåòðié. Äëÿ áàãàòüî õ íåëiíiéíèõ ñèñòåì öå ¹äèíi âiäîìi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè,

òîìó âîíè âiäiãðàþòüâàæëèâóðîëü i â ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ, i â

ôiçè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ.

Äðóãîþ âàæëèâîþ çàäà÷åþ ãðóïîâîãî àíàëiçó ¹ çàñòîñóâàííÿ ñèìåò-

ðiéíèõ ìåòî äiâ äëÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü. Ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çà-

äà÷i öiêàâå íå ëèøå ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, àëå ìà¹ é ïðèêëàäíå

çíà÷åííÿ. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ÷àñòî ìiñò ÿòü

ïàðàìåòðè àáî ôóíêöi¨, ÿêi çíàõî äÿòüñÿ åêñïåðèìåíò àëüíî i òîìó íå ¹

ñòðîãî ôiê ñîâàíèìè (ÿê ãîâîðÿòü, ¹ äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè). Â òîé æå

÷àñðiâíÿííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìî äåëi ïîâèííi áóòèäîñòàòíüî ïðîñòèìè äëÿ

àíàëiçó i ðîçâ'ÿçàííÿ. Ãðóïîâèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ ïðèéíÿòè çà êðèòåðié

ïðîñòîòè âèìîãó , ùîá ç âèáðàíèì äîâiëüíèì åëåìåíòîì ìî äåëþþ÷å äè-

ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äîïó ñêàëî ãðóïó ç ïåâíèìè âëàñòèâîñòÿìè àáî,

âçàãàëi, íàéáiëüø øèðîêó ãðóïó.

Êîðèñíîþ i öiêàâîþ ¹ òàêî æ çàäà÷à ïðî ìî æëèâi ïåðåòâîðåííÿ â çà-

äàíîìó êëàñi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çîêðåìà, ÿêùî âiäîìà ãðóïà

åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ êëàñó, òî äëÿ êîíêðåòíîãî ðiâíÿííÿ ç ¨¨ äîïîìîãîþ

ìî æíà øóêàòèòàêi ïåðåòâîðåííÿ, ùîá ìî äèôiê îâàíå ðiâíÿííÿ ìàëî íàé-

áiëüø ïðîñòó i çðó÷íó äëÿ äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíó ñòðóêòóðó.

Ùå î äíèì çàñòîñóâàííÿì àïàðàòó ãðóïîâîãî àíàëiçó ¹ çíàõî äæåííÿ

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, ÿêi âiäiãðàþòü âàæëèâóðîëü ó âèâ÷åííi ðiâíÿíü

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. ˆõ çíàííÿ êîðèñíå äëÿ ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî õiäíèìè [102],íàïðèêëàä, äëÿ

êîíòðîëþ ÷èñåëüíèõïî õèáîê. Äîñëiäæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿí-
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íÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà áóëî ïî÷àòê îâîþ òî÷êîþ äëÿ âiäêðèòòÿ íîâèõ

ïiäõ î äiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü [113](ïåðåòâîðåííÿ Ìióðè,

ïàðè Ëàêñà, ìåòî ä îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ, ái-ãàìiëü òîíîâi ñòðóêòó-

ðè). Iñíóâàííÿ çíà÷íî¨ êiëüêîñòi íååêâiâàëåíòíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

äëÿ (ñèñòåì) äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ ¹ ïîê àçíè-

êîì ¨õ ìî æëèâî¨ iíòåãðîâíîñòi. Çàêîíè çáåðåæåííÿ ¹ âàæëèâèìè ó òåîði¨

íåêëàñè÷íèõ ïåðåòâîðåíü [107]i òåîði¨ íîðìàëüíèõ ôîðì òà àñèìïòîòè÷-

íî¨ iíòåãðîâíîñòi [100].

Ïåðåðàõîâàíi âèùå i äåÿêi iíøi, áiëüø ñïåöiàëüíi, çàäà÷i óòâîðþþòü

øèðîêó îáëàñòüçàñòîñóâàííÿ òåîði¨ i àëãîðèòìiâ ãðóïîâîãî àíàëiçó äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ñåðåäôóíäàìåíò àëüíèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ÷iëüíå ìiñöå íà-

ëåæèòüðiâíÿííÿì åâîëþöiéíîãî òèïó. Òàê, ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨�äèôó-

çi¨ óñïiøíî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ìî äåëþâàííÿ ïðîáëåì ó ìàòåìàòè÷-

íié ôiçèöi, õiìi¨ i áiîëîãi¨ [53,110,111,120]. Âîíè îïèñóþòü ðóõ ðiäèíè

ó ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi, ïåðåíîñ åíåðãi¨ â ïëàçìi, ðîçïî äië ðîç÷èíiâ ó

ãðóíòi. Öi òà iíøi çàñòîñóâàííÿ, çîêðåìà ó ìåòàëóðãi¨, ìî æíà çíàéòè

â [40,54,89,90,109,128,129,142].

Íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ Øðü îäiíãåðà âiäiãðà¹ âèêëþ÷íî âàæëèâóðîëü â

òåîði¨ ðîçâèòêó ñëàáî çìiííèõ õâèëüîâèõ øëåéôiâ â ñòiéêèõñëàáî íåëi-

íiéíèõ ñèñòåìàõi çóñòði÷à¹òüñÿ â öiëîìó ðÿäi ãàëóçåéôiçèêè, âêëþ÷à-

þ÷è ôiçèêó ïëàçìè i íåëiíiéíó îïòèêó [10]. Âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ â

ãåîìåòðè÷íié îïòèöi [27], íåëiíiéíié êâàíòîâié ìåõ àíiöi [55] i òåîði¨ êîí-

äåíñàöi¨Áîçå�Åéíøòåéíà [49].

Ó çâ'ÿçêó ç öèì àêòóàëüíîþ ïîñò à¹ çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ òà

ïî äàëüøîãî äîñëiäæåííÿ ó êëàñàõðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ i íåëiíiéíèõ

ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà.

Ðiçíi êëàñèêâàçiëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîð ÿäêó ç äâî-

ìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè òà íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà äîñëiä-

æóâàëèñÿ çà äîïîìîãîþ ñèìåòðiéíèõ ìåòî äiâ â [20,22,30,39,51,55�57,
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61,62,64,66�72,112,114,115,118,148]. Ó äàíié ðîáîòi ïîð ÿä ç óòî÷íåííÿì

òà óçàãàëüíåííÿì îòðèìàíèõ ðàíiøå ðåçóëüòàòiâ,ââîäÿòüñÿ íîâi ïîíÿòò ÿ

òà ðîçâèâàþòüñÿ íîâi ìåòî äè ãðóïîâîãî àíàëiçó, ÿêi äîçâîëÿþòü çíà÷íî

ñïðîñòèòè çíàõî äæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ òà ðîçøèðèòè îáëàñòü çà-

ñòîñóâàííÿ âæå âiäîìèõ ìåòî äiâ ãðóïîâîãî àíàëiçó, çíàõî äÿòüñÿ çàêîíè

çáåðåæåííÿ, ïðîâî äèòüñÿ ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ òà äîñëiäæóþòüñÿ iíøi

ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòiáiëüø øèðîêèõ êëàñiâðiâíÿíü.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íà óêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiÿ âèêîíàíà ó âiääiëi ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåíü Iíñòèòóòóìàòåìà-

òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìê àõ òåìè �Òåîðåòèêî-ãðóïîâèé àíàëiç íåëiíié-

íèõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, õiìi¨, áiîëîãi¨ òà åêîíîìiêè� (íîìåð

äåðæðå¹ñòðàöi0̈101U000098).

Ìåò à i çàâäàííÿ äîñëiäæ åííÿ. Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà òà

âäîñêîíàëåííÿ ñèìåòðiéíèõ ìåòî äiâ ïîáó äîâè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, çàñòî-

ñóâàííÿ ¨õ äî êëàñóðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨, à òàêî æ çíàõî äæåííÿ ïî-

òåíöiàëüíèõ ñèìåòðié òà ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ðiâ-

íÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ i ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ó êëàñi

ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ òà íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà. Äëÿ öüî-

ãî ïîð ÿä ç êëàñè÷íèìè ìåòî äàìè ãðóïîâîãî àíàëiçó ââåäåíî íèçêó íîâèõ

ïîíÿòü, âäîñêîíàëåíî ïð ÿìèé ìåòî ä çíàõî äæåííÿ ëîêàëüíèõ òà iòåðà-

öiéíèé ìåòî ä ïîáó äîâè íåëîê àëüíèõ (ïîòåíöiàëüíèõ) çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ.

Íà óêîâà íîâèçíà î äåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi

âèçíà÷àþòü íà óêîâó íîâèçíó òà âèíîñ ÿòüñÿ íà çàõèñò, òàêi:

1. Óçàãàëüíåíî ïð ÿìèé ìåòî ä çíàõî äæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è íîâi ïîíÿòò ÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiä-

íîñíî ëîêàëüíî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü, ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòiçàêîíiâ çáå-

ðåæåííÿ òà ëîêàëüíî¨ çàëåæíîñòi ïîòåíöiàëiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü çíà÷-
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íî ñïðîñòèòè çíàõî äæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ òà ðîçøèðèòè îá-

ëàñòüçàñòîñóâàííÿ âæå âiäîìèõ ìåòî äiâ ãðóïîâîãî àíàëiçó, âèêî-

íàíî êëàñèôiêàöiþ âñiõ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äëÿ êëàñó

(1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨. Ïðèïó ñêàþ÷è ìî æëèâiñòü

çàëåæíîñòiçàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiä êiëüêî õ ïîòåíöiàëiâ, óçàãàëüíåíî

iòåðàöiéíó ïðîöåäóðó çíàõî äæåííÿ ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåí-

íÿ. Çà äîïîìîãîþ ïð ÿìîãî iòåðàöiéíîãî ìåòî äó ïîáó äîâàíî íåëî-

êàëüíi (ïîòåíöiàëüíi) çàêîíè çáåðåæåííÿ äëÿ êëàñó(1+1)-âèìiðíèõ

ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ òà âiäïîâiäíi ¨ì ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè.

2. Ïîáó äîâàíî ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi i ïîòåíöiàëü-

íi ñèìåòði¨ äëÿ êëàñó(1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ òà

äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ ïîòåíöiàëüíèìè i êëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè

çà äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Ïîê àçà-

íî, ùî íåëîê àëüíi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi ëiíåàðèçóþòü âiäîìi ðiâíÿííÿ

Áþðãåðñà,Ôîê àøà�Éîðòñîñà òà u� 2-äèôóçi¨ ¹ ïîòåíöiàëüíèìè ïåðå-

òâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi.

3. Ïðîâåäåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü

êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íò àìè âiäíîñíî ÿê çàãàëüíî¨

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, òàê i óñiõëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çìiííèõ. Çà

äîïîìîãîþ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ i

çíàéäåíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü, ùî íàëåæàòüäî äàíîãî êëàñó.

4. Äîñëiäæåíî ðiçíi âèäè äî äàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi íà

ïiäêëàñàõ êëàñó(1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ çi çìií-

íèìè êîåôiöi¹íò àìè.

5. Âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü Øðü î äií-

ãåðàç äîâiëüíèì ïîòåíöiàëîì òà ñòåïåíåâîþ íåëiíiéíiñòþ. Çíàéäåíî

âñi ìî æëèâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ ðiâíÿííÿìè ó äàíî-

ìó êëàñi. Ïîê àçàíî, ùî âñi òàêi ïåðåòâîðåííÿ íàëåæàòü äî ãðóïè
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åêâiâàëåíòíîñòi âèõiäíîãî êëàñó. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàí-

íÿ òà ¹äèíîñòi ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òà ðîçâ'ÿçêó iç çàãîñòðåííÿì

çàäà÷i Êîøi äëÿ äåÿêèõ êëàñiâíåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà ç

ïîòåíöiàëîì.

6. Ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1+ n)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü Øðü î äií-

ãåðàç ïîòåíöiàëîì òèïó ãàðìîíiéíîãî îñöèëÿòîðà òà íåëiíiéíiñòþ

âèãëÿäó F = F (j j) .

Ïðàêòè÷íå çíà ÷åííÿ î äåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáî-

òà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ìî-

æóòüáóòèâèêîðèñòàíèìè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðÿäó êîíêðåòíèõ çàäà÷ òåî-

ði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî õiäíèìè, à òàêî æ â êâàí-

òîâié ìåõ àíiöi, òåîði¨ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ òà òåîði¨ áðîóíiâñüêîãî ðóõó.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà ÷à. Âèçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ïëàíó äiÿëüíî-

ñòi òà ïîñò àíîâê à çàäà÷ íàëåæàòü íà óêîâîìó êåðiâíèêó � À.Ã. Íiêiòi-

íó . Ïî äàëüøå óòî÷íåííÿ ïëàíiâ äîñëiäæåííÿ äîñÿãíóòî ó ñïiâïðàöi ç

Ð.Î. Ïîïîâè÷åì. Äîâåäåííÿ âñiõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨, âèíåñåíèõ íà

çàõèñò, ïðîâåäåíî äèñåðòàíòîì ñàìîñòiéíî. Â ðîáîò àõ, ÿêi îïóáëiê îâà-

íî ðàçîì ç ñïiâàâòîðàìè, îñîáèñòèé âíåñîê äèñåðòàíòà òàêèé. Ó ðîáî-

òàõ [121,122,124,125] Ð.Î. Ïîïîâè÷ó íàëåæèòü óòî÷íåííÿ ïîñò àíîâêè

çàäà÷, ðîçðîáêà ìåòî äiâ äîñëiäæåííÿ òà çàñòîñóâàííÿ ïð ÿìîãî ìåòî äó

äî çíàõî äæåííÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, äèñåðòàíòó � äîâåäåííÿ

ðåçóëüòàòiâ êëàñèôiêàöié, ñèìåòðiéíà ðåäóêöiÿ òà çíàõî äæåííÿ òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ. Ó ðîáîòi [123]Ð.Î. Ïîïîâè÷ó íà-

ëåæèòüäîâåäåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿí-

íÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Õ. Åøðàãi â ðîáîò àõ [124,125]íàëåæèòüïåðåâiðêà

ñêëàäíèõ òåõíi÷íèõ îá÷èñëåíü.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòèäèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè

äîïîâiäàëèñ ÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ íà ñåìiíàðàõ âiääiëó ïðèêëàäíèõ äîñëiä-

æåíü Iíñòèòóòóìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (2000�2004,êåðiâíèê ñåìiíàðó
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� ïðîôåñîð Íiêiòií À.Ã.), îá'¹äíàíîìó ñåìiíàði ç ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè

Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (2004,êåðiâíèêè ñåìiíàðó � ÷ëåí-

êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¨íè Ïåòðèíà Ä.ß., ïðîôåñîð Ãîí÷àð Ì.Ñ., ïðî-

ôåñîð Áiëîê îëîñ ™.Ä., ïðîôåñîð Êëiìèê À.Ó., ïðîôåñîð Íiêiòií À.Ã.),

íà ñåìiíàðàõ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè i ñòàòèñòèêèÓíiâåðñèòåòóÊiï-

ðà (2003�2004, Íiê îñiÿ, Ðåñïóáëiêà Êiïð, êåðiâíèê ñåìiíàðó � ïðîôå-

ñîð Ïàïàðî äiòiñ Å.), íà IV òà V Ìiæíàðî äíié êîíôåðåíöi¨ �Symmetry in

Nonlinear Mathematical Physics� (Êè¨â, 2001,2003), íà V Ìiæíàðî äíié

êîíôåðåíöi¨ �Àâià-2003� (Êè¨â, 2003),íà II I ëiòíié øêîëi ç ñó÷àñíî¨ ìà-

òåìàòè÷íî¨ ôiçèêè (Çëàòiáîð, Ñåðáiÿòà ×îðíîãîðiÿ, 2004).

Ïóáëiê àöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòèäèñåðòàöi¨îïóáëiê îâàíî â ï'ÿòè ðîáîò àõ

[87,88,121,124,125]òà äî äàòêîâî âèñâiòëåíî ó ðîáîò àõ [14,122,123].

Ñòðóêòóðà, îáñ ÿã òà çìiñò äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç

çìiñòó, âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ i ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë,

ÿêèé ìiñòèòü 148íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ 129ñòîðiíîê, ç

íèõ ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåëçàéìà¹ 16 ñòîðiíîê.

Êîðîòêèé çìiñò îñíîâíî¨ ÷àñòèíè ðîáîòè. Îñíîâíà ÷àñòèíàðîáîòè

ñêëàäà¹òüñÿ ç ï'ÿòè ðîçäiëiâ. Íà ïî÷àòêó êî æíîãî ðîçäiëó ïî äà¹òüñÿ

êîðîòêèé çìiñò ïiäðîçäiëiâ äàíîãî ðîçäiëó.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ïðîâî äèòüñÿ äîêëàäíèé îãëÿä ëiòåðàòóðè,ïîâ'ÿçà-

íî¨ ç òåìîþ äèñåðòàöi¨.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨íàâåäåíî äåÿêiòåîðåòè÷íi âiäîìîñòi i âêà-

çàíî ìåòî äè çíàõî äæåííÿ ñèìåòðié òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñè-

ôiê àöi¨,ðîçðîáëåíî ïîíÿòò ÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiäíîñíî

ãðóïè ïåðåòâîðåíü, óçàãàëüíåíî ïð ÿìèé ìåòî ä çíàõî äæåííÿ ëîêàëüíèõ

òà iòåðàöiéíèé ìåòî ä ïîáó äîâè ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi âèêîíàíî êëàñèôiêàöiþ âñiõëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáå-

ðåæåííÿ äëÿ êëàñó(1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨

ut = (a(u)ux)x + b(u)ux :
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Çà äîïîìîãîþ ïð ÿìîãî iòåðàöiéíîãî ìåòî äó ïîáó äîâàíî íåëîê àëüíi (ïî-

òåíöiàëüíi) çàêîíè çáåðåæåííÿ òà âiäïîâiäíi ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè äëÿ

äàíîãî êëàñóðiâíÿíü. Äëÿ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè,ùî âiäïîâiäà¹ ñïiëüíî-

ìó äëÿ âñiõçíà÷åíü ïàðàìåòð�ôóíêöié çàêîíó çáåðåæåííÿ âèêîíàíî ïîâ-

íó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ. Ïîáó äîâàíî ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi i ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ äëÿ äàíîãî êëàñóðiâíÿíü òà äîñëiäæåíî

çâ'ÿçîê ìiæ ïîòåíöiàëüíèìè i êëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè çà äîïîìîãîþ ïî-

òåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Ïîê àçàíî, ùî íåëîê àëüíi ïåðå-

òâîðåííÿ, ùî ëiíåàðèçóþòüâiäîìi ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà,Ôîê àøà�Éîðòñîñà

òà u� 2-äèôóçi¨ ¹ ïîòåíöiàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi.

×åòâåðòèéðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêà-

öi¨ òà ïîáó äîâi òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü âèãëÿäó

f (x)ut = (g(x)a(u)ux)x + b(u)ux ;

äåf = f (x), g = g(x), a = a(u) i b= b(u) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ

àðãóìåíòiâ, f (x)g(x)a(u) 6= 0. Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó ðîçäiëi ôàêòè÷íî

âèêîíàíî äâi çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨: âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíòíî-

ñòiâèõiäíîãî êëàñóòà âiäíîñíî óñiõëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çìiííèõ. Äëÿ

äåÿêèõïiäêëàñiâ ðiâíÿíü ïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ òà çíàéäåíî ¨õ

òî÷íi ðîçâ'ÿçêè.

Ï'ÿòèé, îñòàííié, ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëà-

ñèôiêàöi¨ ó êëàñi(1 + 1)-âèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà ç ïî-

òåíöiàëîì âèãëÿäó

i t +  xx + j j 
  + V = 0

òà (1 + n)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü

i  t + �  + kjxj2 � f (j j)  = 0;

äå V = V(t; x), f = f (j j) � äîâiëüíi ãëàäêi êîìïëåê ñíîçíà ÷íi ôóíêöi¨

ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, 
 6= 0 i k � äiéñíi ñòàëi. Ó öüîìó æ ðîçäiëi äîñëiäæåíî
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ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ äåÿêèìè ïiäêëàñàìè êëàñiâ,ùî ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ãëîáàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó òà ðîçâ'ÿçêó iç çàãîñòðåííÿì çàäà÷i Êîøi äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì.

Â êiíöi îñíîâíî¨ ÷àñòèíè äèñåðòàöi¨ çðîáëåíî çàãàëüíi âèñíîâêè.

Ïî äÿêè. Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó íà óêîâîìó êåðiâíè-

êó äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íà óê ïðîôåñîðó Íiêiòiíó Àíàòîëiþ

Ãëiáîâè÷ó çà ïîñò àíîâêó çàäà÷, ïîñòiéíó óâàãóòà äîïîìîãó â ðîáîòi i

êàíäèäàòó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íà óê Ïîïîâè÷ó Ðîìàíó Îìåëÿíî-

âè÷ó çà ïëiäíó ñïiâïðàöþ, ïiäòðèìêó òà äîïîìîãó . Àâòîð òàêî æ âäÿ÷-

íèé óñiì ó÷àñíèêàì íà óêîâîãî ñåìiíàðó âiääiëó ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåíü

Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çà öiííi çàóâàæåííÿ, çðîáëåíi ïiä

÷àñîáãîâîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ.
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ÐÎÇÄIË 1

Îã ëÿä ëiòåðàòóðè

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî îãëÿä òà àíàëiç ëiòåðàòóðè,ïðèñâÿ÷åíî¨ ñè-

ìåòðiéíèì âëàñòèâîñòÿì ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ òà ðiâíÿíü Øðü îäií-

ãåðà.Îã ëÿä ëiòåðàòóðè,â ÿêié ðîçãëÿäàþòüñÿ çàêîíè çáåðåæåííÿ, ïîòåí-

öiàëüíi ñèìåòði¨ òà ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�

äèôóçi¨ âèêîíàíî ó ïiäðîçäiëi 1.1. Ó ïiäðîçäiëi 1.2 ïðîàíàëiçîâàíî ðîáî-

òè,ÿêi ïîâ'ÿçàíi çñèìåòðiÿìè ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨. Ó ïiäðîçäiëi 1.3

ðîçãëÿíóòî ðîáîòè, â ÿêèõ âèâ÷àþòüñÿ ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòiðiâíÿíü

Øðü î äiíãåðà. Ó ïiäðîçäiëi 1.4 âèêîíàíî îãëÿä ëiòåðàòóðè,ïðèñâÿ÷åíî¨

ïèòàííþ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü Øðü î äiíãåðà.

1.1. Çàêîíè çáåðåæåííÿ, ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨

òà ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨

Ïiñëÿ òîãî, ÿê âèäàòíà ðîáîò à Åììi Íü îòåð [117] ñòàëà çàãàëüíîâiäî-

ìîþ, âåëèêà êiëüêiñòüàâòîðiâ (äèâ. íàïðèêëàä [23,86,92,135,137]) øó-

êàëè çàêîíè çáåðåæåííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìåòðiéíèé ïiäõiä, îñíîâà-

íèé íà ðåçóëüòàòàõ Íü îòåð. Â ñèëó óçàãàëüíåíî¨ òåîðåìè Íü îòåð [23],

iñíó¹ âçà¹ìíî î äíîçíà ÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ íåòðèâiàëüíèìè óçàãàëüíå-

íèìè âàðiàöiéíèìè ñèìåòðiÿìè äåÿêîãî ôóíêöiîíàëó òà íåòðèâiàëüíèìè

çàêîíàìè çáåðåæåííÿ àñîöiéîâàíîãî ðiâíÿííÿ Åéëåðà�Ëàãðàíæà, ïðè÷î-
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ìó áóäü-ÿêà òàêà ñèìåòðiÿ ¹ óçàãàëüíåíîþ ñèìåòði¹þ ðiâíÿííÿ Åéëåðà�

Ëàãðàíæà.

Îïèñàíèé ïiäõiä ìà¹ ðÿä ïåðåâàã. Âií çâîäèòü ïîáó äîâó çàêîíiâ çáå-

ðåæåííÿ äî çíàõî äæåííÿ ñèìåòðié, äëÿ âiäøóêàííÿ ÿêèõ iñíó¹ êiëüêà

äîáðå ðîçâèíóòèõ ìåòî äiâ. Êðiì òîãî, íåîá õiäíi ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi

âiäîìi äëÿ áàãàòüî õ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïðîòå öåé ïiäõiä

ìî æíà çàñòîñóâàòèëèøå äî ðiâíÿíü Åéëåðà�Ëàãðàíæà, ÿêi óòâîðþþòü

íîðìàëüíó ñèñòåìói äîïó ñêàþòüãðóïè ñèìåòðié, ùî çàäîâîëüíÿþòü ó äå-

ÿêîìó ñåíñi äî äàòêîâó �âàðiàöiéíó� âëàñòèâiñòüçáåðåæåííÿ âàðiàöiéíîãî

iíòåãðàëó[23]. Îñò àííÿ âèìîã à ïðèâî äèòü äî îáìåæ åííÿ êëàñóñèñòåì,

ÿêi ìî æóòüáóòèäîñëiäæåíi òàêèì ìåòî äîì.

Ó òîé æå ÷àñîçíà ÷åííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ áåçïîñåðåäíüî äà¹ øëÿõ

äî ¨õ çíàõî äæåííÿ. Òåõíiêà îá÷èñëåíü, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó öüîìó

ìåòî äi, ïî äiáíà äî êëàñè÷íîãî ìåòî äó Ëi äîñëiäæåííÿ ñèìåòðié äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [85,Ðîçäië 6]. ßê çàçíà÷åíî ó çãàäàíîìó ïîñèëàííi,

òàêóàëãîðèòìi÷íó ìî æëèâiñòüâïåðøå çàñòîñîâàíî Ï.-Ñ. Ëàïëàñîì [101]

äëÿ çíàõî äæåííÿ âåêòîðàËàïëàñà ó çàäà÷i Êåïëåðà äâîõ òië. Ñëiäóþ÷è

òðàäèöi¨ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, íàçâåìî öåéìåòî ä

ïðÿìèì (äèâ., íàïðèêëàä, [91]) òà âèîêðåìèìî äâi éîãî ìî äèôiêàöi¨, â

çàëåæíîñòi âiä ñïîñîáó âðàõóâàííÿ äîñëiäæóâàíî¨ ñèñòåìè.

Îäíà ç öèõìî äèôiêàöiéáàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ëåìè Æîð äàíà. Çà-

ñòîñóâàâøèëåìó Æîð äàíà äî îçíà ÷åííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, îòðèìà¹ìî,

ùî ëiâó ÷àñòèíó äîâiëüíîãî çàêîíó çáåðåæåííÿ ñèñòåìè L çàâæäèìî æ-

íà ïðåäñòàâèòè,ç òî÷íiñòþ äî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿê ëiíiéíó

êîìáiíàöiþ íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü ç L ç êîåôiöi¹íò àìè � a, ÿêi ¹ ôóíêöiÿ-

ìè ç ïðîñòîðó äæåòiâ J (k). Òóò ïîð ÿäîê k âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ L

òà äîïó ñòèìèì ïîð ÿäêîì çàêîíó çáåðåæåííÿ. Íàâåäåíå ïðåäñòàâëåííÿ

ìî æíà òðàêòóâàòèÿê ðiâíÿííÿ íà âåêòîð ãóñòèíè çàêîíó çáåðåæåííÿ

òà êîåôiöi¹íòè � a, ùî âèçíà÷åíå íà âiäêðèòiéïiäìíî æèíi ïðîñòîðó J (k).

Òàêà ìî äèôiêàöiÿ ïð ÿìîãî ìåòî äó âèêîðèñòîâóâàëàñÿ Äæ. Áëóìàíîì òà
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Ï.Ð . Äîðàí-Âó [45] äëÿ âèâ÷åííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü äèôóçi¨

òà áóëà ðîçâèíóòà Ñ. Àíê î òà Äæ. Áëóìàíîì [36,37] (äèâ. òàêî æ [13],

äå íàâåäåíî òåîðåòè÷íå ïiäãðóíò ÿ öüîãî ìåòî äó). Âií äóæå áëèçüêèé

äî ñèìåòðiéíîãî ìåòî äó Íü îòåð, îñêiëüêè, ó âèïàäêó ðiâíÿíü Åéëåðà�

Ëàãðàíæà, êîåôiöi¹íòè � a ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê íü îòåðiâñüêèìè õàðàêòåðè-

ñòèêàìè. Ïðîòå, öåé ïiäõiä ìà¹ ñóòò¹âiíåäîëiêè: òàê, íàïðèêëàä, íåîá-

õiäíiñòü çíàõî äèòè,êðiì êîåôiöi¹íòiâ âåêòîðàãóñòèíè, äî äàòêîâi íåâiäî-

ìi ôóíêöi¨ (êîåôiöi¹íòè � a). Êiëüêiñòü� a ñïiâïàäà¹ (i çðîñòà¹ ðàçîì) ç

÷èñëîì l íåçàëåæíèõðiâíÿíü ñèñòåìèL . Áiëüø òîãî, � a íå ìî æíà çíàéòè

ïîâíiñòþ î äíîçíà ÷íî, îñêiëüêè êîðòåæi f � ag òà f ~� ag âiäïîâiäàþòü òîìó

æ ñàìîìó çàêîíó çáåðåæåííÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè êîðòåæ f ~� a � � ag ¹

íó ëüîâèì íà ìíîãîâèäi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè L , ïðè÷îìó çðîñòàííÿ l ïðè-

âîäèòüäî ñóòò¹âîãî çðîñòàííÿ íåâèçíà÷åíîñòi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãó ìî äèôiêàöiþ ïð ÿìîãî ìåòî äà (äèâ., íàïðèê-

ëàä, [91]òà ïiäðîçäië 3.1öi¹¨ äèñåðòàöi¨), ìî æíà ââåñòèëîêàëüíi êîîð äè-

íàòè (òàê çâàíi �íåçâ'ÿçàíi çìiííi�) íà ìíîãîâèäi L (k), ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ

ñèñòåìîþ L ó ïðîñòîði J (k). Iíøi (�çâ'ÿçàíi�) çìiííi ïðîñòîðó J (k) âè-

ðàæàþòüñÿ ÷åðåçíåçâ'ÿçàíi çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü ç L (k). Ïiñëÿ ïiäñòà-

íîâêè îòðèìàíèõ âèðàçiâó çàêîí çáåðåæåííÿ éîãî ëiâà ÷àñòèíàïîâèííà

áóòè òîòî æíèì íó ëåì âiäíîñíî íåçâ'ÿçàíèõ çìiííèõ. Îïèñàíà ïðîöå-

äóðà ó êëàñè÷íîìó ãðóïîâîìó àíàëiçi íàçèâà¹òüñÿ �ïåðåõî äîì íà ìíî-

ãîâèä L �. ßêùî âðàõîâóâàòè L òàêèì ÷èíîì, àâòîìàòè÷íî óíèêà¹òüñÿ

íåâèçíà÷åíiñòü, ïîâ'ÿçàíà ç íó ëüîâèì âåêòîðîì ãóñòèíè i õàðàêòåðèñòè-

êàìè íà ðîçâ'ÿçêàõ L . Ïðîòå, äðóãèéòèï íåâèçíà÷åíîñòi, ùî âèíèêà¹

çàâäÿêèiñíóâàííþ íó ëü-äèâåðãåíöié,çáåðiãà¹òüñÿ.

Ðiçíi ìî äèôiêàöi¨ ñèìåòðiéíîãî ìåòî äó âèêîðèñòàíî äëÿ ïîáó äîâè çà-

êîíiâ çáåðåæåííÿ êîíêðåòíèõ ðiâíÿíü. Ó ðîáîò àõ [91,93], âèêîðèñòî-

âóþ÷è íåëîê àëüíi ñèìåòði¨, ïîáó äîâàíî çàêîíè çáåðåæåííÿ äëÿ äåÿêèõ

êëàñiâäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ ç äâîìà íåçàëåæ-

íèìè çìiííèìè. Â.À. Äîðî äíiöèí òà Ñ.Ð. Ñâiðùåâñüêèé[12] (äèâ. òà-
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êî æ [85],Ðîçäië 10) ïîáó äóâàëèâñiëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü

âèãëÿäó (1.3). Ëîê àëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ ïåðøîãî ïîð ÿäêó äëÿ ðiâ-

íÿíü âèãëÿäó (1.5) ïîáó äîâàíî A.Õ. Kaðîþ òà Ô.M. Maõîìåäîì [92].

Çàóâàæèìî, ùî â óñiõ ïîïåðåäíiõ ðîáîò àõ àâòîðè ëèøå áóäóâàëèçà-

êîíè çáåðåæåííÿ, íå êëàñèôiêóþ÷è ¨õ òà íå äîñëiäæóþ÷è íåòðèâiàëüíi

çâ'ÿçêèìiæ ïîáó äîâàíèìè çàêîíàìè.

Â ðîáîò àõ [15,33] äîâåäåíî, ùî âñi çàêîíè çáåðåæåííÿ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü ïàðíîãî ïîð ÿäêó 2m åêâiâàëåíòíi çàêîíàì çáåðåæåííÿ ïîð ÿä-

êó s � m. Ïîíÿòò ÿ áàçèñóçàêîíiâ çáåðåæåííÿ òà äåÿêi àëãåáðà¨÷íi

âëàñòèâîñòiáàçèñóäîñëiäæóâàëèñÿ ó ðîáîòi [32]. Ó ðîáîòi Äæ. Áëóìà-

íà òà Ï.Ð . Äîðàí-Âó [45]ðîçðîáëåíà iòåðàöiéíà ïðîöåäóðà çíàõî äæåííÿ

íåëîê àëüíèõ (ïîòåíöiàëüíèõ) çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, ÿêà áóëà âïåðøå çà-

ïðîïîíîâàíà Ø. Óîëêâèñòîì òà Ô. Åñòàáðóêîì [143] äëÿ çíàõî äæåííÿ

ïîòåíöiàëiâ äëÿ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà.

Äëÿ çíàõî äæåííÿ â ðàìê àõ ëîêàëüíîãî ïiäõ î äó íåëîê àëüíèõ ñèìåòðié

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ Äæ. Áëóìàí òà ií. [42,

43] çàïðîïîíóâàëè ïîíÿòò ÿ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèìåòði¨ . Ñèñòåìà äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ ìî æå äîïó ñêàòè ñèìåòði¨ òàêî-

ãî ðî äó, ÿêùî õî÷à á î äíå ç ðiâíÿíü ñèñòåìè ìî æíà çàïèñàòèó äèâåð-

ãåíòíié ôîðìi. Ïiñëÿ ââåäåííÿ â ðiâíÿííi, çàïèñàíîìó ó äèâåðãåíòíié

ôîðìi, ïîòåíöiàëó ó ÿêîñòi äî äàòêîâî¨ çàëåæíî¨ çìiííî¨, îòðèìà¹ìî íîâó

(ïîòåíöiàëüíó) ñèñòåìóäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ.

Áóäü-ÿêå ëîêàëüíå ïåðåòâîðåííÿ iíâàðiàíòíîñòi îòðèìàíî¨ ñèñòåìè iíäó-

êó¹ ñèìåòðiþ âèõiäíî¨ ñèñòåìè. ßêùî ïåðåòâîðåííÿ õî÷à á î äíi¹¨ ç �íåïî-

òåíöiàëüíèõ� çìiííèõ ÿâíî çàëåæèòüâiä ïîòåíöiàëó , îòðèìàíà ñèìåòðiÿ

¹ íåëîê àëüíîþ (ïîòåíöiàëüíîþ) ñèìåòði¹þ âèõiäíî¨ ñèñòåìè. Áiëüø äî-

êëàäíó iíôîðìàöiþ ïðî ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ çiáðàíî

â [42�44]. Ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü âèãëÿäó ut = (g(u)ux)x + f (u)ux

òà f (x)ut = (g(x)unux)x çíàéäåíî Õ. Ñîôîêëåó ñîì [131,133,134].

Â óñiõ çãàäàíèõ ðîáîò àõ ç ïîòåíöiàëüíî¨ ñèìåòði¨ çíàéäåíî ëèøå ÷è-
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ñòî ïîòåíöiàëüíi îïåðàòîðè ñèìåòði¨, àëå íå ïðîâî äèòüñÿ ïîâíà ãðóïî-

âà êëàñèôiêàöiÿ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì ç òî÷íiñòþ äî ïðî äîâæåíî¨ ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi ïî÷àòê îâèõ ðiâíÿíü. Öå ðîáèòü íåìî æëèâèì ïðîâåäåí-

íÿ ïîâíî¨ ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨,çíàõî äæåííÿ âñiõ iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî

ïåðåòâîðåíü ïîòåíöiàëüíî¨ ñèìåòði¨ ðîçâ'ÿçêiâ òà ïîøèðåííÿ îòðèìàíèõ

ðåçóëüòàòiâäî çíàõî äæåííÿ ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié åêâiâàëåíòíèõó ïåâ-

íîìó ñåíñi ñèñòåì. ßê ïðàâèëî, äëÿ ââåäåííÿ ïîòåíöiàëiâ âèêîðèñòîâó-

âàëèñÿ íàéáiëüø î÷åâèäíi çàêîíè çáåðåæåííÿ, îñîáëèâî ÿêùî ïî÷àòê îâå

ðiâíÿííÿ çàïèñàíå ó äèâåðãåíòíié ôîðìi. Çâ'ÿçêè ìiæ ðiçíèìè ïîòåí-

öiàëüíèìè ñèñòåìàìè òà ïîòåíöiàëàìè íå äîñëiäæóâàëèñÿ.

Â [4,126]çàïðîïîíîâàíî òà âèêîðèñòàíî iíøi ïiäõ î äè äî çíàõî äæåííÿ

íåëîê àëüíèõ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ

åâîëþöiéíîãî òèïó. Ó öèõ ðîáîò àõ ðîçãëÿäàëèñÿ íå öiëi ïîòåíöiàëüíi ñè-

ñòåìè, à ðiâíÿííÿ íà ïîòåíöiàë, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç âèõiäíèìè ðiâíÿííÿìè

íåëîê àëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè. I.Ø. Àõàòîâ, Ð.Ê. Ãàçiçîâ i Í.Õ. Iáðàãi-

ìîâ íàçâàëè òàêi ñèìåòði¨ �êâàçiëîêàëüíèìè� [4].

Çíà÷íó êiëüêiñòüðîáiò ïðèñâÿ÷åíî òàêî æ çíàõî äæåííþ ëîêàëüíèõ òà

íåëîê àëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ó êëàñi íåëiíiéíèõ (1+1)-âè-

ìiðíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨. Òàê, íàïðèêëàä, ó ðîáîò àõ [41,136] çíàéäåíî

íåëîê àëüíå ïåðåòâîðåííÿ, ÿêåëiíåàðèçó¹ ðiâíÿííÿ u� 2-äèôóçi¨ (ðiâíÿííÿ

Ôóäæèòè�Ñòîðìà)

ut = a((u + b)� 2ux)x :

ßêùî v(t; x) � ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi vt = vxx ,

òîäi ôóíêöiÿ u(t; x) = v� 1vx ¹ ðîçâ'ÿçêîì âiäîìîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà

ut = uxx + 2uux , çàïðîïîíîâàíîãî Äæ.Ì. Áþðãåðñîì [48]ó ÿêîñòi ìî äåëi

òóðáóëåíòíîñòi. Ïåðåòâîðåííÿ v ! u, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ òåïåð ïåðåòâîðåí-

íÿì Êîó ëà�Õîïôà, íàâåäåíî ó ðîáîòi À.Ð. Ôîðñàéòà 1906ðîêó (äèâ. [60],

ðîçäië 32,òîì 6) i áóëî ïåðåâiäêðèòî Å. Õîïôîì (1950,[84])òà Äæ.Ä. Êî-

óëîì (1951,[52]).

Â. Øòðàìïï [137]i Äæ. Áóðãàí òà ií. [47]äîñëiäèëè íåëîê àëüíi ïåðå-
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òâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ó êëàñiðiâíÿíü ut = (f (u)ux)x òàäîâåëèåêâiâà-

ëåíòíiñòü ðiâíÿíü ut = (k(u)ux)x i ut = (u� 2k(u� 1)ux)x . Â. Øòðàìïï [137]

çíàéøîâ òàêî æ ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ ðiâíÿííÿìè âèãëÿäó

ut = [k(u; ux)]x i ut = [uk(u� 1; � u� 3ux)]x . Öi ðåçóëüòàòè íåçàëåæíî ïå-

ðåâiäêðèòîòàóçàãàëüíåíî Â.Â. Ïóõíà ÷åâèì [126].Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðå-

òâîðåííÿ ìiæ íàâåäåíèìè ðiâíÿííÿìè, À.Ñ. Ôîê àø òà ß.Ñ. Éîðòñîñ [59]

çâåëèðiâíÿííÿ ut = (u� 2ux)x + u� 2ux äî ðiâíÿííÿ u� 2-äèôóçi¨, ùî ëiíå-

àðèçó¹òüñÿ. Çàóâàæèìî, ùî öå ¹äèíå ëîêàëüíå ïåðåòâîðåííÿ ìiæ âèïàä-

êàìè ðîçøèðåíü àëãåáðèiíâàðiàíòíîñòi ó êëàñiðiâíÿíü ut = (f (u)ux)x ,

ÿêå íå ìiñòèòüñÿ ó ãðóïi åêâiâàëåíòíîñòi.

Â 1987I.Ø. Àõàòîâ, Ð.Ê. Ãàçiçîâ i Í.Õ. Iáðàãiìîâ [3] ïîê àçàëè,ùî âñi

öi íåëîê àëüíi ïåðåòâîðåííÿ ¹ ëîêàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíî-

ñòi äëÿ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü äëÿ ïîòåíöiàëiâ. Â 1989ðîöi äëÿ ïî äiáíèõ

ïåðåòâîðåíü âîíè ââåëèòåðìií �êâàçiëîêàëüíi� ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíò-

íîñòi� [4].

Â 1988ðîöi Äæ. Áëóìàí, Ã. Ðiä i Ñ. Êóìåi [42]âïåðøå ðîçãëÿíóëè ïî-

òåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ó êëàñiðiâíÿíü ut = (f (u)ux)x .

ß.Ã. Ëiëü [105]îòðèìàâ äåÿêiðåçóëüòàòèùî äî ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâî-

ðåíü åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ ðiâíÿíü âèãëÿäó ut = (G(u)ux)x + f (u)ux . Òàê,

â éîãî ðîáîòi âïåðøå çíàéäåíî ãðóïó ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi äëÿ êëàñóðiâíÿíü ut = (G(u)ux)x + f (u)ux òà ïîáó äîâàíî

ñõåìó çâ'ÿçêiâ ìiæ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì, ðiâíÿííÿì u� 2-äèôóçi¨, ðiâíÿí-

íÿì Ôîê àøà�Éîðòñîñà òà ðiâíÿííÿì Áþðãåðñà.Íà æàëü,öi ðåçóëüòàòè,

âêëþ÷àþ÷è ïîíÿòò ÿ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, ¹ ìàëî-

âiäîìèìè i ïåðåâiäêðèòiiíøèìè àâòîðàìè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòî äè ãðóïîâîãî àíàëiçó, äëÿ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äè-

ôóçi¨ çíàéäåíî âåëèêóêiëüêiñòüòî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ [82,83,94,95]. Ó äîâiä-

íèê àõ[85]òà [24]çiáðàíî ïåðåâàæíóáiëüøiñòüçâiäîìèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

êëàñóðiâíÿíü, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.
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1.2. Ñèìåòðiÿ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ëiíiéíèõ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîð ÿä-

êó åâîëþöiéíîãî òèïó âïåðøå áóëî âèêîíàíî Ñîôó ñîì Ëi [103] â éîãî

êëàñèôiêàöi¨ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîð ÿäêó ç äâîìà íåçàëåæíèìè

çìiííèìè. Áiëüø ñó÷àñíèéâèêëàäöüîãî ïèòàííÿ ïî äàíî ó [22].

Äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü ðîçïî÷àëîñ ÿ ó 1959

ðîáîòîþ Ë.Â. Îâñ ÿííiê îâà [21],â ÿêié çíàéäåíî ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ

ut = (f (u)ux)x : (1.1)

Â.Ë. Êàòêîâ (1965,[16]) êëàñèôiêóâàâðiâíÿííÿ

ut + uux = (k(u)ux)x : (1.2)

Â.À. Äîðî äíiöèí (1982,[11]) ïðîâiâ ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü

ut = (G(u)ux)x + g(u): (1.3)

Â 1987I.Ø. Àõàòîâ, Ð.Ê. Ãàçiçîâ i Í.Õ. Iáðàãiìîâ [3] êëàñèôiêóâàëèðiâ-

íÿííÿ

ut = G(ux)uxx : (1.4)

A. Îðîí, Ô. Ðîçåíî (1986,[118]),C.M. Þíã , K. Âåðáóðã, Ï. Áàâå¹ (1994,

[146])òà M.Ï. Åäâàðäñ (1994,[57]) çàïðîïîíóâàëè íàéáiëüø øèðîêèé íà

òîé ÷àñïåðåëiê ñèìåòðié ðiâíÿííÿ

ut = (G(u)ux)x + f (u)ux : (1.5)

(Ðiâíÿííÿ (1.5) iíî äi íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì Ði÷àðäñà [145].) Ïðîòå, ó

öèõ ðîáîò àõ äåÿêi âèïàäêè (ðiâíÿííÿ u� 2-äèôóçi¨, ðiâíÿííÿ Ôîê àøà�

Éîðòñîñà) ç íåòðèâiàëüíîþ ëi¨âñüêîþ ñèìåòði¹þ ïðîïóùåíî. Ðåçóëüòà-

òè ðîáiò [11,16,21,57,118] óçàãàëüíåíî Ð.M. ×åðíiãîþ òà M.I. Ñ¹ðîâèì

(1998, [51]), ÿêi êëàñèôiêóâàëèíåëiíiéíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç

êîíâåêòèâíèì ÷ëåíîì

ut = (G(u)ux)x + f (u)ux + g(u): (1.6)
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Äåÿêi ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòiêëàñó

f (x)ut = (g(x)a(u)ux)x + b(u)ux (1.7)

ðîçãëÿíóòî ó ðîáîòi Ñ.Ê. Åëü-Ëàáàíi, À.Ì. Åëõàíáàëi òà Ð. Ñàáði [58].

Ïðîòå, âîíà íå ìiñòèòü àíi âè÷åðïíèõ, àíi âiðíèõ ðåçóëüòàòiâêëàñèôiêà-

öi¨. Ïåðåâàæíó êiëüêiñòüâèïàäêiâ ç íåòðèâiàëüíèìè ëi¨âñüêèìè ñèìåò-

ðiÿìè ïðîïóùåíî, à â íàâåäåíèõ âèïàäêàõ àëãåáðèñèìåòðié îá÷èñëåíî ç

ñóòò¹âèìè ÷èñëåííèìè ïîìèëê àìè. Ó äèñåðòàöi¨ ïðîâåäåíî ïîâíó ãðóïî-

âó êëàñèôiêàöiþ òà äîñëiäæåíî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ó âêàçàíî-

ìó êëàñiðiâíÿíü.

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (1.1)�(1.7) ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè áiëüø

çàãàëüíîãî êëàñóðiâíÿíü

ut = F (t; x; u; ux)uxx + G(t; x; u; ux): (1.8)

Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ (1.8) ïðåäñòàâëåíà â [1,17,18,39,147]. Ïðîòå,

îñêiëüêè ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿííÿ (1.8) çíà÷íî øèðøà çà ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿíü (1.1)�(1.6), ðåçóëüòàòè [1,17,18,39,147] íå ìî-

æóòü áóòè çàñòîñîâàíèìè äî ñèìåòðiéíî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü âèãëÿ-

äó (1.1)�(1.6). Àëå öi ðåçóëüòàòè êîðèñíi äëÿ âiäøóêàííÿ äî äàòêîâèõ

åêâiâàëåíòíîñòåéó âêàçàíèõ êëàñàõ.

Áóëî áàãàòî ñïðîá çíàõî äæåííÿ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

êîìï'þòåðíèìè ìåòî äàìè. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóâàëèñÿ òàêi ñèñòåìè

êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè,ÿê Mathematica, MACSYMA, Maple, REDUCE,

AXIOM, MuPAD òà ií. Ðiçíi ñèìâîëüíi ïàêåòè (äèâ. äåòàëüíèé îãëÿä

â [80,81]), ùî íàïèñàíi ç âèêîðèñòàííÿì âêàçàíèõ ñèñòåì, ìî æóòüøóêà-

òè âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ ñèìåòðié. Íà æàëü,âñi iñíóþ÷i

ïàêåòè ìàþòü ðÿä ñóòò¹âèõíåäîëiêiâ (òàê, íàïðèêëàä, îáìåæ åííÿ íà

íåëiíiéíîñòi) i íå ìî æóòüïðîâåñòè âè÷åðïíó òà áåçïîìèëê îâó ãðóïîâó

êëàñèôiêàöiþ [57,58,118]. Ïðîòå, ¨õ äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòèäëÿ ïå-

ðåâiðêèîòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. (Äëÿ ïåðåâiðêèðåçóëüòàòiâ,ïðåäñòàâëå-

íèõ ó äèñåðòàöi¨, âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ïðîãðàìà LIE àâòîðà À. Õåäà[79]).
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1.3. Ãðóïîâà êëàñèôiê àöiÿ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà

Îñíîâíèì ðiâíÿííÿì íåðåëÿòèâiñòñüêî¨ êâàíòîâî¨ ìåõ àíiêè ââàæà¹òüñÿ

ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà. Ëiíiéíå ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà â 1926ðîöi áó-

ëî çàïðîïîíîâàíå Åðâiíîì Øðü î äiíãåðîì [130]äëÿ îïèñó ðóõó íåðåëÿ-

òèâiñòñüêèõ÷àñòèíîê (äèâ. òàêî æ îãëÿä â ðîáîòi [29]). Çàîñòàííi ðîêè

áàãàòî àâòîðiâ, âèõî äÿ÷è ç ðiçíèõ ìîòèâiâ i ìiðêóâàíü çàïðîïîíóâàëè

øèðîêèé ñïåêòð íåëiíiéíèõ óçàãàëüíåíü ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà. À. Õà-

ñåãàâà[77] ïîê àçàâ,ÿê íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà âèãëÿäó

�
@2u
@x2 + 
 ujuj2 = i

@u
@t

âèíèêà¹ ó ÿêîñòi åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ îãèíàþ÷î¨ íåñó÷î¨ õâèëi.

Öå ðiâíÿííÿ ìî æíà òðàêòóâàòèòàêî æ ÿê ðiâíÿííÿ êîëèâàíü åëåêòðîí-

íî¨ ïëàçìè [10]. Çàðàçêóái÷íå ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà ¹ î äíi¹þ ç íàé-

áiëüø âiäîìèõ iíòåãðîâíèõ ìî äåëåéìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Õ. Õàñiìîòî i

Õ. Îíî [78]äîâåëè,ùî íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðàîïèñó ¹ àìïëiòó äó

õâèëüîâèõ ïàêåòiââ ïîëi ñèëòÿæiííÿ íà ïîâåð õíi ðiäèíè.

Àëå÷àñòèíàíåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, çàïðîïîíîâàíèõ äëÿ îïèñó íåëiíiéíèõ

åôåêòiâó ïëàçìi, îïòèöi òà êâàíòîâié ìåõ àíiöi íå çàäîâîëüíÿþòü ïðèí-

öèïó âiäíîñíîñòi Ãàëiëåÿ,òîìó òàêi ðiâíÿííÿ íå ìî æóòüáóòèðiâíÿííÿìè

ðóõó. Ó çâ'ÿçêóç öèì â ðîáîò àõ [30,61,62,66,67] ïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó

êëàñèôiêàöiþ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà, ÿêi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî

ãðóïè Ãàëiëåÿòà ðiçíèõ ¨¨ ðîçøèðåíü.

Ôàêòè÷íî, âïåðøå ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà ïðî-

âåäåíî Ñîôó ñîì Ëi. À ñàìå, éîãî êëàñèôiêàöiÿ [103]ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç

äâîìà íåçàëåæíèìè êîìïëåê ñíèìè çìiííèìè ìiñòèòü ó íåÿâíîìó âèãëÿäi

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ ëiíiéíîãî (1+1)-âèìiðíîãî

ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà ç äîâiëüíèì ïîòåíöiàëîì. Ç äîâåäåííÿ Ëi âèïëè-

âà¹, ùî ëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç ïîòåíöiàëîì òèïó ãàðìîíiéíîãî i ðåïóëüñèâíî-

ãî îñöèëÿòîðà òà ëiíiéíèì ïîòåíöiàëîì åêâiâàëåíòíi âiëüíîìó ðiâíÿííþ

Øðü îäiíãåðà.
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Ó ðîáîòi Ï. Âiíòåðíiòöà, ß.À. Ñìîðî äèíñüêîãî, Ì. Óãëiðæà òà I. Ôði-

øà [9] çíàéäåíî âñi ñòàöiîíàðíi ïîòåíöiàëè, äëÿ ÿêèõ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ

Øðü î äiíãåðà äîïó ñêà¹ íåòðèâiàëüíi ëi¨âñüêiñèìåòði¨. Öi ðåçóëüòàòè ïå-

ðåâiäêðèòîâ ðîáîò àõ Ó. Íiäåðåðà [114,115].

Íàñòóïíèì áóëî äîñëiäæåíî [20,64,66]êëàñèðiâíÿíü, ùî ìiñò ÿòü (1 +

n)-âèìiðíi íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà ç íåëiíiéíiñòþ âèãëÿäó

f (j j) ; ùî âèäiëÿþòüñÿ ñâî¨ìè ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè, îñêiëüêè

âîíè iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ãðóïè Ãàëiëåÿ. Çàóâàæèìî òàêî æ, ùî ðîçøè-

ðåííÿ öi¹¨ ãðóïè iíâàðiàíòíîñòi ìî æëèâiëèøå äëÿ ëîãàðèôìi÷íî¨ i ñòåïå-

íåâî¨ íåëiíiéíîñòi, òà iñíó¹ çíà÷åííÿ ïîê àçíèêà 
 = 4=n [20,46,64], ùî ¹

ñïåöiàëüíèì ç ñèìåòðiéíî¨ òî÷êè çîðó. À ñàìå, âiëüíå ðiâíÿííÿ Øðü î äií-

ãåðàòà ðiâíÿííÿ ç íåëiíiéíiñòþ j j4=n äîïó ñêàþòü ïîâíó ãðóïó Ãàëiëåÿ,

ðîçøèðåíó ìàñøò àáíèìè òà êîíôîðìíèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Öi íåëiíiéíi

ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà ìàþòü òàêî æ iíøi ñïåöiàëüíi âëàñòèâîñòi,i çíà-

÷åííÿ ïîê àçíèêà 
 = 4=n íàçèâà¹òüñÿ çàðàçêðèòè÷íèì ñòåïåíåì (äèâ.,

íàïðèêëàä, [49]).

Íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè ñêëàëèîñíîâó äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèìåòðié-

íèõ âëàñòèâîñòåéáiëüø øèðîêèõ êëàñiâíåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãå-

ðà. Òàê, ó ñåði¨ðîáiò [68�72] ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ òà çíàéäå-

íî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà âèãëÿäó

 t + �  = a0 + a1j j2 + a2j j4 :

Õ.-Ä. Äîéáíåð òà Ã.À. Ãîëäií, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìåòðiéíèé ïiäõiä, îò-

ðèìàëè íîâi ðiâíÿííÿ, ùî óçàãàëüíþþòü ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà i ÿêi

ìî æíà çàñòîñîâóâàòèâ íåëiíiéíié êâàíòîâié ìåõ àíiöi [55]. Ñèìåòðiéíi

âëàñòèâîñòiöèõ ðiâíÿíü äîñëiäæåíî â [56,63,112,148].

Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãåáðà¨÷íèéïiäõiä [1,17,18,39,71,147],â ðîáîòi [148]

Ð. Æäàíîâ i Î. Ðîìàí ðîçãëÿíóëè íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðàâèãëÿ-

äó

i t =  xx + F (t; x;  ;  � ;  x ;  �
x)
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i ïðîâåëè êëàñèôiêàöiþ òàêèõðiâíÿíü, ÿêi äîïó ñêàþòüàëãåáðóiíâàðiàíò-

íîñòi ðîçìiðíîñòi, ùî íå ïåðåâèùó¹ òðè.

Ó ðîáîòi [20] ïðîâåäåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ íåëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü Øðü î äiíãåðà i t = �  + F ( ;  � ).

1.4. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

äëÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà

Îñîáëèâå ìiñöå â òåîði¨ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàéìà¹ êîëî äîñëiäæåíü íåîá-

ìåæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (ðåæèìiâ iç çàãîñòðåííÿì). Íåëiíiéíi åâîëþöiéíi çà-

äà÷i, ùî äîïó ñêàþòü íåîáìåæ åíi ðîçâ'ÿçêè, ¹ (çà ÷àñîì) ãëîáàëüíî íåðî-

çâ'ÿçíèìè: ðîçâ'ÿçêè íåîáìåæ åíî çðîñòàþòü çàñêií÷åííèé ïðîìiæ îê ÷à-

ñó. Äîâãèé ÷àñ¨õ ðîçãëÿäàëè â òåîði¨ ÿê äåÿêi åêçîòè÷íi ïðèêëàäè, ÿêi

ìî æíà çàñòîñîâóâàòèëèøå ÿê òåñòäëÿ ïåðåâiðêèñòåïåíÿ îïòèìàëüíîñòi

óìîâ ãëîáàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi. Ïåðøi óñïiøíi ñïðîáè âèâîäó óìîâ íåîáìå-

æåíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ðåàëiçîâàíî ùå ó 60-õ

ðîêàõ ÕÕ ñòîëiòòÿ. Òîé ôàêò, ùî òàêi �ñèíãóëÿðíi� çà ÷àñîì ðîçâ'ÿçêè

ìàþòü ôiçè÷íèé çìiñò, áóââiäîìèé i ðàíiøå � öåçàäà÷i òåïëîâîãî âèáó-

õó, ïðîöåñè êóìó ëÿöi¨ óäàðíèõ õâèëü,i ò.i.

Âïåðøå äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ íåîáìåæ åíîãî ðîçâ'ÿçêó (ðåæèìó iç

çàãîñòðåííÿì) çàäà÷i Êîøi

 t + �  + f (j j2) = 0;

 (0; x) =  0(x) (1.9)

äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðàíàâåäåíî ó ðîáîòi Ð.Ò. Ãëàññåÿ[76].

Äëÿ ñòåïåíåâî¨ íåëiíiéíîñòi Ì.I. Âåéíøòåéí [144]çíàéøîâ ðåæèìè iç çà-

ãîñòðåííÿì ó ñóïåðêðèòè÷íîìó òà êðèòè÷íîìó âèïàäêàõ, ïîñèëàþ÷èñü

íà íåîïóáëiê îâàíi ðåçóëüòàòè Ì. Öóöóìi (äèâ. òàêî æ [141]).

Ó ñåði¨ñòàòåé[73�75] ïðîâåäåíî àíàëiç ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi (1.9).

Ðîáîò à [74] ïðèñâÿ÷åíà ïèòàííþ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
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Êîøi (1.9), ó ðîáîòi [73] ðîçãëÿäà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíê à òà òåî-

ðiÿ ðîçñiÿííÿ. Ó öèõ äâîõ ðîáîò àõ ðîçãëÿäàþòüñÿ çàãàëüíà íåëiíiéíiñòü

äëÿ ðîçìiðíîñòi n � 2, òîäi ÿê ó òðåòiéðîáîòi [75] íàâåäåíî áiëüø òîíêi

ðåçóëüòàòèäëÿ äåÿêèõñïåöiàëüíèõ âèïàäêiâ ïðè n = 1, n = 2 òà n = 3.

Ðåçóëüòàòè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi ó äåÿêèõ

ñïåöiàëüíèõ âèïàäêàõ îòðèìàíî òàêî æ iíøèìè àâòîðàìè, äèâ., íàïðè-

êëàä, [38]äëÿ êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ ïðè n = 2 àáî n = 3. Ò. Êàçåíàâå[50]

äîñëiäèâ âèïàäîê ñòåïåíåâî¨ íåëiíiéíîñòi äëÿ n = 2, â ðîáîòi Äæ. Ëiíà òà

Â. Øòðàóññà[104]ðîçãëÿíóòî òðèâèìiðíèé âèïàäîê êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ

Øðü î äiíãåðà. Ðåçóëüòàòè äëÿ çàãàëüíî¨ ñòåïåíåâî¨ íåëiíiéíîñòi ïiäñó-

ìîâàíî Øòðàóññîì [140],óìîâè äëÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ó êðèòè÷íîìó

âèïàäêó 
 = 4=n îïóáëiê îâàíî Ì.I. Âåéíøòåéíîì [144]. Ð. Êàðëåñ[49]

äîñëiäèâ ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà ç

ïîòåíöiàëîì V = � x2 çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi.

Áiëüø äåòàëüíèé îãëÿä ëiòåðàòóðè,ïîâ'ÿçàíî¨ çäàíîþ òåìàòèêîþ ìî æ-

íà çíàéòè ó ðîáîòi [127].
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ÐÎÇÄIË 2

Îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

òà ìåòî äè äîñëiäæ åííÿ

Ó äàíîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi i âêà-

çàíî ìåòî äè çíàõî äæåííÿ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ðîçâ'ÿç-

àííÿ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Ó öüîìó æðîçäiëi ðîçðîáëåíî ïîíÿòò ÿ

åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiäíîñíî ãðóïè ïåðåòâîðåíü òà óçà-

ãàëüíåíî ïð ÿìèé ìåòî ä çíàõî äæåííÿ ëîêàëüíèõ òà iòåðàöiéíèé ìåòî ä

ïîáó äîâè íåëîê àëüíèõ (ïîòåíöiàëüíèõ) çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 îïèñàíî êëàñè÷íèé àëãîðèòì Ëi çíàõî äæåííÿ ñèìåò-

ðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà íàâåäåíî î äíó ç éîãî ìî äèôiêàöié. Ó

ïiäðîçäiëi 2.2 îïèñàíî àëãîðèòì ìåòî äó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Ó ïiä-

ðîçäiëi 2.3 íàâåäåíî îçíà ÷åííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, çàïðîïîíîâàíî ðiçíi

ïîíÿòò ÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ i äîâåäåíî äåÿêi òåîðåòè÷-

íi âëàñòèâîñòiçàêîíiâ çáåðåæåííÿ äëÿ êëàñóñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü. Ó ïiäðîçäiëi 2.4 ðîçâèíåíî òà óçàãàëüíåíî ïð ÿìèé iòåðàöié-

íèé ìåòî ä çíàõî äæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. I íàðåøòi, ó ïiäðîçäiëi 2.5

îñíîâíi âiäîìîñòi ïðî çàêîíè çáåðåæåííÿ óòî÷íåíi äëÿ âèïàäêó ñèñòåì

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ ç äâîìà íåçàëåæíèìè

çìiííèìè.

Êðiì çàãàëüíîâiäîìèõ ôàêòiâ ðîçäië 2 ìiñòèòü îðèãiíàëüíi ðåçóëüòàòè,

ÿêi îïóáëiê îâàíî â ðîáîò àõ [88,123].
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2.1. Êëàñè÷íèé òà ìî äèôiê îâàíèé àëãîðèòìè Ëi

çíàõ î äæåííÿ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü

Îäíèì ç îñíîâíèõ ìåòî äiâ äîñëiäæåííÿ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ ¹ êëàñè÷íèéàëãîðèòì Ëi [22,23]. Ðîçãëÿíåìî

äîâiëüíó ñèñòåìóäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ

L(x; u(x)) = 0; (2.1)

äå u � m-êîìïîíåíòíà äèôåðåíöiéîâàíà ôóíêöiÿ, x 2 Rn.

Â ïiäõ î äi Ëi îïåðàòîðè àëãåáðèiíâàðiàíòíîñòi øóêàþòüñÿ ó âèãëÿäi

X = � � (x; u)@x � + � k(x; u)@uk ; � = 0; : : : ; n � 1; k = 1; : : : ; m; (2.2)

i âèçíà÷àþòüñÿ ç iíôiíiòåçiìàëüíîãî êðèòåðiþ iíâàðiàíòíîñòi

X sLjL=0 = 0; (2.3)

äå X s � s-òå ïðî äîâæåííÿ îïåðàòîðà X , ÿêå áóäó¹òüñÿ çà ôîðìó ëàìè

Ëi [22,23]

X s = X + � k
� 1

@uk
� 1

+ � � � + � k
� 1:::� s

@uk
� 1::: � s

;

� k
� 1

= D � 1 �
k
� 1

� uk
� D � 2 �

� ; (2.4)

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

� k
� 1:::� s

= D � s �
k
� 1:::� s� 1

� uk
� � 1:::� s� 1

D � s �
� ;

� ; � 1; : : : ; � s = 0; n � 1, s � ïîð ÿäîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ â ÷àñòèí-

íèõ ïî õiäíèõ,

D � = @x � + uk
� @uk + uk

� � 1
@uk

� 1
+ � � � (2.5)

� îïåðàòîð ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ. Òóò i íàäàëi çà iíäåêñàìè, ùî

ïîâòîðþþòüñ ÿ, ðîçóìi¹ìî ïiäñóìîâóâàííÿ çà âñiìà ¨õ ìî æëèâèìè çíà-

÷åííÿìè.
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Ç ëi¨âñüêî¨ óìîâè iíâàðiàíòíîñòi (2.3) îòðèìà¹ìî ëiíiéíó ñèñòåìó äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ êîîð äèíàò � � = � � (x; u) i � k =

� k(x; u) , çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ çàäà¹ ìàê ñèìàëüíó (â ñåíñi Ëi) àëãåá-

ðó iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (2.1).

Âàðòî âiäìiòèòè, ùî äëÿ áàãàòîêîìïîíåíòíèõ ñèñòåìäèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ ðåàëiçóâàòèöåéàëãîðèòì äîñèòüñêëàäíî,

òîìó iñíóþòü ðiçíîìàíiòíi éîãî ìî äèôiêàöi¨.

Ñèìåòðiþ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî-

õiäíèõ

L(x; @)u(x) = 0; (2.6)

äå L(x; @) � ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ìî æíà äîñëiäæóâàòè

íàñòóïíèì ÷èíîì [67]. Îñêiëüêè ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (2.6) ëiíié-

íèé, òî ïåðåòâîðåííÿ iíâàðiàíòíîñòi, ùî äîïó ñêàþòüñÿ äàíèì ðiâíÿííÿì

òàêî æ áóäóòüëiíiéíèìè ïî u.

Âiäïîâiäíi îïåðàòîðè ñèìåòði¨, ÿêi äiþòü â ïðîñòîði ôóíêöié u(x) ìî æ-

íà çàïèñàòèó âèãëÿäi

Q = � � (x)@x � + � (x); (2.7)

äå � (x) � äåÿêi ìàòðèöi ðîçìiðó m � m. Ïðè öüîìó íå ðîçãëÿäàþòüñÿ

ñèìåòði¨, ùî âiäïîâiäàþòü ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ i ââàæàþòüñÿ òðèâiàëüíèìè.

Â ïiäõ î äi Ëi îïåðàòîð (2.7) çàïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

X = � � (x)@x � � � (x)uk@uk : (2.8)

Çàäîïîìîãîþ îïåðàòîðà (2.7) óìîâó iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè(2.6) ìî æ-

íà çàïèñàòèó âèãëÿäi

LQu(x)
�
�
Lu =0 = 0: (2.9)

Çìiñò óìîâè (2.9) öiëêîì î÷åâèäíèé: îïåðàòîð Q ïåðåòâîðþ¹ î äèí ðîç-

â'ÿçîê ðiâíÿíü (2.6) â iíøèé, òîáòî íå âèâîäèòüçà ìíî æèíó ðîçâ'ÿçêiâ.
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Ñïiââiäíîøåííÿ (2.9) ìî æíà ïåðåïèñàòè åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì [28]

[Q; L]u(x) � (QL � LQ)u(x)
�
�
Lu =0 = 0; (2.10)

àáî

[Q; L] = �( x)L; (2.11)

äå �( x) � äåÿêà ìàòðèöÿ ðîçìiðó m � m.

Ðîçãëÿíóòèé ïiäõiä ìî æíà óçàãàëüíèòè òàêèì ÷èíîì [116],ùîá çàñòî-

ñóâàòèéîãî äî ñèñòåì êâàçiëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèí-

íèõ ïî õiäíèõ âèãëÿäó

L(x; @)u(x) + F (x; u(x)) = 0; (2.12)

äåL � ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, F (x; u(x)) � ãëàäêà m-êîì-

ïîíåíòíà ôóíêöiÿ-ñòîâï÷èê. À ñàìå, ÿêùî äëÿ îïåðàòîðà L ñïðàâåäëèâi

ñïiââiäíîøåííÿ

[Q; L] = � L + ' (x); (2.13)

(� + � )F + 'u + L! = (� abub � ! a)Fua ; (2.14)

äå ' = ' (x); � = �( x) � ìàòðèöi-ôóíêöi¨ ðîçìiðó m � m, ! = ! (x) �

ãëàäêà m-êîìïîíåíòíà ôóíêöiÿ, ñèñòåìà(2.12)äîïó ñêà¹ îïåðàòîðè (2.7).

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (2.13), (2.14) âèçíà÷à¹ ìàê ñèìàëüíó àëãåá-

ðó iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (2.12) â êëàñi îïåðàòîðiâ (2.7). Çàóâàæèìî,

ùî ìàê ñèìàëüíà â ñåíñi Ëi àëãåáðàiíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (2.12), íà

âiäìiíó âiä ñèñòåìè (2.6), íå ëåæèòü,âçàãàëi êàæó÷è, â êëàñi îïåðà-

òîðiâ (2.7), (2.8).

2.2. Àëãîðèòì ìåòî äó ãðóïîâî¨ êëàñèôiê àöi¨.

Îñíîâíi ïîíÿòò ÿ, îçíà ÷åííÿ òà òåîðåìè

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì ìåòî äó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ íà ïðèêëàäi î äíîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

L � (x; u(n)) = L(x; u(n); � (x; u(n))) = 0: (2.15)
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Òóò x = (x1; : : : ; x l ) � íåçàëåæíi çìiííi, u � çàëåæíà çìiííà, u(n) �

ìíî æèíà âñiõ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ ôóíêöi¨ u çà çìiííèìè x ïîð ÿäêó, íå

âèùå n (òóòi íàäàëi ïiä ïî õiäíîþ íó ëüîâîãî ïîð ÿäêóôóíêöi¨ u ðîçóìi¹ìî

ñàìó ôóíêöiþ u). Íåõ àé L � ôiê ñîâàíà ôóíêöiÿ çìiííèõ x; u(n) i � : � �

äîâiëüíi (ïàðàìåòðè÷íi) ôóíêöi¨ � (x; u(n)) = (� 1(x; u(n)); : : : ; � k(x; u(n))) ,

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

S(x; u(n); � (q)(x; u(n))) = 0; S = (S1; : : : ; Sr ): (2.16)

Öi óìîâè ñêëàäàþòüñÿ ç r äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà � , äåx òà u(n) âè-

ñòóïàþòü ÿê íåçàëåæíi çìiííi. � (q) � ìíî æèíà âñiõ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ

ôóíêöi¨ � ïîð ÿäêó, íå âèùå q. Íàäàëi ôóíêöi¨ � (x; u(n)) íàçèâàòèìåìî

äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè. Ïîçíà ÷èìî êëàñ ðiâíÿíü âèãëÿäó (2.15) ç äî-

âiëüíèìè åëåìåíòàìè � , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.16),÷åðåçLjS.

Íåõ àé ôóíêöi¨ � � ôiê ñîâàíi. Êî æíié î äíîïàðàìåòðè÷íié ãðóïi ëî-

êàëüíèõ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü, ùî çàëèøà¹ ðiâíÿííÿ (2.15) iíâàðiàíò-

íèì, âiäïîâiäà¹ iíôiíiòåçiìàëüíèé îïåðàòîð ñèìåòði¨ âèãëÿäó

Q = � a(x; u)@xa + � (x; u)@u:

Ïîâíèé íàáið òàêèõ ãðóï ãåíåðó¹ îñíîâíó ãðóïó Gmax = Gmax(L; � ) ðiâ-

íÿííÿ (2.15) ç âiäïîâiäíîþ àëãåáðîþ Ëi Amax = Amax(L; � ) iíôiíiòåçi-

ìàëüíèõ îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (2.15). ßäðîì îñíîâíèõ ãðóï íà-

çèâàòèìåìî ãðóïó

Gker = Gker(L; S) =
\

� :S(� )=0

Gmax(L; � )

ç âiäïîâiäíîþ àëãåáðîþ Ëi

Aker = Aker(L; S) =
\

� :S(� )=0

Amax(L; � ):

Íåõ àé Gequiv = Gequiv(L; S) � ãðóïà ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, ùî çáåðiãà-

þòü âèãëÿä ðiâíÿíü ç êëàñóLjS:
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Çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîëÿã à¹ ó çíàõî äæåííi âñiõ íååêâiâà-

ëåíòíèõ âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ Amax, òîáòî ó çíàõî äæåííi âñiõ G equiv-

íååêâiâàëåíòíèõ çíà÷åíü � , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (2.16) i óìîâó

Amax(L; � ) 6= Aker.

Äëÿ âè÷åðïíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ íåîá õiäíî

ðåàëiçóâàòèòàêèé àëãîðèòì [4,22]:

1. Ç iíôiíiòåçiìàëüíîãî êðèòåðiþ Ëi iíâàðiàíòíîñòi çíàõî äèìî ñèñòå-

ìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà Q. Ìî æëèâî,

ùî äåÿêi ç âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íå ìiñò ÿòü ÿâíî äîâiëüíèõ åëåìåí-

òiâ, i òîìó ìî æóòüáóòèáåçïîñåðåäíüî ïðîiíòåãðîâàíèìè. Ðiâíÿííÿ,

ùî ìiñò ÿòü äîâiëüíi åëåìåíòè ÿâíî, íàçèâàþòüñÿ êëàñèôiêóþ÷èìè .

Ãîëîâíà ñêëàäíiñòüçàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîëÿã à¹ ó íåîá õiä-

íîñòi ðîçâ'ÿçóâàííÿ êëàñèôiêóþ÷èõ ðiâíÿíü î äíî÷àñíî âiäíîñíî êî-

åôiöi¹íòiâ îïåðàòîðà Q òà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ.

2. Íàñòóïíèé êðîê àëãîðèòìó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîëÿã à¹ ó çíàõî ä-

æåííi àëãåáðèAker ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï ðiâíÿíü ç êëàñóLjS: Ïiñëÿ

ðîçùåïëåííÿ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü çà âñiìà íåçâ'ÿçàíèìè ïî õiäíè-

ìè äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ìà¹ìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â

÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ íà êîåôiöi¹íòè iíôiíiòåçiìàëüíîãî îïåðàòîðà Q.

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, îòðèìà¹ìî àëãåáðóAker.

3. Äëÿ òîãî, ùîá ïîáó äóâàòèãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G equiv êëàñóðiâ-

íÿíü L jS, íåîá õiäíî äîñëiäèòèëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ iíâàðiàíòíîñòi

ñèñòåìè (2.15), (2.16), ðîçãëÿäàþ÷è ¨¨ ÿê ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ ç çàëåæíèìè çìiííèìè � òà íåçàëåæ-

íèìè çìiííèìè x; u(n). Çâè÷àéíî ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå ïåðåòâîðåí-

íÿ, ïðîåêòîâíi íà ïðîñòið çìiííèõ x òà u. Õî÷à, ó âèïàäêó, êî-

ëè ôóíêöi¨ � çàëåæàòüëèøå âiä öèõ çìiííèõ, ïåðåòâîðåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi ìî æóòüçàëåæàòè i âiä � òàêî æ. Ïiñëÿ îáìåæ åííÿ ñåáå

äîñëiäæåííÿì çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè î äèíèöi â ãðóïi G equiv, ìî æíà
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âèêîðèñòîâóâàòèiíôiíiòåçiìàëüíié ìåòî ä Ëi. Äëÿ òîãî, ùîá çíàé-

òè ïîâíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi (âêëþ÷àþ÷è i ëîêàëüíi, i äèñêðåòíi

ïåðåòâîðåííÿ), ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè áiëüø ñêëàäíèé òî÷íèé

ìåòî ä çíàõî äæåííÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi.

4. ßêùî Amax � ðîçøèðåííÿ Aker (òîáòî, Amax(L; � ) 6= Aker), êëàñè-

ôiêóþ÷è ðiâíÿííÿ âèçíà÷àþòü ñèñòåìóíåòðèâiàëüíèõ ðiâíÿíü íà � .

Â çàëåæíîñòi âiä ¨õ êiëüêîñòi òà âèãëÿäó, îòðèìà¹ìî ðiçíi âèïàäêè

ðîçøèðåííÿ Aker. Äëÿ òîãî, ùîá ïðîiíòåãðóâàòè ïîâíiñòþ âèçíà-

÷àëüíi ðiâíÿííÿ, íåîá õiäíî äîñëiäèòè âåëèêóêiëüêiñòüïî äiáíèõ âè-

ïàäêiâ. Ç ìåòîþ óíèêíåííÿ ãðîìiçäê îãî ïåðåáîðó ìî æëèâîñòåéïðè

ðîçâ'ÿçàííi âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü ìî æíà âèêîðèñòîâóâàòè, íàïðè-

êëàä,àëãåáðà¨÷íiìåòî äè [1,17,18,39,68�71,147],ìåòî ä, ùî ïîëÿã à¹ ó

äîñëiäæåííi ñóìiñíîñòi êëàñèôiêóþ÷èõ ðiâíÿíü [7,8,20,26] àáî êîì-

áiíîâàíi ìåòî äè [124,125].

Ðåçóëüòàòîì çàñòîñóâàííÿ íàâåäåíîãî àëãîðèòìó ¹ ïåðåëiê ðiâíÿíü ç

âiäïîâiäíèìè ¨ì àëãåáðàìèËi. Çàäà÷àãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ââàæà¹òüñÿ

ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíîþ, ÿêùî

i) ïåðåëiê ìiñòèòü âñi ìî æëèâi íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøèðåíü;

ii ) âñi ðiâíÿííÿ ç ïåðåëiêó ¹ íååêâiâàëåíòíèìè âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ç

ãðóïè Gequiv;

iii ) îòðèìàíi àëãåáðè¹ ìàê ñèìàëüíèìè àëãåáðàìèiíâàðiàíòíîñòi âiäïî-

âiäíèõ ðiâíÿíü.

Ïî äiáíèé ïåðåëiê ìî æå ìiñòèòè ðiâíÿííÿ, åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî ëîêàëü-

íèõ ïåðåòâîðåíü, ùî íå íàëåæàòü äî G equiv: Çíàííÿ òàêèõ äî äàòêîâèõ

åêâiâàëåíòíîñòåéäîçâîëÿ¹ ñóòò¹âîñïðîñòèòè ïî äàëüøi äîñëiäæåííÿ L jS.

ˆõ ïîáó äîâà ìî æå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ï'ÿòèé êðîê àëãîðèòìó ãðóïîâî¨ êëà-

ñèôiêàöi¨. Òî äi âèùåíàâåäåíèé ïåðåëiê âèìîã äî ðåçóëüòàòó ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ ìî æå áóòèäîïîâíåíèé íàñòóïíîþ âèìîãîþ:
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iv) âñi ìî æëèâi äî äàòêîâi åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ ïåðåðàõîâàíèìè ðiâíÿí-

íÿìè ïîáó äîâàíi ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Îäèí iç ìî æëèâèõøëÿõiâ ïîáó äîâè äî äàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíò-

íîñòi îñíîâàíèé íà òîìó , ùî åêâiâàëåíòíi ðiâíÿííÿ ìàþòü åêâiâàëåíòíi

ìàê ñèìàëüíi àëãåáðèiíâàðiàíòíîñòi. Äðóãèéøëÿõ � ñèñòåìàòè÷íåâèâ-

÷åííÿ óìîâíèõ òà ÷àñòèííèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi â êëàñi L jS:

Íàâåäåìî îçíà ÷åííÿ òàêèõ ïåðåòâîðåíü. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

S0(x; u(n); � (q0)(x; u(n))) = 0; S0= (S0
1; : : : ; S0

r 0); (2.17)

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç r 0 äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà � ç íåçàëåæíèìè çìií-

íèìè x òà u(n). Íåõ àé Gequiv(L; (S; S0)) � ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëà-

ñóLjS;S0 êëàñóLjS; äåôóíêöi¨ � çàäîâîëüíÿþòü î äíî÷àñíî ñèñòåìè(2.16)

òà (2.17).

Îçíà ÷åííÿ 2.1. Ïåðåòâîðåííÿ ç G equiv(L; (S; S0)) íàçèâàþòüñÿ óìîâíè-

ìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñóLjS (âiäíîñíî äî äàòêîâèõ îá-

ìåæåíü S0). Ëîê àëüíi ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïåðåâîäÿòü ðiâíÿííÿ ç êëàñó

LjS;S0 ó êëàñLjS íàçèâàþòüñÿ ÷àñòèííèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíò-

íîñòi êëàñóLjS (âiäíîñíî äî äàòêîâèõ îáìåæ åíü S0).

Î÷åâèäíî, ùî êî æíå óìîâíå ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ¹ ÷àñòèí-

íèì âiäíîñíî òèõñàìèõ äî äàòêîâèõ îáìåæ åíü, i êî æíå ëîêàëüíå ïåðåòâî-

ðåííÿ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (2.15)äëÿ ôiê ñîâàíîãî çíà÷åííÿ � = � 0(x; u(n)) ¹

÷àñòèííèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî îáìåæ åííÿ � = � 0:

Çàäà÷à îïèñó âñiõ ìî æëèâèõ ÷àñòèííèõ ïåðåòâîðåííü åêâiâàëåíòíîñòi

êëàñó LjS åêâiâàëåíòíà çàäà÷i îïèñó âñiõ ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ìiæ

äîâiëüíèìè ðiâíÿííÿìè ç LjS:

2.3. Åêâiâàëåíòíiñòü çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

Íåõ àéL � ñèñòåìàäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ âèãëÿ-

äó L(x; u(� )) = 0 íà m íåâiäîìèõ ôóíêöié u = (u1; : : : ; um) ç n íåçàëåæ-
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íèìè çìiííèìè x = (x1; : : : ; xn): Ïîçíà ÷èìî ÷åðåçu(� ) ìíî æèíó âñiõ÷à-

ñòèííèõ ïî õiäíèõ ôóíêöié u çà çìiííèìè x ïîð ÿäêó íå áiëüøå çà � , ùî

âêëþ÷à¹ u ÿê ïî õiäíó íó ëüîâîãî ïîð ÿäêó. Íåõ àé D i � îïåðàòîð ïîâíîãî

äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ x i .

Îçíà ÷åííÿ 2.2. Çàêîíî ì çáåðåæåííÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü â÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ L(x; u(r )) = 0 íàçèâà¹òüñÿ äèâåðãåíòíèéâèðàç

div F := D i F i = 0, ÿêèé òîòî æíî äîðiâíþ¹ íó ëåâi íà ìíîãîâèäi âèõiäíî¨

ñèñòåìè. Ìàê ñèìàëüíèé ïîð ÿäîê ïî õiäíî¨, ùî ÿâíî ôiãóðó¹ â F áóäåìî

íàçèâàòèïîðÿäêî ì çàêîíó çáåðåæåííÿ div F = 0.

Îçíà ÷åííÿ 2.3. Çàêîí çáåðåæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíèì , ÿêùî êîì-

ïîíåíòè âåêòîðàãóñòèíè F çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

F i = F̂ i + �F i ; i = 1; n;

äå F̂ i i �F i � òàê ñàìî, ÿê i F i , ¹ ôóíêöiÿìè x òà ïî õiäíèõ u, F̂ i �

òîòî æíié íó ëü, ÿêùî L(x; u(� )) = 0 i n-êîðòåæ �F = ( �F 1; : : : ; �F n) � íó ëü-

äèâåðãåíöiÿ(òîáòî, éîãî äèâåðãåíöiÿòîòî æíî äîðiâíþ¹ íó ëåâi).

Òðèâiàëüíîñòi, ïîâ'ÿçàíî¨ ç F̂ i (òîáòî, ç âåêòîðîì, ùî äîðiâíþ¹ íó ëåâi

íà ìíîãîâèäi ñèñòåìè) ìî æíà ëåãêî ïîçáóòèñÿ, ÿêùî ïåðåéòè íà ìíîãî-

âèä ñèñòåìè,âðàõóâàâøèïðè öüîìó âñi ¨¨ äèôåðåíöiàëüíi íàñëiäêè.

Áóäü-ÿêó íó ëü-äèâåðãåíöiþìî æíà çàäàòèíàñòóïíèì ÷èíîì [23].

Ëåìà 2.1. n-êîðòåæ F = (F 1; : : : ; F n) ¹ íóëü-äèâåðãåíöi¹þ (div F � 0)

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü ãëàäêiôóíêöi¨ Qij (i; j = 1; n) çìiííèõ

x òà u(k) òàêi, ùî Qij = � Qj i i F i = D j Qij .

Ôóíêöi¨ Qij íàçèâàþòüñÿ ïîòåíöiàëàìè , ùî âiäïîâiäàþòü íó ëü-äèâåð-

ãåíöi¨ F . ßêùî n = 1, áóäü-ÿêà íó ëü-äèâåðãåíöiÿ� ñòàëà.

Îçíà ÷åííÿ 2.4. Äâà çàêîíè çáåðåæåííÿ ç ãóñòèíàìè F òà F 0 íàçèâà-

þòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè , ÿêùî âåêòîð-ôóíêöiÿ F 0� F ¹ âåêòîðîì ãóñòèíè

òðèâiàëüíîãî çàêîíó çáåðåæåííÿ.
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Îòæ å, áóäü-ÿêèéòðèâiàëüíèéçàêîí çáåðåæåííÿ åêâiâàëåíòíèéçàêîíó

çáåðåæåííÿ ç íó ëüîâèì âåêòîðîì ãóñòèíè.

Iíøèé ïiäõiä äî îçíà ÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ìî æíà

çíàéòè â [65].

Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè L äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìíî æèíà CV(L )

âåêòîðiâ ãóñòèíè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, ïðè÷îìó

ïiäìíî æèíà CV0(L ) âåêòîðiâãóñòèíè òðèâiàëüíèõçàêîíiâ çáåðåæåííÿ ¹

ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì CV(L ). Ôàêòîð-ïðîñòið CV f (L ) = CV(L )=CV0(L ),

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðî ì íåòðèâiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, ñïiâ-

ïàäà¹ ç ìíî æèíîþ âñiõêëàñiâåêâiâàëåíòíîñòi â CV(L ) ùî äî âiäíîøåí-

íÿ åêâiâàëåíòíîñòi, íàâåäåíîãî â îçíà ÷åííi 2.4 (äèâ., íàïðèêëàä [13]).

Òîìó , ïiä îïèñîì ìíî æèíè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ìî æíà ðîçóìiòè çíàõî ä-

æåííÿ CV f (L ), ùî åêâiâàëåíòíå ïîáó äîâi áàçèñóöüîãî ïðîñòîðó , ÿêùî

dim CV f (L ) < 1 , àáî ñèñòåìè òâiðíèõ ó íåñêií÷åííîâèìiðíîì ó âèïàä-

êó, ïðè÷îìó , åëåìåíòè ç CV f (L ) ìî æíà îòîòî æíèòè ç ¨õ ïðåäñòàâíèêàìè

â CV(L ). Ïiä ëiíiéíîþ çàëåæíiñòþçàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðîçóìi¹ìî ëiíié-

íó çàëåæíiñòüâiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ â CV f (L ).

Îçíà ÷åííÿ 2.5. Çàêîíè çáåðåæåííÿ ñèñòåìèL íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî çà-

ëåæíèìè , ÿêùî iñíó¹ ¨õ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ, ÿêà ¹ òðèâiàëüíèì çàêîíîì

çáåðåæåííÿ.

Êëàñèôiêàöiþ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ìî æíà ñóòò¹âî ñïðîñòèòè òà âïî-

ðÿäêóâàòè,âèêîðèñòîâóþ÷è äî äàòêîâî ïåðåòâîðåííÿ ñèìåòði¨ ñèñòåìè

àáî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi öiëîãî êëàñóñèñòåì. (Öÿ çàäà÷àñõî æà

íà çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.)

Òâåðäæåííÿ 2.1. Áóäü-ÿêåëîêàëüíå ïåðåòâîðåííÿ g ïåðåâîäèòü êëàñ

ðiâíÿíü, çàïèñàíèé ó äèâåðãåíòíié ôîð ìi, ó ñåáå. Áiëüø òî÷íî, äî-

âiëüíå ïåðåòâîðåííÿ g: ~x = xg(x; u), ~u = ug(x; u), ïðîäîâæåíå íà ïðî-

ñòið äæåòiâ J (r 0), ïåðåâîäèòü ðiâíÿííÿ D i F i = 0 ó ðiâíÿííÿ D i F i
g = 0.



38

Ïåðåòâîðåíà ãóñòèíà Fg âèçíà÷à¹òüñÿ ôîð ìóëàìè

F i
g(~x; ~u(r )) =

Dx j ~x i

jDx ~xj
F j (x; u(r ));

àáî Fg(~x; ~u(r )) =
1

jDx ~xj
(Dx ~x)F (x; u(r )) (2.18)

ó ìàòðè÷íèõ ïîçíà÷åííÿõ. Òóò ÷åðåçjD x ~xj ïîçíà÷åíî âèçíà÷íèê ìàò-

ðèöi Dx ~x = (Dx j ~x i ).

Îçíà ÷åííÿ 2.6. Íåõ àé G � ãðóïà Ëi ñèìåòðié ñèñòåìè L . Äâà çàêîíè

çáåðåæåííÿ ç ãóñòèíàìè F òà F 0 íàçèâàþòüñÿ G-åêâiâàëåíòíèìè , ÿêùî

iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ g 2 G òàêå, ùî çàêîíè çáåðåæåííÿ iç ãóñòèíàìè Fg

òà F 0 ¹ åêâiâàëåíòíèìè ó ñåíñi îçíà ÷åííÿ 2.4.

Äîâiëüíå ïåðåòâîðåííÿ g 2 G iíäóêó¹ ëiíiéíå âçà¹ìíî î äíîçíà ÷íå ïå-

ðåòâîðåííÿ g� â CV(L ), ïåðåâîäèòü òðèâiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ ëè-

øå â òðèâiàëüíi (òîáòî, CV0(L ) ¹ iíâàðiàíòîì âiäíîñíî g� ), à îòæå, ií-

äóêó¹ âçà¹ìíî î äíîçíà ÷íå ïåðåòâîðåííÿ gf â CV f (L ). Î÷åâèäíî, ùî

gf çáåðiãà¹ ëiíiéíó (íå)çàëåæíiñòü åëåìåíòiâ â CV f (L ) i ïåðåòâîðþ¹ áà-

çèñ (ñèñòåìó òâiðíèõ) ïðîñòîðó CV f (L ) â áàçèñ(ñèñòåìó òâiðíèõ) òî-

ãî æ ñàìîãî ïðîñòîðó . Òàêèì ÷èíîì, ìî æíà ðîçãëÿäàòè âiäíîøåííÿ

G-åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ÿê âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi,

âèçíà÷åíå íà CV f (L ), i êëàñèôiêóâàòèíåòðèâiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ

ç òî÷íiñòþ äî G-åêâiâàëåíòíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 2.2. ßêùî ñèñòåìà L äîïóñêà¹ îäíîïàð àìåòðè÷íó ãðóïó

ïåðåòâîðåíü, iíôiíiòåçiìàëüíèé ãåíåðàòîð X = � i @i + � @u öi¹¨ ãðóïè ìî-

æå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ ïîáóäîâè íîâèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ç âæå

âiäîìèõ. À ñàìå, ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ðiâíÿííÿ (2.18) çà ïàðàìåòðî ì "

â òî÷öi " = 0, îòðèìà¹ìî íîâó ãóñòèíó

eF i = � X (r )F
i + (D j � i )F j � (D j � j )F i : (2.19)

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ôîðìó ëà (2.19)ìî æå áóòèáåçïîñåðåäíüî çàñòîñîâàíà

äî îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíî¨ ñèìåòði¨ (äèâ., íàïðèêëàä, [92]).
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Òâåðäæåííÿ 2.3. Äîâiëüíå ëîêàëüíå ïåðåòâîðåííÿ g, ùî äi¹ ìiæ ñè-

ñòåìàìè L òà L 0 iíäóêó¹ ëiíiéíå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå ïåðåòâîðåííÿ g�

ç CV(L ) â CV(L 0), i ãåíåðó¹ ëiíiéíå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå ïåðåòâîðåííÿ

gf ç CV f (L ) â CV f (L 0).

Ðîçãëÿíåìî êëàñLj S ñèñòåì L(x; u(� ); � (x; u(� ))) = 0, ùî ïàðàìåòðè-

çîâàíi ïàðàìåòð-ôóíêöiÿìè � = � (x; u(� )). Òóò L � êîðòåæ ôiê ñîâà-

íèõ ôóíêöié çìiííèõ x; u(� ) i � , � � êîðòåæ äîâiëüíèõ (ïàðàìåòðè÷íèõ)

ôóíêöié � (x; u(� )) = (� 1(x; u(� )); : : : ; � k(x; u(� ))) , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âàì S(x; u(� ); � (q)(x; u(� ))) = 0. Öi óìîâè ñêëàäàþòüñÿ ç äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü íà � , äåx i u(� ) âèñòóïàþòüÿê íåçàëåæíi çìiííi, � (q) � ìíî æèíà

âñiõ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ ôóíêöié � ïîð ÿäêó íå áiëüøåçàq. Íàäàëi ôóíê-

öi¨ � íàçèâàòèìåìî äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè. Ãðóïó ëîêàëüíèõ ïåðåòâî-

ðåíü, ÿêi çáåðiãàþòü âèãëÿä ñèñòåìç Lj S ïîçíà ÷èìî Gequiv = Gequiv(L; S).

Íåõ àé eL jS � ìíî æèíà ïàð, êî æíà ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç ñèñòåìèç Lj S i

âiäïîâiäíîãî çàêîíó çáåðåæåííÿ. Â ñèëóòâåðäæåííÿ 2.3,äiÿ ïåðåòâîðåíü

çGequiv(L; S), ðàçîì çâiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà çàêîíàõ çáåðåæåí-

íÿ, ïðèðî äíî ãåíåðó¹ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà eLj S. Êëàñèôiêàöiþ

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiäíîñíî G equiv(L; S) ðîçóìiòèìåìî ÿê êëàñèôiêà-

öiþ eL jS âiäíîñíî âêàçàíîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Äîñëiäæåííÿ

çàäà÷i êëàñèôiêàöi¨ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ïî äiáíå äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. À ñàìå, áóäó¹-

ìî ñïî÷àòêó çàêîíè çáåðåæåííÿ, ùî âèçíà÷åíi äëÿ âñiõçíà÷åíü äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ. (Âiäïîâiäíi ãóñòèíè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ìî æóòüçàëåæàòèâiä

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ.) Äàëi, ç òî÷íiñòþ äî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, êëàñè-

ôiêó¹ìî äîâiëüíi åëåìåíòè, äëÿ ÿêèõ ñèñòåìàäîïó ñêà¹ äî äàòêîâi çàêîíè

çáåðåæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ëåãêî ïîê àçàòè,ùî âñiâêàçàíi åêâiâàëåíòíîñòi äiéñíî

¹ âiäíîøåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi.
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2.4. Ïð ÿìèé iòåðàöiéíèé ìåòî ä çíàõ î äæåííÿ

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

Äëÿ ïîáó äîâè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ñèñòåìè L äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

âèêîðèñòîâó¹ìî ïðÿìèé ìåòîä , îñíîâàíèé íà îçíà ÷åííi 2.2. Ôiêñó¹ìî

(äîâiëüíèé) ïîð ÿäîê çàêîíó çáåðåæåííÿ, ïåðåõî äèìî íà ìíîãîâèä ñèñòå-

ìè L , âðàõîâóþ÷è âñi¨¨ íåîá õiäíi äèôåðåíöiàëüíi íàñëiäêè, i ðîçùåïëþ¹-

ìî îòðèìàíi óìîâè çà íåçâ'ÿçàíèìè çìiííèìè. ßê ðåçóëüòàò, ìà¹ìî ñè-

ñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà êîìïîíåíòè ãóñòèíè çàêîíó çáåðåæåííÿ.

Ðîçâ'ÿçàâøè âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ ç òî÷íiñòþ äî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíò-

íîñòi íà CV(L ), îòðèìà¹ìî ïîâíèé îïèñ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

ñèñòåìèL .

Çàñòîñóâàâøèëåìó 2.1äî ïîáó äîâàíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ íà ìíî æèíi

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìèL = L 0, ââåäåìî ïîòåíöiàë ó ÿêîñòi äî äàòêîâî¨ çàëåæ-

íî¨ çìiííî¨ òà ïðè¹äíà¹ìî ðiâíÿííÿ, ùî ìiñò ÿòü ïîòåíöiàëè i âiäïîâiäíi

êîìïîíåíòè ãóñòèíè, äî L 0. (ßêùî n > 2, ïðè¹äíàíi ðiâíÿííÿ òàêîãî

âèãëÿäó óòâîðþþòü íåäîâèçíà ÷åíó ñèñòåìó âiäíîñíî ïîòåíöiàëó . Îòæ å,

äî L 0 ìî æíà òàêî æ ïðè¹äíóâàòè êàëiáðîâî÷íi óìîâè íà ïîòåíöiàë.)

Â iòåðàöiéíié ïðîöåäóði äëÿ ââåäåííÿ ïîòåíöiàëiâ ñëiä âèêîðèñòîâó-

âàòèëèøå ëiíiéíî íåçàëåæíi çàêîíè çáåðåæåííÿ, îñêiëüêè â iíøîìó âè-

ïàäêó ïîòåíöiàëè ¹ çàëåæíèìè ó òàêîìó ñåíñi: iñíó¹ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

êîðòåæiâïîòåíöiàëiâ, ÿêà, äëÿ äåÿêîãî r 2 N, ¹ êîðòåæåì ôóíêöié çìií-

íèõ x òà u(r ).

Äàëi, âèêëþ÷à¹ìî ðiâíÿííÿ, ùî íå ¹ íåîá õiäíèìè (òîáòî, ðiâíÿííÿ çL 0,

ÿêi çàëåæàòüî äíî÷àñíî âiä iíøèõ ðiâíÿíü ç L 0 òà ïðè¹äíàíèõ ðiâíÿíü),

ç ðîçøèðåíî¨ (ïîòåíöiàëüíî¨) ñèñòåìè L 1. Áóäü-ÿêèé çàêîí çáåðåæåí-

íÿ ñèñòåìè L 0 áóäå çàêîíîì çáåðåæåííÿ äëÿ L 1. Ïîâòîðþ¹ìî íàâåäåíó

ïðîöåäóðó ïð ÿìîãî ìåòî äó äëÿ L 1 òà çíàõî äèìî çàêîíè çáåðåæåííÿ, ÿêi

ëiíiéíî íåçàëåæíi ç çàêîíàìè, îòðèìàíèìè íà ïîïåðåäíié iòåðàöi¨.
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Ïðîâî äèìî iòåðàöi¨, ïîêè öå ìî æëèâî (òîáòî, çàêií÷ó¹ìî iòåðàöiéíó

ïðîöåäóðó, ÿêùî âñi çàêîíè çáåðåæåííÿ ñèñòåìè L k+1 ëiíiéíî çàëåæíi ç

çàêîíàìè çáåðåæåííÿ ñèñòåìèL k), àáî áóäó¹ìî íåñêií÷åííèé ëàíöþ æîê

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ çàäîïîìîãîþ iíäóêöi¨. Öåéïiäõiä ïðèâî äèòüäî çíà-

õî äæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, ÿêi ÿâíî çàëåæàòüâiä ïîòåíöiàëüíèõ çìií-

íèõ i íååêâiâàëåíòíi ëîêàëüíèì (òîáòî, ¹ ÷èñòî ïîòåíöiàëüíèìè çàêî-

íàìè çáåðåæåííÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè). ßêùî îòðèìàíi çàêîíè çáåðåæåííÿ

çàëåæàòüÿâíî ëèøå âiä çìiííèõ ïîïåðåäíü î¨ iòåðàöi¨,âîíè åêâiâàëåíòíi

çàêîíàì ç ïîïåðåäíü îãî êðîêó iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè.

Áóäü-ÿêèé çàêîí çáåðåæåííÿ ç ïîïåðåäíü îãî êðîêó iòåðàöiéíî¨ ïðî-

öåäóðè ¹ çàêîíîì çáåðåæåííÿ äëÿ íàñòóïíîãî êðîêó, òà î÷åâèäíî, ùî

çàêîíè çáåðåæåííÿ, âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáó äîâè ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìèíà-

ñòóïíîãî ðiâíÿ ¹ òðèâiàëüíèìè íà ¨¨ ìíîãîâèäi.

Îñêiëüêè êàëiáðîâî÷íi óìîâè íà ïîòåíöiàëè âèáèðàþòüñÿ íåî äíîçíà ÷-

íî, âè÷åðïíó ðåàëiçàöiþiòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè ó âèïàäêó n > 2 ïðîâåñòè

íåìî æëèâî.

2.5. Çàêîíè çáåðåæåííÿ äâîâèìiðíèõ ðiâíÿíü

Âèïàäîê äâîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ ¹ îñîáëèâèì âiäíîñíî ìî æëèâî¨ (ñòà-

ëî¨) íåâèçíà÷åíîñòi ïiñëÿ ââåäåííÿ ïîòåíöiàëiâ i âèñîêî¨ åôåêòèâíîñòi

çàñòîñóâàííÿ ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié. Òîìó , ðîçãëÿíåìî îêðåìî äåÿêi

ïîíÿòò ÿ, ïîâ'ÿçàíi ç çàêîíàìè çáåðåæåííÿ ó öüîìó âèïàäêó. Ïîçíà ÷èìî

íåçàëåæíi çìiííi ÿê t (÷àñîâà çìiííà) òà x (ïðîñòîðîâà çìiííà). Áóäü-

ÿêèé çàêîí çáåðåæåííÿ ìà¹ âèãëÿä

D tF (t; x; u(r )) + DxG(t; x; u(r )) = 0: (2.20)

Òóò D t i Dx � îïåðàòîðè ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííèìè t i x.

Ôóíêöi¨ F òà G íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ãóñòèíîþ òà ïîòîêî ì çàêîíó

çáåðåæåííÿ. Äâà çàêîíè çáåðåæåííÿ D tF + DxG = 0 i D tF 0+ DxG0 =

0 åêâiâàëåíòíi , ÿêùî iñíóþòü òàêi ôóíêöi¨ F̂ , Ĝ òà H çìiííèõ t, x i
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ïî õiäíèõ ôóíêöi¨ u, ùî F̂ òà Ĝ òîòî æíî äîðiâíþþòü íó ëåâi íà L (k) äëÿ

äåÿêîãî k i

F 0= F + F̂ + DxH; G0= G + Ĝ � D tH: (2.21)

Áóäü-ÿêèéçàêîí çáåðåæåííÿ âèãëÿäó (2.20)ñèñòåìèL äîçâîëÿ¹ ââåñòè

íîâó çàëåæíó(ïîòåíöiàëüíó) çìiííó v çà äîïîìîãîþ ñèñòåìèðiâíÿíü

vx = F; vt = � G: (2.22)

Äëÿ òîãî, ùîá ïîáó äóâàòèäåêiëüêà ïîòåíöiàëiâ çà î äèí êðîê, íåîá õiäíî

âèêîðèñòîâóâàòèíàáið ëiíiéíî íåçàëåæíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (äèâ. ïî-

ïåðåäíié ïiäðîçäië), îñêiëüêè â iíøîìó âèïàäêó ïîòåíöiàëè ¹ çàëåæíèìè

ó òàêîìó ñåíñi: iñíó¹ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ïîòåíöiàëiâ, ÿêà, äëÿ äåÿêîãî

r 02 N, ¹ ôóíêöi¹þ çìiííèõ t, x òà u(r 0).

Ó âèïàäêó äâîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ ìî æíà ââåñòèáiëüø çàãàëüíå ïî-

íÿòòÿ çàëåæíîñòi ïîòåíöiàëiâ.

Îçíà ÷åííÿ 2.7. Ïîòåíöiàëè v1, . . . , vp íàçèâàþòüñÿ ëîêàëüíî çàëåæ-

íèìè íà ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè L (àáî, êîðîòê î êàæó÷è,çàëåæ-

íèìè ), ÿêùî iñíóþòü r 0 2 N i ôóíêöi¨ H çìiííèõ x, u(r 0), v1, . . . , vp

òàêi, ùî H (x; u(r 0); v1; : : : ; vp) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (u; v1; : : : ; vp)

îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè,ÿêà âèçíà÷à¹ íàáið ïîòåíöiàëiâ v1, . . . , vp.

Äîâåäåííÿ ëîêàëüíî¨ çàëåæíîñòi àáî íåçàëåæíîñòi ïîòåíöiàëiâ äëÿ çà-

ãàëüíèõ êëàñiâäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ íàäçâè÷àéíî ñêëàäíîþ çàäà-

÷åþ, îñêiëüêè ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíå ç òî÷íèì îïèñîì ìî æëèâî¨

ñòðóêòóðèçàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Ïðèêëàä òàêîãî äîâåäåííÿ äëÿ ðiâíÿíü

êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ íàâåäåíî ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Ó âèïàäêó ¹äèíîãî ðiâíÿííÿ L , ñèñòåìà (2.22) óòâîðþ¹ ïîâíó ïîòåí-

öiàëüíó ñèñòåìó, îñêiëüêèL ¹ äèôåðåíöiàëüíèì íàñëiäêîì ñèñòåìè(2.22).

ßê ïðàâèëî, ïî äiáíi ñèñòåìèäîïó ñêàþòü âåëèêóêiëüêiñòüíåòðèâiàëüíèõ

ñèìåòðié, à îòæå, ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, ¹ öiêàâèìè îá'¹êò àìè äëÿ

äîñëiäæåííÿ.

Ç òâåðäæåíü 2.1 òà 2.3 âèïëèâà¹ íàñòóïíå
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Òâåðäæåííÿ 2.4. Áóäü-ÿêåëîêàëüíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïîâ'ÿçó¹ äâi ñè-

ñòåìè L òà ~L äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç äâîìà

íåçàëåæíèìè çìiííèìè âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü

ìiæ ìíîæèíàìè ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì, ÿêi âiäïîâiäàþòü L òà ~L .

Öÿ âiäïîâiäíiñòü âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà äîïî ìîãîþ òðèâiàëüíîãî ïðîäî-

âæåííÿ íà ïðîñòið ââåäåíèõïîòåíöiàëüíèõ çìiííèõ, òîáòî, ìîæíà

ââàæàòè, ùî ïiä äi¹þ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ ïîòåíöiàëè íå çìiíþþòüñÿ.

Íàñëiäîê 2.1. Ëîê àëüíà ãðóïà ñèìåòðié ñèñòåìè L äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ãåíåðó¹ ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíî æèíi ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì,

ùî âiäïîâiäàþòü ñèñòåìi L .

Íàñëiäîê 2.2. Íåõ àé bL jS � ìíî æèíà âñiõïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì, ïîáó-

äîâàíèõ äëÿ ñèñòåì ç êëàñóLj S çà äîïîìîãîþ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Äiÿ

ïåðåòâîðåíü ç G equiv(L; S) ðàçîì ç âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ïîòåí-

öiàëiâ ïðèðî äíî ãåíåðó¹ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà bLj S.

Çàóâàæåííÿ 2.3. Ç òâåðäæåííÿ 2.4 òà éîãî íàñëiäêiâ âèïëèâà¹, ùî

ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñóñèñòåì àáî ãðóïó ñèìåòði¨ î äíi¹¨ ñèñòåìè

ìî æíà ïðî äîâæèòèäî ïîòåíöiàëüíèõ çìiííèõ äëÿ áóäü-ÿêîãî êðîêó ïð ÿ-

ìî¨ iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè. Ïðèðî äíî âèêîðèñòîâóâàòèïðî äîâæåíó ãðóïó

åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ êëàñèôiêàöi¨ ìî æëèâèõçàêîíiâ çáåðåæåííÿ òà ïî-

òåíöiàëüíèõ ñèñòåì íà êî æíié iòåðàöi¨. Äî äàòêîâi åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi

iñíóþòü â äåÿêèõïiäêëàñàõ äàíîãî êëàñóàáî âèíèêàþòü ïiñëÿ ââåäåííÿ

ïîòåíöiàëüíèõ çìiííèõ, äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòèäëÿ áiëüø ãëèáîêîãî

àíàëiçó çâ'ÿçêiâìiæ çàêîíàìè çáåðåæåííÿ.

2.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó ðîçäiëi 2 íàâåäåíî îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi i âêàçàíî ìåòî äè îá-

÷èñëåííÿ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ òà çíàõî äæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.
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Ïîð ÿä ç âæå âiäîìèìè ôàêòàìè ç òåîði¨ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ íàâåäåíî

íèçêó íîâèõ ïîíÿòü, ÿêi äîçâîëÿþòü çíà÷íî ñïðîñòèòè çíàõî äæåííÿ çà-

êîíiâ çáåðåæåííÿ òà ðîçøèðèòè îáëàñòüçàñòîñóâàííÿ âæåâiäîìèõ ìåòî-

äiâ ãðóïîâîãî àíàëiçó. Òàê, çàïðîïîíîâàíî íîâi ïîíÿòò ÿ åêâiâàëåíòíîñòi

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiäíîñíî ëîêàëüíî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü. Ââåäåíî ïî-

íÿòòÿ ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ òà ëîêàëüíî¨ çàëåæíîñòi

ïîòåíöiàëiâ. Çàïðîïîíîâàíî êëàñèôiêóâàòèçàêîíè çáåðåæåííÿ â êëàñi

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî

êëàñó. Ïðèïó ñêàþ÷è ìî æëèâiñòüçàëåæíîñòiâåêòîðóãóñòèíè âiä êiëüêî õ

ïîòåíöiàëiâ, óçàãàëüíåíî iòåðàöiéíó ïðîöåäóðó, çàïðîïîíîâàíó Äæ. Áëó-

ìàíîì òà Ï.Ð . Äîðàí-Âó äëÿ çíàõî äæåííÿ íåëîê àëüíèõ (ïîòåíöiàëüíèõ)

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.

Êðiì çàãàëüíîâiäîìèõ ôàêòiâ ðîçäië 2 ìiñòèòü îðèãiíàëüíi ðåçóëüòàòè,

ÿêi îïóáëiê îâàíî â ðîáîò àõ [88,123].
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ÐÎÇÄIË 3

Çàêîíè çáåðåæåííÿ, ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨

òà ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ êëàñðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ âèãëÿäó

ut = (a(u)ux)x + b(u)ux : (3.1)

Òóòa = a(u) i b= b(u) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ u, a(u) 6= 0:

Äëÿ êëàñóðiâíÿíü (3.1) âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ òà çíàéäåíî

âñi ëiíiéíî íåçàëåæíi ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ. Çà äîïîìîãîþ ïð ÿ-

ìîãî iòåðàöiéíîãî ìåòî äó ïîáó äîâàíî íåëîê àëüíi (ïîòåíöiàëüíi) çàêîíè

çáåðåæåííÿ äëÿ êëàñó(3.1) òà âiäïîâiäíi ¨ì ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè.

Ïîáó äîâàíî ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi i ïîòåíöiàëüíi

ñèìåòði¨ äëÿ êëàñóðiâíÿíü (3.1) òà äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ ïîòåíöiàëü-

íèìè i êëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè çàäîïîìîãîþ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi. Ïîê àçàíî, ùî íåëîê àëüíi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi ëiíåàðèçó-

þòü âiäîìi ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà,Ôîê àøà�Éîðòñîñà òà u� 2-äèôóçi¨, ¹ ïî-

òåíöiàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü

êëàñó(3.1). Äàëi, òåîðåòè÷íåïiäãðóíò ÿ, ðîçâèíóòå ó ïîïåðåäíü îìó ðîç-

äiëi, çàñòîñîâó¹òüñÿ äî ðiâíÿíü (3.1). Ëîê àëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ êëàñè-

ôiê îâàíî âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ó ïiäðîçäiëi 3.2. Ó ïiäðîçäiëi 3.3
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ïîáó äîâàíî íàéïðîñòiøi ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ òà ïðîàíàëiçî-

âàíî çâ'ÿçîê ìiæ íèìè çà äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâà-

ëåíòíîñòi. Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ïîâíiñòþ âèâ÷åíî ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðå-

æåííÿ ðiâíÿíü (3.1) òà íàâåäåíî i¹ðàðõiþ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, îòðèìà-

íèõ ïð ÿìèì iòåðàöiéíèì ìåòî äîì. I íàðåøòi, ó ïiäðîçäiëi 3.5 çíàéäåíî

ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨, ùî âèíèêàþòü ç íàéáiëüø çàãàëüíî¨ ïîòåíöiàëü-

íî¨ ñèñòåìè, ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ó äàíîìó êëàñi

ðiâíÿíü òà äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ ïîòåíöiàëüíèìè i êëàñè÷íèìè ñèìåò-

ðiÿìè çà äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòèðîçäiëó 3 îïóáëiê îâàíî â ðîáîò àõ [88,121�123].

3.1. Ãðóïîâà êëàñèôiê àöiÿ ðiâíÿíü

êîíâåêöi¨�äèôóçi¨

Âè÷åðïíèé ðåçóëüòàò êëàñè÷íî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó ðiâ-

íÿíü (3.1) íàâåäåíî ó íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿõ.

Òåîðåìà 3.1. Àëãåáðîþ Ëi ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï êëàñóðiâíÿíü (3.1) ¹

àëãåáðà Aker
1 = h@t ; @x i :

Òåîðåìà 3.2. Àëãåáðîþ Ëi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G equiv êëàñó(3.1) ¹

àëãåáðà

A equiv
1 = h@t ; @x ; @u; u@u; t@x � @b; 2t@t + x@x � b@b;

t@t � a@a � b@bi : (3.2)

Òåîðåìà 3.3. Áóäü-ÿêåïåðåòâîðåííÿ ç G equiv ìà¹ âèãëÿä

~t = "4t + "1; ~x = "5x + "7t + "2; ~u = "6u + "3;

~a = " � 1
4 "2

5a; ~b= " � 1
4 "5b� "7;

äå"1; . . . , "7 � äîâiëüíi ñòàëi, "4"5"6 6= 0:

Òåîðåìà 3.4. Âñi G equiv-íååêâiâàëåíòíi ðîçøèðåííÿ Amax â êëàñi ðiâ-

íÿíü (3.1) âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè, íàâåäåíèìè â òàáë. 3.1.
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Òàáëèöÿ3.1

Ðåçóëüòàò ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

N a(u) b(u) ÁàçèñàëãåáðèAmax

1 8 8 @t ; @x

2 8 0 @t ; @x ; 2t@t + x@x

3 e�u eu @t ; @x ; (� � 2)t@t + (� � 1)x@x + @u

4 eu u @t ; @x ; t@t + (x � t)@x + @u

5 eu 0 @t ; @x ; 2t@t + x@x ; t@t � @u

6 u� u� @t ; @x ; (� � 2� )t@t + (� � � )x@x + u@u

7 u� ln u @t ; @x ; �t@t + (�x � t)@x + u@u

8a u� 0 @t ; @x ; 2t@t + x@x ; �t@t � u@u

8b u� 2 u� 2 @t ; @x ; 2t@t + u@u ; e� x (@x + u@u)

9 u� 4=3 0 @t ; @x ; 2t@t + x@x ; 4t@t + 3u@u ; x2@x � 3xu@u

10 1 u @t ; @x ; t@x � @u ; 2t@t + x@x � u@u ; t2@t + tx@x � (tu + x)@u

11 1 0 @t ; @x ; 2t@t + x@x ; 2t@x � xu@u ; 4t2@t + 4tx@x � (x2 + t)u@u ; u@u ; h@u

Çàóâàæåííÿ 3.1. Ó òàáë. 3.1 �; � = const. (�; � ) 6= (� 2; � 2); (0; 1) i

� 6= 0 äëÿ N = 6. � 6= � 4=3 äëÿ N = 8a. Ôóíêöiÿ h = h(t; x) �

äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi (ht = hxx ). Âè-

ïàäîê 8b çâîäèòüñÿ äî 8a(� = � 2) çàäîïîìîãîþ óìîâíîãî ïåðåòâîðåííÿ

åêâiâàëåíòíîñòi

~t = t; ~x = ex ; ~u = e� xu: (3.3)

Íèæ÷å äëÿ çðó÷íîñòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîòðiéíà íóìåðàöiÿ S.T.N, äå

S � íîìåð ðîçäiëó, T � íîìåð òàáëèöii N � íîìåð êëàñóàáî ëîêàëüíîãî

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ó òàáëèöiT. Ïîíÿòò ÿ �ðiâíÿííÿ S.T.N� âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîçíà ÷åííÿ ðiâíÿííÿ, äëÿ ÿêîãî ïàðàìåòðè-ôóíêöi¨

íàáóâàþòü âiäïîâiäíîãî âèãëÿäó.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Äîâåäåííÿ âñiõðåçóëüòàòiâöüîãî ïiäðîçäiëó ìiñò ÿòü-

ñÿ, ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê, ó ðîçäiëi 4.
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3.2. Ëîê àëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ

Çàêîíè çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó(3.1) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi (2.20).

Ëåìà 3.1. Áóäü-ÿêèéçàêîí çáåðåæåííÿ âèãëÿäó(2.20) áóäü-ÿêîãî ðiâ-

íÿííÿ ç êëàñó(3.1) åêâiâàëåíòíèé (ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.4) çàêîíó çáå-

ðåæåííÿ ç ãóñòèíîþ, ùî çàëåæèòü âiä t, x, òà u i ïîòîêî ì, ùî çàëå-

æèòü âiä t, x, u òà ux .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî çàêîíè çáåðåæåííÿ íà ìíî æèíi ðiâíÿíü (3.1)

òà ¨õ äèôåðåíöiàëüíèõ íàñëiäêiâ. Ìî æíà ââàæàòè,ùî F òà G çàëåæàòü

ëèøå âiä t, x òà uk = @ku=@xk, k = 0; r 0, äå r 0 � 2r .

Ðîçïèøåìî ïîâíi ïî õiäíi â (2.20)òà âðàõó¹ìî äèôåðåíöiàëüíi íàñëiäêè

âèãëÿäó utj = D j +2
x

R
a + D j +1

x

R
b, äå

R
a =

R
a(u)du,

R
b =

R
b(u)du, j =

0; r 0. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî óìîâó

Ft + Fuj (D
j +2
x

R
a + D j +1

x

R
b) + Gx + Guj uj +1 = 0: (3.4)

Ðîçùåïèìî (3.4) âiäíîñíî ñòàðøèõ ïî õiäíèõ uj . Êîåôiöi¹íòè ïðè ur 0+2

òà ur 0+1 äàþòü ðiâíÿííÿ Fur 0 = 0, Gur 0 + aFur 0� 1
= 0, ÿêi ïðèâî äÿòü äî

F = F̂ ; G = � aur 0F̂ur 0� 1
+ Ĝ;

äå F̂ òà Ĝ � ôóíêöi¨ çìiííèõ t, x, u, u1, . . . , ur 0� 1. Òî äi, âðàõîâóþ÷è

÷ëåíè, ùî ìiñò ÿòü u2
r 0, îòðèìà¹ìî � aF̂ur 0� 1ur 0� 1

= 0. Çâiäñèâèïëèâà¹, ùî

F̂ = �F 1ur 0� 1 + �F 0, äå �F 1 òà �F 0 çàëåæàòüëèøå âiä t, x, u, u1, . . . , ur 0� 2.

Ðîçãëÿíåìî çàêîí çáåðåæåííÿ ç ãóñòèíîþ ~F = F � DxH òà ïîòî-

êîì ~G = G + D tH , äå H =
R �F 1dur 0� 2. Âií åêâiâàëåíòíèé âèõiäíîìó

çàêîíó çáåðåæåííÿ, ïðè÷îìó

~F = ~F (t; x; u; u1; : : : ; ur 0� 2); ~G = ~G(t; x; u; u1; : : : ; ur 0� 1):

Ïîâòîðþþ÷è öþ ïðîöåäóðó íåîá õiäíó êiëüêiñòüðàçiâ, îòðèìà¹ìî òâåð-

äæåííÿ ëåìè.
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Òåîðåìà 3.5. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó(3.1) iñíó¹ çàêîí çáåðå-

æåííÿ (2.20), äå

1: F = u; G = � aux �
R

b: (3.5)

Ïîâíèé ïåðåëiê G equiv-íååêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü (2.20), ùî ìàþòü äî-

äàòêîâi (à ñàìå, ëiíiéíî íåçàëåæíi ç (3.5)) çàêîíè çáåðåæåííÿ, âè÷åð-

ïóþòüñÿ íàñòóïíèìè

2: 8a; b= 0 : F = xu; G =
R

a � xaux ; (3.6)

3: 8a; b= a : F = (ex + ")u; G = � (ex + ")aux � "
R

a; (3.7)

4: a = 1; b= 0 : F = � u; G = � xu � � ux ; (3.8)

äå " 2 f 0; � 1g mod G equiv,
R

a =
R

a(u)du,
R

b =
R

b(u)du i, ôóíêöiÿ

� = � (t; x) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

� t + � xx = 0. (Ðàçîì iç çíà÷åííÿìè a òà b íàâåäåíî ïîâíèé ïåðåëiê

ãóñòèí òà ïîòîêiâ äîäàòêîâèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.)

Äîâåäåííÿ. Â ñèëóëåìè 3.1,ìî æíà âiäðàçóââàæàòè,ùî F = F (t; x; u)

òà G = G(t; x; u; ux). Ïiäñò àâèìî âèðàçäëÿ ut , îòðèìàíèé ç (3.1) â (2.20)

i ðîçùåïèìî öå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî uxx . Êîåôiöi¹íò ïðè uxx äà¹ ðiâíÿííÿ

aFu+ Gux = 0, îòæåG = � aFuux+ G1(t; x; u). Âðàõóâàâøèîñòàííié âèðàç

äëÿ G i ðîçùåïèâøè ðåøòó ðiâíÿííÿ (2.20) çà ñòåïåíÿìè ux , îòðèìà¹ìî

ñèñòåìóäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî õiäíèõ íà ôóíêöi¨ F òà

G1 âèãëÿäó

Fuu = 0; bFu � aFux + G1
u = 0; Ft + G1

x = 0: (3.9)

Ðîçâ'ÿçàâøè ïåðøi äâàðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.9), ìà¹ìî

F = F 1(t; x)u + F 0(t; x); G1 = F 1
x

R
a � F 1

R
b+ G0(t; x): (3.10)

Ó ïî äàëüøîìó ðîçãëÿäi ãîëîâíó ðîëü âiäiãðà¹ ðiâíÿííÿ aFuxx � bFux +

Fut = 0, ÿêå ¹ äèôåðåíöiàëüíèì íàñëiäêîì ñèñòåìè (3.9) i ìî æå áóòè

ïåðåïèñàíî ó âèãëÿäi

aF 1
xx � bF1

x + F 1
t = 0:
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Âçàãàëi, öå ¹äèíà êëàñèôiêóþ÷à óìîâà äëÿ äàíî¨ çàäà÷i. Iñíó¹ ÷îòèðè

ðiçíi ìî æëèâîñòi äëÿ çíà÷åíü ôóíêöié a i b. Â óñiõ âèïàäêàõ ìà¹ìî

ðiâíÿííÿ F 0
t + G0

x = 0. Îòæ å, ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ

çáåðåæåííÿ, ìî æíà ââàæàòè, ùî F 0 = G0 = 0. Áiëüø òîãî, ôóíêöiÿ

F 1 = const ¹ ðîçâ'ÿçêîì êëàñèôiêóþ÷î¨ óìîâè ó çàãàëüíîìó âèïàäêó i

âiäïîâiäà¹ çàêîíó çáåðåæåííÿ ç âèïàäêó 1. Ëèøå òàêi çàêîíè çáåðåæåííÿ

iñíóþòü äëÿ âñiõ äîïó ñòèìèõ çíà÷åíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a òà b. Äàëi

êëàñèôiêó¹ìî ñïåöiàëüíi çíà÷åííÿ a òà b, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ (3.1) ìà¹

äî äàòêîâi çàêîíè çáåðåæåííÿ.

1. b 62ha;1i . Òî äi F 1
x = 0, F 1

t = 0, ùî äà¹ ïðîòèði÷÷ÿ ç ïðèïóùåííÿì

F 1 6= const.

2. a 62h1i , b 2 h1i . Òî äi b = 0 mod G equiv i F 1
xx = 0; F 1

t = 0, òîáòî

F 1 = x mod Gequiv (âèïàäîê 2).

3. b 2 ha;1i , a;b 62h1i . Òî äi b = a mod G equiv i F 1
xx + F 1

x = 0, F 1
t = 0,

òîáòî F 1 = ex + " mod Gequiv, äå " 2 f 0; � 1g (âèïàäîê 3).

4. a;b2 h1i . Òî äi a = 1, b= 0 mod G equiv i F 1
t + F 1

xx = 0 (âèïàäîê 4).

Çàóâàæåííÿ 3.3. Ç äîâåäåííÿ âèïëèâà¹, ùî ìî æíà ââàæàòè (a;b) 6=

const ó âèïàäêàõ 1, 2 òà 3. (ßêùî (a;b) = const, âèïàäêè 1, 2 òà 3

ìiñò ÿòüñÿ ó âèïàäêó 4 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü � .)

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàêîíè çáåðåæåííÿ, îòðèìàíi â òåîðåìi 3.5, ââîäèìî

ïîòåíöiàëè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð-ôóíêöié a òà b i áóäó¹ìî âiäïî-

âiäíi ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè(âèïàäêè 1�4 òàáë.3.1). Âàæëèâèì ¹ ïèòàííÿ

ïðî òå,÷è áóäóòüââåäåíiïîòåíöiàëè ëîêàëüíî íåçàëåæíèìè ó ñåíñi îçíà-

÷åííÿ 2.7. ßêùî âiäîìà òî÷íà ñòðóêòóðàçàêîíiâ çáåðåæåííÿ, âiäïîâiäü

ìàéæå î÷åâèäíà.

Òåîðåìà 3.6. Äëÿ äîâiëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.1) ïîòåíöiàëè ¹ ëîêàëüíî çà-

ëåæíèìè íà ìíîãîâèäi ðiâíÿííÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âiäïîâiäíi çà-

êîíè çáåðåæåííÿ ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïð ÿìå òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì (äèâ.

ïiäðîçäië 2.5),äîâåäåìî ëèøå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ìå-

òîä âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïó ñòèìî, ùî ïîòåíöiàëè v0, . . . , vp, ââåäåíi çà

äîïîìîãîþ (íåçàëåæíèõ) çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ç âèïàäêiâ 1�4 ¹ ëîêàëüíî

çàëåæíèìè. ßêùî p = 0, ìà¹ìî íà óâàçiëîêàëüíó òðèâiàëüíiñòüv0 ÿê

ïîòåíöiàëó , òîáòî, v0 âèðàæà¹òüñÿ ó òåðìiíàõ ëîêàëüíèõ çìiííèõ, i âiäïî-

âiäíèé çàêîí çáåðåæåííÿ ¹ òðèâiàëüíèì. Òîìó , äîñòàòíüî äîñëiäèòèëèøå

ñïåöiàëüíi âèïàäêè, êîëè êiëüêiñòüíåçàëåæíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ áiëü-

øå çà1. Îòæ å,p = 1 êîëè b= 0 àáî b= a i p 2 Nnf 0g äëÿ ëiíiéíîãî ðiâ-

íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìî æíà ââàæàòè,ùî

iñíóþòü òàêi r 2 N òà ôiê ñîâàíà ôóíêöiÿ V çìiííèõ t, x, �v = (v1; : : : vp)

òà u(r ), ùî v0 = V(t; x; �v; u(r )) äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó îá'¹äíàíî¨ ñèñòå-

ìè, ùî âèçíà÷à¹ íàáið ïîòåíöiàëiâ v0, . . . , vp. Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.1)

òà éîãî äèôåðåíöiàëüíi íàñëiäêè, ìî æíà ââàæàòè,ùî V çàëåæèòüëèøå

âiä t, x, �v i uk = @ku=@xk, k = 0; r 0, äå r 0 � 2r . Ïî äi¹ìî îïåðàòîðîì Dx

íà óìîâó v0 = V(t; x; �v; u; u1; : : : ; ur 0): v0
x = Vx + Vvsvs

x + Vuk uk+1 . (Òóò

i íàäàëi iíäåêñ s ïðîáiã à¹ çíà÷åííÿ âiä 1 äî p.) Îñêiëüêè ó áóäü-ÿêîìó

ç âèïàäêiâ vs
x = f su äëÿ äåÿêèõ ôóíêöié f s çìiííèõ t òà x, ïðî äèôå-

ðåíöiéîâàíó óìîâó ìî æíà ðîçùåïèòè çàuk êðîê çàêðîêîì ó çâîðîòíîìó

ïîð ÿäêó, ïî÷èíàþ÷è ç ñòàðøî¨ ïî õiäíî¨. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî Vuk = 0,

Vx = 0 i f 0 = Vvs f s, òîáòî, ôóíêöi¨ f 0, . . . f p ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè. Òîáòî,

îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç ïðèïóùåííÿì ïðî íåçàëåæíiñòüçàêîíiâ çáåðå-

æåííÿ.

3.3. Íàéïðîñòiøi ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ

Ðîçãëÿíåìî çàêîíè çáåðåæåííÿ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì 1�4 ç òàáë.3.2,ùî

ìàþòü âèãëÿä

D tF (t; x; u(r ); v(r )) + DxG(t; x; u(r ); v(r )) = 0: (3.11)
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Òàêi çàêîíè ìî æíà ðîçãëÿäàòèÿê íåëîê àëüíi (ïîòåíöiàëüíi ) çàêîíè çáå-

ðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó(3.1). Ââàæà¹ìî ¨õ íàéïðîñòiøèìè ïîòåíöiàëü-

íèìè çàêîíàìè çáåðåæåííÿ, îñêiëüêè âiäïîâiäíi ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìèïî-

áóäîâàíî ç âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (3.1) çà äîïîìîãîþ ëèøå î äíîãî çàêîíó

çáåðåæåííÿ.

Çàêîíè çáåðåæåííÿ êëàñèôiêó¹ìî ç òî÷íiñòþ äî âiäíîøåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi, ÿêå ãåíåðó¹òüñÿ ãðóïîþ ïåðåòâîðåíü G equiv
pr , ùî ¹ ïðî äîâæåí-

íÿì ãðóïè G equiv ç òåîðåìè 3.3 íà ïðîñòið ïîòåíöiàëó v.

Ëåìà 3.2. Áóäü-ÿêèéçàêîí çáåðåæåííÿ âèãëÿäó(3.11) äëÿ êîæíî¨ ç

ñèñòåì 1�4 ç òàáë. 3.2 åêâiâàëåíòíèé çàêîíó ç ãóñòèíîþ F òà ïîòî-

êîì G, ùî íå çàëåæàòü âiä ïîõiäíèõ (íåíóëü îâîãî ïîðÿäêó) ôóíêöié u

òà v.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ç ñèñòåì 1�4. Âðàõóâàâøè¨¨ òà âñi

¨¨ äèôåðåíöiàëüíi íàñëiäêè, ìî æíà âèêëþ÷èòèçàëåæíiñòüôóíêöié F òà

G âiä óñiõ ïî õiäíèõ (íåíó ëüîâîãî ïîð ÿäêó) ôóíêöi¨ v òà ïî õiäíèõ u, ùî

ìiñò ÿòü äèôåðåíöiþâàííÿ ïî t. Ðåøòà äîâåäåííÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íà

äîâåäåííþ ëåìè 3.1.

Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 3.5, àëå ó áiëüø ãðîìiçäêèé ñïîñiá,

ìî æíà äîâåñòèíàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.7. Ïîâíèé ïåðåëiê âñiõ G equiv
pr -íååêâiâàëåíòíèõ çàêîíiâ çáå-

ðåæåííÿ âèãëÿäó(3.11) äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó(3.1) âè÷åðïó¹òüñÿ âèïàä-

êàìè ç ïîäâiéíîþ íóìåð àöi¹þ, íàâåäåíèìè ó òàáë. 3.2.

Çàóâàæåííÿ 3.4. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.7 âèêîðèñòîâó¹ìî âñi íåçà-

ëåæíi äèôåðåíöiàëüíi íàñëiäêè âiäïîâiäíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì. Â

òàáë. 3.2 äëÿ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì ç ïî äâiéíîþ íóìåðàöi¹þ íå âèïè-

ñàíî ðiâíÿííÿ, ÿêi ìiñò ÿòü vt , îñêiëüêè âîíè ¹ ëèøå äèôåðåíöiàëüíèìè

íàñëiäêàìè ðiâíÿíü öèõ ñèñòåì.
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Òàáëèöÿ3.2

Çàêîíè çáåðåæåííÿ i ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìèðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨

N a b F G Ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè

1 8 8 u � aux �
R

b vx = u; vt = aux +
R

b
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.1 8 0 v �

R
a vx = u; wx = v; wt =

R
a

1.2 8 a ex v � ex
R

a vx = u; wx = ex v; wt = ex
R

a

1.3 8
R

a + ua ev � ev
R

a vx = u; wx = ev ; wt = ev
R

a

1.4 u� 2 0 � � v u� 1 vx = u; wx = � ; wt = � � v u� 1

1.5 u� 2 u� 2 � ex � v u� 1ex vx = u; wx = � ex ; wt = � � v u� 1ex

1.6 1 2u � ev � x ev � � uev vx = u; wx = � ev ; wt = � uev � � x ev

2 8 0 xu
R

a � xaux vx = xu; vt = xaux �
R

a
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2.1 8 0 x � 2v � x � 1

R
a vx = xu; wx = x � 2v; wt = x � 1

R
a

3 8 a (ex + ")u � (ex + ")aux � "
R

a vx = (ex + ")u; vt = (ex + ")aux + "
R

a
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3.1 8 a
ex

(ex + ")2 v �
ex

ex + "

R
a

vx = (ex + ")u; wx =
ex

(ex + ")2 v;

wt =
ex

ex + "

R
a

4 1 0 � u � x u � � ux vx = � u; vt = � ux � � x u
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4.1 1 0
�

�
�

�

x
v � �

�
�
�

�

x
u �

�
�
�

�

t
v

vx = � u; wx =
�

�
�

�

x
v;

wt = �
�

�
�

�

x
u +

�
�
�

�

t
v

Òóò " 2 f 0; � 1g;
R

a =
R

a(u)du,
R

b =
R

b(u)du; � (t; x), � (t; x) òà � (t; v) � äîâiëüíi

ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi (� t + � xx = 0, � t + � xx = 0, � t + � vv = 0).

Ó âèïàäêó 1.3 ââàæà¹ìî
R

b = u
R

a äëÿ òîãî, ùîá çàêîí çáåðåæåííÿ ìàâ íàâåäåíèé

âèãëÿä.

Ïðîàíàëiçó ¹ìî çâ'ÿçêè ìiæ çàêîíàìè çáåðåæåííÿ òà çâ'ÿçêè ìiæ ïî-

òåíöiàëüíèìè ñèñòåìàìè, ÿêi âèíèêàþòü çàâäÿêèiñíóâàííþ äî äàòêîâèõ

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ó äåÿêèõñïåöiàëüíèõ êëàñàõ. Íèæ÷å ââà-

æà¹ìî, ùî a 62f 1; u� 2g mod Gequiv äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó a.

Çàãàëüíèé âèïàäîê. Ðiâíÿííÿ (3.1) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ ¹äèíèé

ëiíiéíî íåçàëåæíèé ëîêàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ (âèïàäîê 3.2.1)ç âåê-

òîðîì ãóñòèíè (F 1; G1) = (u; � aux). Âñi çàêîíè çáåðåæåííÿ âiäïîâiäíî¨

ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè

v1
x = u; v1

t = aux +
R

b; (3.12)
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¹ òðèâiàëüíèìè, òîáòî, ó ðàìê àõ íàøîãî ïiäõ î äó ðiâíÿííÿ (3.1) ó çàãàëü-

íîìó âèïàäêó äîïó ñêà¹ ëèøå òðèâiàëüíi ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ.

b = 0. Áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ òàêîãî âèãëÿäó ìà¹ äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi

ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ (âèïàäêè 3.2.1òà 3.2.2)ç âåêòîðàìè ãóñòèíè

(F 1; G1) = (u; � aux) òà (F 2; G2) = (xu;
R

a � xaux). Âèêîðèñòîâóþ÷è öi

çàêîíè çáåðåæåííÿ, ìî æíà ââåñòèäâà ïîòåíöiàëè v1 òà v2, äå

v1
x = u; v1

t = aux ; (3.13)

v2
x = xu; v2

t = xaux �
R

a: (3.14)

Ðiâíÿííÿ (3.13) òà (3.14), ÿêùî ðîçãëÿäàòè ¨õ îêðåìî, óòâîðþþòü äâi

ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìèäëÿ ðiâíÿííÿ (3.1) ç íó ëüîâèì b íà íåâiäîìi ôóíê-

öi¨ (u; v1) òà (u; v2) âiäïîâiäíî. Òðåòÿ ïîòåíöiàëüíà ñèñòåìà,â ÿêié òðè

ôóíêöi¨ u, v1 òà v2 ââàæàþòüñÿ íåâiäîìèìè, óòâîðåíà î äíî÷àñíî ðiâíÿí-

íÿìè (3.13)òà (3.14). Êî æíà ç ñèñòåì (3.13)òà (3.14)ìà¹ ¹äèíèé ëiíiéíî

íåçàëåæíèé ëîêàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ (âèïàäêè 1.1 òà 2.1 òàáë.3.2).

Öi çàêîíè çáåðåæåííÿ ç âåêòîðàìè ãóñòèíè (F 11; G11) = (v1; �
R

a) òà

(F 21; G21) = (x � 2v2; � x � 1
R

a) ¹ íàéïðîñòiøèìè ïîòåíöiàëüíèìè çàêîíà-

ìè çáåðåæåííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ (3.1) ç b= 0 i äîçâîëÿþòü ââåñòèïîòåíöiàëè

�äðóãîãî ðiâíÿ� w1 òà w2. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî äâi ïîòåíöiàëüíi ñè-

ñòåìè íàñòóïíîãî ðiâíÿ:

v1
x = u; w1

x = v1; w1
t =

R
a; (3.15)

v2
x = xu; w2

x = x � 2v2; w2
t = x � 1

R
a: (3.16)

Ó òîé ñàìèé ÷àñíàéïðîñòiøi ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ ¹ òðèâi-

àëüíèìè íà ìíîãîâèäi ðîçâ'ÿçêiâ îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè(3.13)�(3.14), îñêiëü-

êè ñïðàâåäëèâiíàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

F 11 = Dx(xv1 � v2); G11 = � D t(xv1 � v2);

F 21 = Dx(v1 � x � 1v2); G21 = � D t(v1 � x � 1v2):
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Áiëüø òîãî, w1 = xv1 � v2, w2 = v1 � x � 1v2, òîáòî, ñèñòåìè (3.15),

(3.16) òà (3.13)�(3.14) ¹ ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíèìè. Çâiäñèâèïëèâà¹, ùî

íàñïðàâäi ñèñòåìà (3.13)�(3.14) ãåíåðó¹òüñÿ ëèøå òðüîìà íåçàëåæíèìè

ðiâíÿííÿìè. (Ó ÿêîñòi òàêèõíåçàëåæíèõ ñèñòåì ìî æíà âèáðàòè,íàïðè-

êëàä, v1
x = u, v2

x = xu, xv1
t � v2

t =
R

a). Õî÷à ñèñòåìà(3.15) ôîðìàëüíî

íàëåæèòüäî äðóãîãî ðiâíÿ, âîíà ¹ íàéáiëüø çðó÷íîþ äëÿ ïî äàëüøîãî

äîñëiäæåííÿ, îñêiëüêè ìà¹ íàéïðîñòiøèé âèãëÿä.

b = a. Àíàëiç öüîãî âèïàäêó ïðîâî äèìî ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äî ïîïå-

ðåäíüîãî. Áóäü-ÿêåðiâíÿííÿ çb= a ìà¹ äâîâèìiðíèé ïðîñòið íåòðèâiàëü-

íèõ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, ïðè÷îìó áàçèñöüîãî ïðîñòîðó óòâî-

ðåíèé âåêòîðàìè ãóñòèíè (âèïàäêè 3.2.1òà 3.2.3)

(F 1; G1) = (u; � aux �
R

a) òà

(F 3; G3) = ((ex + ")u; � (ex + ")aux � "
R

a):

Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäïîâiäíi çàêîíè çáåðåæåííÿ, ìî æíà ââåñòèäâàïîòåí-

öiàëè v1 òà v3, äå

v1
x = u; v1

t = aux +
R

a; (3.17)

v3
x = (ex + ")u; v3

t = (ex + ")aux + "
R

a: (3.18)

Ðiâíÿííÿ (3.17)òà (3.18), ÿêùî ðîçãëÿäàòè¨õ îêðåìî, óòâîðþþòü äâi ïî-

òåíöiàëüíi ñèñòåìèäëÿ ðiâíÿííÿ (3.1) ç b= a íà íåâiäîìi ôóíêöi¨ (u; v1)

òà (u; v3) âiäïîâiäíî. Òðåòÿ ïîòåíöiàëüíà ñèñòåìà,â ÿêié òðè ôóíêöi¨ u,

v1 òà v3 ââàæàþòüñÿ íåâiäîìèìè, óòâîðåíà î äíî÷àñíî ðiâíÿííÿìè (3.17)

òà (3.18). Êî æíà ç ñèñòåì (3.17) òà (3.18) ìà¹ ¹äèíèé ëiíiéíî íåçàëåæ-

íèé ëîêàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ (âèïàäêè 1.2òà 3.1òàáë.3.2). Öi çàêîíè

çáåðåæåííÿ ç âåêòîðàìè ãóñòèíè

(F 12; G12) = (exv1; � ex
R

a) òà

(F 31; G31) =
�

ex

(ex + ")2v3; �
ex

ex + "

R
a
�
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¹ íàéïðîñòiøèìè ïîòåíöiàëüíèìè çàêîíàìè çáåðåæåííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ (3.1)

ç b = a i äîçâîëÿþòü ââåñòèïîòåíöiàëè �äðóãîãî ðiâíÿ� w1 òà w3. Â ðå-

çóëüòàòi îòðèìà¹ìî äâi ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè íàñòóïíîãî ðiâíÿ:

v1
x = u; w1

x = exv1; w1
t = ex

R
a; (3.19)

v3
x = (ex + ")u; w3

x =
ex

(ex + ")2v3; w3
t =

ex

ex + "

R
a: (3.20)

Ó òîé ñàìèé ÷àñ,íàéïðîñòiøi ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ ¹ òðèâi-

àëüíèìè íà ìíîãîâèäi ðîçâ'ÿçêiâ îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè(3.17)�(3.18), îñêiëü-

êè

F 12 = Dx((ex + ")v1 � v3); G12 = � D t((ex + ")v1 � v3);

F 31 = Dx

�
v1 �

v3

ex + "

�
; G31 = � D t

�
v1 �

v3

ex + "

�
:

Áiëüø òîãî

w1 = (ex + ")v1 � v3; w3 = v1 �
v3

ex + "
;

òîáòî, ñèñòåìè (3.19), (3.20) òà (3.17)�(3.18) ¹ ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíèìè.

Çâiäñèâèïëèâà¹, ùî íàñïðàâäi ñèñòåìà (3.17)�(3.18) ãåíåðó¹òüñÿ ëèøå

òðüîìà íåçàëåæíèìè ðiâíÿííÿìè. Ó ÿêîñòi òàêèõ íåçàëåæíèõ ñèñòåì

ìî æíà âèáðàòè,íàïðèêëàä, v1
x = u, v3

x = (ex + ")u, (ex + ")v1
t � v3

t = ex
R

a.

Õî÷à ñèñòåìà(3.15) ôîðìàëüíî íàëåæèòüäî äðóãîãî ðiâíÿ, âîíà ¹ íàé-

áiëüø çðó÷íîþ äëÿ ïî äàëüøîãî äîñëiäæåííÿ, îñêiëüêè ìà¹ íàéïðîñòiøèé

âèãëÿä.

b =
R

a + ua . Ïî÷àòê îâà ïîòåíöiàëüíà ñèñòåìàç âèïàäêó 1.3 òàáë.3.2

çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó 2.3òàáë.3.2çàäîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà

~t = t; ~x = v; ~v = x; ~u = u� 1; ~a = u� 2a; (3.21)

çàêîí çáåðåæåííÿ 1.3 ç òàáë. 3.2 ó ëîêàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ âèïàä-

êó 3.2.3ç " = 0. Öå æ ñàìå ïåðåòâîðåííÿ, ïðî äîâæåíå íà ïîòåíöiàë w
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ÿê ~w = � w + vex òàêî æ çâîäèòü ïîòåíöiàëüíó ñèñòåìó âèãëÿäó 1.3 äî

ñèñòåìè1.2 òàáë.3.2.

Ðiâíÿííÿ, ùî ëiíåàðèçóþòüñ ÿ. Äîáðå âiäîìî [41,52,60,84,136],ùî

ëèøå ðiâíÿííÿ (3.1), ÿêi ¹ G equiv-åêâiâàëåíòíèìè ðiâíÿííÿì 1.4, 1.5, 1.6

òàáë.3.2,çâîäÿòüñÿ çàäîïîìîãîþ íåëîê àëüíèõ ïåðåòâîðåíü çìiííèõ (à ñà-

ìå, ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi [105,122]) äî ëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Êðiì òîãî, öi ðiâíÿííÿ âèäiëÿþòüñÿ ç êëàñó

ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ òèì, ùî ìàþòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòüëiíiéíî

íåçàëåæíèõ ÷èñòî ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.

Ðiâíÿííÿ u� 2-äèôóçi¨ ut = (u� 2ux)x çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíîãî ðiâíÿí-

íÿ òåïëîïðîâiäíîñòi [41] ïåðåòâîðåííÿì ãîäîãðàôà (3.21). Áiëüø òî÷íî,

(3.21)¹ ëîêàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì ìiæ âiäïîâiäíèìè ïîòåíöiàëüíèìè ñè-

ñòåìàìè vx = u, vt = u� 2ux òà vx = u, vt = ux , ïîáó äîâàíèìè çà äî-

ïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ �çàãàëüíîãî� çàêîíó çáåðåæåííÿ (âèïàäîê 3.2.1).

Ðiâíÿííÿ u� 2-äèôóçi¨ ìà¹, ÿê ïiäêëàñ êëàñób = 0, äâàëiíiéíî íåçàëåæ-

íèõ ëîêàëüíèõ çàêîíè çáåðåæåííÿ ç âåêòîðàìè ãóñòèíè

F 1 = u; G1 = � u� 2ux ; (3.22)

F 2 = xu; G2 = � xu � 2ux � u� 1 (3.23)

(âèïàäêè 1 òà 2 òàáë.3.2) òà äî äàòêîâî íåñêií÷åííó ñåðiþ ïîòåíöiàëüíèõ

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (âèïàäîê 1.4 òàáë. 3.2). Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåííÿ ãî-

äîãðàôà (3.21) çàêîí çáåðåæåííÿ ç âåêòîðîì ãóñòèíè (3.22) ïåðåõî äèòü

ó òðèâiàëüíèéçàêîí çáåðåæåííÿ ç âåêòîðîì ãóñòèíè (1; 0) ëiíiéíîãî ðiâ-

íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. I íàâïàêè, çàêîí çáåðåæåííÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

òåïëîïðîâiäíîñòi, ùî âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ � = 1 (âèïàäîê 3.2.4)ïåðåòâî-

ðåííÿì (3.21) ïåðåâîäèòüñÿ ó òðèâiàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ ç âåêòîðîì

ãóñòèíè (1; 0) ðiâíÿííÿ u� 2-äèôóçi¨. Çàêîí çáåðåæåííÿ ç âåêòîðîì ãóñòè-

íè (3.23) ¹ òðèâiàëüíèì íà ìíîãîâèäi ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè, ïîáó äîâà-

íî¨ çà äîïîìîãîþ (3.22), i åêâiâàëåíòíèì çàêîíó çáåðåæåííÿ âèïàäêó 1.4

òàáë.3.2ç � = 1, i çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó 4.1òàáë.3.2,äå � = 1 òà � = x.
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Âèïàäîê 1.4òàáë.3.2 ïåðåòâîðåííÿì (3.21)çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó 3.2.4ç

� = � .

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ Ôîê àøà�Éîðòñîñà ut = (u� 2ux)x + u� 2ux çâîäèòü-

ñÿ äî ðiâíÿííÿ u� 2-äèôóçi¨ ëîêàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì ~t = t, ~x = ex ,

~u = e� xu, éîãî çàêîíè çáåðåæåííÿ ïîâ'ÿçàíi ççàêîíàìè çáåðåæåííÿ ëiíié-

íîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíü îãî âè-

ïàäêó.

Ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè ~v~x = ~u, ~v~t = ~u~x + ~u2 òà vx = u, vt = ux , ïîáó-

äîâàíi çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ �çàãàëüíîãî� çàêîíó çáåðåæåííÿ äëÿ

ðiâíÿííÿ Áþðãåðñàut = uxx + 2uux òà ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíî-

ñòi ut = uxx , ïîâ'ÿçàíi ïåðåòâîðåííÿì t = ~t, x = ~x, u = ~ue~v, v = e~v. (Òóò

�òiëüäîâàíi� çìiííi âiäïîâiäàþòü ðiâíÿííþ Áþðãåðñà.) Çàóâàæèìî, ùî

íàñïðàâäi âiäîìå ïåðåòâîðåííÿ Êîó ëà�Õîïôà [52,60,84] ëiíåàðèçó¹ ðiâ-

íÿííÿ Áþðãåðñàäî �ïîòåíöiàëüíîãî� ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi vt = vxx .

Ðiâíÿííÿ Áþðãåðñàìà¹ �çàãàëüíèé� ëîêàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ (âèïà-

äîê 3.2.1) òà íåñêií÷åííó ñåðiþ íàéïðîñòiøèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (âè-

ïàäîê 1.6 òàáë. 3.2). Íàâåäåíå ïåðåòâîðåííÿ ìiæ ïîòåíöiàëüíèìè ñè-

ñòåìàìè iíäóêó¹ âçà¹ìíî î äíîçíà ÷íó âiäïîâiäíiñòü, ùî çáåðiãà¹ � , ìiæ

íåñêií÷åííèìè ñåðiÿìè 1.6 òàáë. 3.2 ðiâíÿííÿ Áþðãåðñàòà 3.2.4 ïîòåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi vt = vxx . Òî äi, çàêîí çáåðåæåííÿ

âèãëÿäó 3.2.4ç ôóíêöi¹þ ~� äëÿ ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíî-

ñòivt = vxx åêâiâàëåíòíèéçàêîíó çáåðåæåííÿ ç ôóíêöi¹þ � äëÿ ëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ut = uxx , äå ~� = � x . Çàêîí çáåðåæåííÿ ç âè-

ïàäêó 3.2.1äëÿ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà¹ òðèâiàëüíèì íà ìíîãîâèäi âiäïîâiä-

íî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìèi çâîäèòüñÿ äî òðèâiàëüíîãî çàêîíó çáåðåæåííÿ

äëÿ ñèñòåìèvx = u, vt = ux .

Ëiíiéíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Ëiíiéíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-

íîñòi ut = uxx ìà¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið íåòðèâiàëüíèõ ëîêàëü-

íèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ [12],ÿêèé ãåíåðó¹òüñÿ âåêòîðàìè ãóñòèíè âèãëÿ-

äó (F � ; G� ) = (� u; � xu � � ux), äå � = � (t; x) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê
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çâîðîòíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi � t + � xx = 0. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ôiê ñîâàíèé çàêîí çáåðåæåííÿ òàêîãî âèãëÿäó, ìî æíà ââåñòè

ïîòåíöiàë v� , äå

v�
x = � u; v�

t = � ux � � xu: (3.24)

Ñèñòåìà(3.24)ìà¹ î äíó íåñêií÷åííó ñåðiþëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

(âèïàäîê 4.1 òàáë.3.2) ç âåêòîðîì ãóñòèíè

(F � � ; G� � ) =
� �

�
�

�

x
v� ; � �

�
�
�

�

x
u �

�
�
�

�

t
v�

�
; (3.25)

äå � = � (t; x) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê çâîðîòíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåï-

ëîïðîâiäíîñòi � t + � xx = 0. Òàêi çàêîíè ¹ íàéïðîñòiøèìè ïîòåíöiàëüíèìè

çàêîíàìè çáåðåæåííÿ äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi i äîçâî-

ëÿþòü ââåñòèïîòåíöiàëè �äðóãîãî ðiâíÿ� w� � . Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

ïîòåíöiàëüíó ñèñòåìóíàñòóïíîãî ðiâíÿ:

v�
x = � u; w� �

x =
�

�
�

�

x
v� ; w� �

t = �
�

�
�

�

x
u +

�
�
�

�

t
v� : (3.26)

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

v�
x = � u; v�

t = � ux � � xu; v�
x = � u; v�

t = � ux � � xu; (3.27)

ÿêà ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåìâèãëÿäó (3.24), ùî âiäïîâi-

äàþòü ëîêàëüíèì çàêîíàì çáåðåæåííÿ ç âåêòîðàìè ãóñòèíè (F � ; G� ) òà

(F � ; G� ). Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ âèïàäêiâ, ìî æíà ñòâåðäæóâàòè,ùî

ïîòåíöiàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ äðóãîãî ðiâíÿ ç âåêòîðîì ãóñòèíè (3.25)

¹ òðèâiàëüíèì íà ìíîãîâèäi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (3.27), îñêiëüêè

F � � = Dx

�
�
�

v� � v�
�

òà G� � = � D t

�
�
�

v� � v�
�

:

Áiëüø òîãî, ñèñòåìè (3.26) òà (3.27) ïîâ'ÿçàíi çà äîïîìîãîþ ëîêàëüíî¨

ïiäñòàíîâêè

w� � =
�
�

v� � v� :
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Îòæ å, íàñïðàâäi, ñèñòåìà(3.27) ãåíåðó¹òüñÿ ëèøå òðüîìà íåçàëåæíèìè

ðiâíÿííÿìè. Ó ÿêîñòi òàêèõðiâíÿíü ìî æíà âèáðàòè,íàïðèêëàä

v�
x = � u; v�

x = � u;
�
�

v�
t � v�

t = �
�

�
�

�

x
u:

ßê ðåçóëüòàò íàâåäåíîãî àíàëiçó, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

Òåîðåìà 3.8. Äëÿ äîâiëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.1), ùî íå ëiíåàðèçó¹òüñÿ,

i ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè äðóãîãî

ðiâíÿ, ÿêi ïîáóäîâàíi çà äîïî ìîãîþ ¹äèíîãî çàêîíó çáåðåæåííÿ, åêâiâà-

ëåíòíi ïîòåíöiàëüíèì ñèñòåìàì ïåðøîãî ðiâíÿ, îòðèìàíèì çà äîïî-

ìîãîþ ïàð çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.

3.4. Ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ

Ç òî÷íiñòþ äî Gequiv-åêâiâàëåíòíîñòi ëiíiéíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

¹ ¹äèíèì ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì ó êëàñi(3.1). Äîñëiäæåííÿ éîãî çàãàëüíèõ

ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiäiãðà¹âàæëèâóðîëü ó êëàñèôiêàöi¨

ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç êëàñó(3.1), ùî ëiíåàðèçó-

þòüñÿ, à îòæå i äëÿ âñüîãî êëàñó(3.1). (Íàéïðîñòiøi çàêîíè çáåðåæåííÿ

âèâ÷åíi ó ïîïåðåäíü îìó ïiäðîçäiëi.)

ßê äîâåäåíî ó òåîðåìi 3.5, ëiíiéíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ìà¹ íå-

ñêií÷åííó ñåðiþ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå p 2

N òàâèáåðåìî p ëiíiéíî íåçàëåæíèõðîçâ'ÿçêiâ �� = (� 1; : : : ; � p) çâîðîòíî-

ãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, îòðèìà¹ìî p ëiíiéíî íåçàëåæíèõ

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ç âåêòîðàìè ãóñòèíè (F s; Gs) = (� su; � s
xu � � sux).

(Òóò i íàäàëi s = 1; p.) Â ñèëóòåîðåìè 3.6 ïîòåíöiàëè �v = (v1; : : : ; vp),

ââåäåíi çà äîïîìîãîþ öèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ôîðìó ëàìè

vs
x = � su; vs

t = � sux � � s
xu (3.28)

¹ íåçàëåæíèìè ó ñåíñi îçíà ÷åííÿ 2.7.
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Äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ïîâíèé ïåðåëiê ïîòåíöiàëü-

íèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âè÷åðïó¹òüñÿ îá'¹äíàíîþ ìíî æèíîþ ïîòåíöiàëü-

íèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ïåðøîãî ðiâíÿ, ùî âiäïîâiäàþòü âñiì ìî æëèâèì

çíà÷åííÿì p òà p-êîðòåæiâ �� . Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

Òåîðåìà 3.9 ( [123]). Áóäü-ÿêèéëîêàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ ñèñòå-

ìè (3.28) ¹ åêâiâàëåíòíèì íà ìíîãîâèäi ñèñòåìè (3.28)ëîêàëüíî ìó çà-

êîíó çáåðåæåííÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi.

Íàñëiäîê 3.1. Äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ïîòåíöiàëüíi

çàêîíè çáåðåæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿ åêâiâàëåíòíi ëîêàëüíèì íà ìíîãî-

âèäi âiäïîâiäíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì, ïðè÷îìó ïîòåíöiàëè áóäü-ÿêîãî

ðiâíÿ ëîêàëüíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåçëîêàëüíi çìiííi t, x, u(r ) (äëÿ äåÿêî-

ãî r ) òà ïîòåíöiàëè ïåðøîãî ðiâíÿ.

Íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ äîïó ñêàþòü áiëüø çàãàëüíi, íiæ íàéïðîñòiøi, ïî-

òåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ñèñòåìà,ùî äîñëiä-

æó¹òüñÿ, ìà¹

� áiëüø íiæ î äèí ëiíiéíî íåçàëåæíèé ëîêàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ (à,

îòæå, ìî æíà ââåñòèêiëüêà ðiçíèõ ïîòåíöiàëiâ íà ïåðøîìó iòåðàöié-

íîìó êðîöi)

� àáî íåòðèâiàëüíi íàéïðîñòiøi ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ.

ßê ïîê àçàíî ó ïiäðîçäiëi 3.3.,öåìî æëèâî ó êëàñi(3.1)ëèøå äëÿ ñïåöiàëü-

íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð-ôóíêöié a òà b. Â ñèëóðåçóëüòàòiâïiäðîçäiëó 3.3.

äëÿ ðiâíÿíü, ùî ëiíåàðèçóþòüñÿ, i òåîðåìè 3.9,ñïðàâåäëèâàíàñòóïíà

Òåîðåìà 3.10. Äëÿ äîâiëüíîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó(3.1), ùî ëiíåàðèçó¹òü-

ñÿ, âñi ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ äðóãîãî ðiâíÿ åêâiâàëåíòíi íà

ìíîãîâèäi âiäïîâiäíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì ïîòåíöiàëüíèì çàêîíàì

çáåðåæåííÿ ïåðøîãî ðiâíÿ.

Ùîá äîñëiäèòè ïîâíiñòþ ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ ðiâíÿíü ç

êëàñó(3.1), çàëèøà¹òüñÿ âèâ÷èòèïiäêëàñè ç b = 0 òà b = a, ðiâíÿííÿ ç
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ÿêèõ ìàþòü äâà íåçàëåæíi ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ, òà ïiäêëàñ b =
R

a+ ua, ùî çâîäèòüñÿ äî b= a çàäîïîìîãîþ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi.

Òåîðåìà 3.11. Âñi ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ äîâiëüíîãî ðiâíÿí-

íÿ ç êëàñó (3.1) ïðè b = 0 àáî b = a ¹ òðèâiàëüíèìè íà ìíîãîâèäi

îá'¹äíàíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì (3.13), (3.14) òà (3.17), (3.18), ïîáó-

äîâàíèõ çà äîïî ìîãîþ ïàð íåçàëåæíèõ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îá'¹äíàíó ñèñòåìó (3.13), (3.14) (àáî (3.17),

(3.18)) (íèæ÷å ó äóæêàõ íàâî äèìî ðiçíèöi ìiæ äðóãèì òà ïåðøèì âè-

ïàäêàìè). Àíàëîãi÷íî ëåìi 3.2, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî,

ùî F = F (t; x; v1; v2) òà G = G(t; x; u; v1; v2). Ðîçùåïèìî ðiâíÿííÿ

D tF + DxG = 0 íà ìíîãîâèäi, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ îá'¹äíàíîþ ñèñòåìîþ.

Ïðîiíòåãðóâàâøè îòðèìàíå ðiâíÿííÿ, ìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàçäëÿ ïîòî-

êó G: G = � (QF )
R

a + G0, äå G0 = G0(t; x; v1; v2) òà Q = @v1 + x@v2

(Q = @v1 + ex@v2). Iíøi ðiâíÿííÿ óòâîðþþòü ñèñòåìóíà ôóíêöi¨ F òà G0:

Q2F = 0; QG0 = 0; Ft + G0
x = 0;

(QF )x + Fv2 = 0 ( (QF )x � Fv1 = 0):

Îòæ å, F = F 1v1 + F 0, ïðè÷îìó F 1, F 0 òà G0 � ôóíêöi¨ çìiííèõ t, y = x

òà ! = xv1 � v2 (! = exv1 � v2), äëÿ ÿêèõ

F 0
! = F 1

y ; F 1
t = � G0

! ; F 0
t = � G0

y :

Ç îñòàííü î¨ ñèñòåìèâèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ H = H (t; y; ! ), ùî

F 1 = H ! (F 1 = exH ! ), F 0 = Hy, G0 = � H t . Òî äi, F = DxH , G = � D tH ,

òîáòî, çàêîí çáåðåæåííÿ ¹ òðèâiàëüíèì.

ßê ïîê àçàíî âèùå, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ëàíöþ æîê ëîêàëüíèõ ïåðå-

òâîðåíü ìiæ ïîòåíöiàëüíèìè ñèñòåìàìè: 3.2.1.3 ! 3.2.1.2 ! (3.17),

(3.18), òîáòî, ñèñòåìà1.3òàáë.3.2ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíàñèñòåìi (3.17),

(3.18). Â ñèëóöüîãî òà òåîðåìè 3.11îòðèìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 3.12. Íà ìíîãîâèäi ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè 1.3 òàáë. 3.2 âñi

ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ äîâiëüíîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñó(3.1) ïðè

b=
R

a + ua ¹ òðèâiàëüíèìè.

Ïiäñóìîâóþ÷è íàâåäåíi ðåçóëüòàòè, çàóâàæèìî, ùî i¹ðàðõiÿ çàêîíiâ

çáåðåæåííÿ (âêëþ÷àþ÷è ëîêàëüíi) äëÿ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ (3.1) ç

òî÷íiñòþ äî Gequiv-åêâiâàëåíòíîñòi ìà¹ âèãëÿä:

� �çàãàëüíèé� ëîêàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ (âèïàäîê 3.2.1)äëÿ äîâiëü-

íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð-ôóíêöié a òà b;

� äâà íåçàëåæíi ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ, ÿêùî b = 0 (âèïàä-

êè 3.2.1òà 3.2.2)àáî b= a (âèïàäêè 3.2.1òà 3.2.3);

� î äèí �çàãàëüíèé� ëîêàëüíèé (âèïàäîê 3.2.1) òà î äèí íàéïðîñòiøèé

ïîòåíöiàëüíèé (âèïàäîê 1.3 òàáë. 3.2) çàêîí çáåðåæåííÿ, ÿêùî b =
R

a + ua;

� íåñêií÷åííà ñåðiÿëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (âèïàäîê 3.2.4)äëÿ

ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi;

� î äèí �çàãàëüíèé� ëîêàëüíèé (âèïàäîê 3.2.1) çàêîí çáåðåæåííÿ òà

íåñêií÷åííà ñåðiÿ íàéïðîñòiøèõ ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

(âèïàäîê 1.6 òàáë.3.2) äëÿ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà;

� äâàíåçàëåæíi ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ u� 2-äèôóçi¨

(âèïàäêè 3.2.1òà3.2.2)òàðiâíÿííÿ Ôîê àøà�Éîðòñîñà (âèïàäêè 3.2.1

òà 3.2.3),ÿê ïiäêëàñiâ b= 0 òà b= a òà äî äàòêîâî íåñêií÷åííà ñåðiÿ

íàéïðîñòiøiõ ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (âèïàäêè 1.4òà 1.5

òàáë.3.2).

Çàóâàæåííÿ 3.5. Âèùå íå ðîçãëÿäàëàñÿ ó ÿâíîìó âèãëÿäi äiÿ ïåðå-

òâîðåíü ç ãðóïè Ëi ñèìåòðié íà çàêîíè çáåðåæåííÿ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü

àáî ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì. Äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi âèïàäêiâ öÿ äiÿ

òðèâiàëüíà. Íàïðèêëàä, çñóâèçà çìiííîþ x âèêîðèñòàíî äëÿ íîðìóâàí-

íÿ ñòàëî¨ " ó âèïàäêó 3.2.3. Ó âèïàäêó 3.2.2öåé ñàìèé çñóâïðèâî äèòü
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äî äî äàâàííÿ �çàãàëüíîãî� çàêîíó çáåðåæåííÿ äî ñïåöiàëüíîãî çàêîíó ó

öüîìó êëàñi.

Íåî÷åâèäíèé çâ'ÿçîê ìiæ íåçàëåæíèìè çàêîíàìè çáåðåæåííÿ ìî æå

áóòè âñòàíîâëåíèé ëèøå äëÿ a = u� 4=3, b = 0 (âèïàäîê 3.2.1 òà âèïà-

äîê 3.2.2) çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ ~t = t, ~x = 1 � x � 1, ~u = x3u ç

ãðóïè Ëi ñèìåòðié âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ. Öåé ôàêò âïåðøå âiäêðèòî

ó [92]â ðàìê àõ �îïåðàòîðíîãî� ïiäõ î äó. Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ ôóíê-

öié a = u� 4=3, b= 0 ïðèâî äÿòüäî ðiâíÿííÿ, ÿêå âèäiëÿ¹òüñÿ ç íåëiíiéíèõ

ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ (3.1) ñâî¨ìè ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Ãðóïà Ëi ñèìåòðié G� ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ìiñòèòü

íåñêií÷åííîâèìiðíó íîðìàëüíó ïiäãðóïó G0
� , ÿêà óòâîðåíà ïåðåòâîðåííÿ-

ìè ~u = u+ f (t; x), äåf = f (t; x) � äîâiëüíèé ðîç'âÿçîê òîãî æñàìîãî ðiâ-

íÿííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöi¨ ðîç'âÿçêiâ. Çòî÷íiñòþ äî

âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ïåðåòâîðåííÿ ç G0
� äiþòü òðèâiàëüíî íà ìíî-

æèíi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ç âèïàäêó 3.2.4.Äiÿ ñêií÷åííîâèìiðíî¨ ôàêòîð-

ãðóïè G� =G0
� íà öþ ìíî æèíó iíäóêó¹ àíàëîãi÷íó ôàêòîð-ãðóïó G+ =G0

+ íà

ìíî æèíi ðîç'âÿçêiâ çâîðîòíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ÿêó

ïðîáiã à¹ ïàðàìåòð-ôóíêöiÿ � .

I¹ðàðõiÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ãåíåðó¹ ïîâíèé ïåðåëiê ëîêàëüíî íååêâi-

âàëåíòíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì äëÿ êëàñó(3.1):

� �çàãàëüíà� ïîòåíöiàëüíà ñèñòåìà(3.12) (âèïàäîê 3.2.1);

� äî äàòêîâi íàéïðîñòiøi ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè (3.14) (âèïàäîê 3.2.2)

àáî (3.18) (âèïàäîê 3.2.3),ÿêùî b= 0 àáî b= a âiäïîâiäíî;

� ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè äðóãîãî ðiâíÿ (3.15) (âèïàäîê 1.1 òàáë. 3.2)

òà (3.19) (âèïàäîê 1.2 òàáë.3.2) (ÿêi, ôàêòè÷íî, åêâiâàëåíòíi îá'¹ä-

íàíèì ïîòåíöiàëüíèì ñèñòåìàì ïåðøîãî ðiâíÿ) ïðè b = 0 àáî b = a

âiäïîâiäíî;

� ñèñòåìà (3.28) ç äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ ëîêàëüíî íåçàëåæíèõ ïîòåí-

öiàëiâ äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi.
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Ñåðåäâèïèñàíèõ ñèñòåìíàéáiëüø öiêàâîþ äëÿ ïî äàëüøîãî äîñëiäæåí-

íÿ ¹ ïîòåíöiàëüíà ñèñòåìà(3.12). Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi äîêëàäíî âèâ-

÷àþòüñÿ ¨¨ ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi.

3.5. Ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ òà

ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

ßêùî ðiâíÿííÿ ç êëàñó(3.1) ïåðåïèñàòèó ÿâíîìó äèâåðãåíòíîìó âèãëÿäi

ut = (a(u)ux � B (u))x ; (3.29)

äå B = �
R

b, âiäïîâiäíîþ àëãåáðîþ åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñóáóäå

bA equiv= h@t ; @x ; @u; t@t � a@a � B@B ; x@x + 2a@a + B@B ;

u@u + B@B ; t@x + u@B ; @B i

i ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi bGequiv ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

~t = "4t + "1; ~x = "5x + "7t + "2; ~u = "6u + "3;

~a = " � 1
4 "2

5a; ~B = " � 1
4 "5"6B + "7u + "8;

äå "1; . . . , "8 � äîâiëüíi ñòàëi, "4"5"6 6= 0:

Ïiñëÿ ââåäåííÿ ïîòåíöiàëó v = v(t; x) ó ðiâíÿííi (3.1), çàïèñàíîìó ó

äèâåðãåíòíié ôîðìi ut = (aux � B )x ç Bu = � b, çàãàëüíà ïîòåíöiàëüíà

ñèñòåìà3.2.1íàáóäå âèãëÿäó

vx = u; vt = aux � B : (3.30)

Ç ñèñòåìè (3.30)âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ v çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

vt = a(vx)vxx � B (vx); (3.31)

ÿêåíàçèâà¹òüñÿ ïîòåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì , ùî âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ (3.1).

Ñèñòåìó (3.30)ìî æíà ðîçãëÿäàòèÿê ïåðåòâîðåííÿ Ëi�Áåêëóíäà ìiæ ðiâ-

íÿííÿìè (3.1) i (3.31).
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Òåîðåìà 3.13. Àëãåáðîþ Ëi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G equiv
pot êëàñóñèñ-

òåì (3.30) ¹ [105]

A equiv
pot = h@t ; @x ; @u + x@v; @v; t@t � a@a � B@B ;

u@u + v@v + B@B ; x@x + v@v + 2a@a + B@B ;

t@x + u@B ; t@v � @B ; v@x � u2@u + 2ua@a � uB@B i :

Òåîðåìà 3.14. Çàãàëüíåïåðåòâîðåííÿ ç G equiv
pot ìà¹ âèãëÿä

~t = "1t + "2; ~x = "0
1x + "0

2v + "0
3t + "0

4; ~v = "00
1x + "00

2v + "00
3t + "00

4;

~u =
"00

1 + "00
2u

"0
1 + "0

2u
; ~a =

("0
1 + "0

2u)2

"1
a;

~B =
"0

1"
00
2 � "0

2"
00
1

"0
1 + "0

2u
B
"1

�
"00

3

"1
+

"0
3

"1

"00
1 + "00

2u
"0

1 + "0
2u

;

äå"1; "2; "0
i ; "00

i (i = 1; 4) � äîâiëüíi ñòàëi, " 1("0
1"

00
2 � "0

2"
00
1) 6= 0:

Îçíà ÷åííÿ 3.1. Ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè G equiv
pot íàçèâàþòüñÿ ïîòåíöiàëü-

íèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ó êëàñiðiâíÿíü (3.1) (àáî (3.29)).

Òâåðäæåííÿ 3.1. Ìíîæèíà G equiv
triv : pot ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi, ÿêi äiþòü íà äîâiëüíi åëåìåíòè a i B òðèâiàëüíî ïî ìî-

äóëþ bGequiv, ¹ íîð ìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G equiv
pot . Âiäïîâiäíà ôàêòîð-

ãðóïà ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ÿê ãðóïà, ùî ñêëàäà¹òüñÿç ïåðåòâîðåíü

~t = t; ~x = x + "v; ~u =
u

1 + "u
;

~v = v; ~a = (1 + "u)2a; ~B =
B

1 + "u
(3.32)

(" � äîâiëüíà ñòàëà), òà ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôó çìiííèõ x i v

~t = t; ~x = v; ~u = u� 1; ~v = x; ~a = u2a; ~B = � u� 1B: (3.33)

Ïåðåòâîðåííÿ (3.32) i (3.33)íàçèâàòèìåìî ÷èñòî ïîòåíöiàëüíèìè ïå-

ðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ êëàñóðiâíÿíü (3.1).
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Âèâ÷åííÿ ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü (3.1), ÿêi âèíèêàþòü ç çà-

ãàëüíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè,åêâiâàëåíòíåðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷i ãðóïîâî¨

êëàñèôiêàöi¨ ó êëàñiñèñòåì (3.30)ç òî÷íiñòþ äî (íåïîâíî¨) ãðóïè åêâiâà-

ëåíòíîñòi Gequiv
triv : pot. Çàóâàæèìî, ùî ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (3.1),

ùî îòðèìóþòüñ ÿ ç ñèñòåìè (3.30), äîñëiäæåíî â [131]. Âèêîðèñòîâóþ÷è

ïåðåòâîðåííÿ ç G equiv
triv : pot, ó äàíié ðîáîòi ñóòò¹âîñïðîùåíî i âïîð ÿäêîâàíî

öi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 3.15. Àëãåáðîþ Ëi ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï ñèñòåì (3.30) ¹ Aker
pot =

h@t ; @x ; @vi (= Amax
3:3:0). Ïîâíèé íàáið G equiv

triv : pot-íååêâiâàëåíòíèõ ñèñòåì

âèãëÿäó(3.30) ç ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ Ëi iíâàðiàíòíîñòi Amax, ùî

íå ñïiâïàäà¹ ç Aker
pot, âè÷åðïó¹òüñÿ âèïàäêàìè, íàâåäåíèìè ó òàáë. 3.3.

Äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòóêëàñèôiêàöi¨ áàçó¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi êëàñè÷-

íîãî àëãîðèòìó Ëi i ïðîâî äèòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ, íàâåäåíîìó ó

ïiäðîçäiëi 4.2.

Ïðîàíàëiçó ¹ìî çâ'ÿçîê ìiæ âèïàäêàìè ç òàáë.3.2 i 3.3.

Âèïàäêè 3.3.0� �3.3.8� ïîâíiñòþ âiäïîâiäàþòü âèïàäêàì 3.1.1�3.1.8a:

3.3.0� $ 3.1.1, 3.3.1� $ 3.1.2, 3.3.2� $ 3.1.3, 3.3.3� $ 3.1.4, 3.3.4� $ 3.1.5,

3.3.5� $ 3.1.6� 6= � 1, 3.3.6� $ 3.1.6� = � 1, 3.3.7� $ 3.1.7,3.3.8�� 6= � 4=3$ 3.1.8a� 6= � 2.

Ñòàëèéìíî æíèê â B (� b) ìî æíà çìiíèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåí-

íÿ åêâiâàëåíòíîñòi âèãëÿäó ~t = "2t, ~x = "x , ~u = u, ~v = "v, ~a = a, ~B = "B

(� ~b = "b), ÿêå íåòðèâiàëüíî äi¹ ëèøå íà îñòàííi áàçèñíi îïåðàòîðè ó

âèïàäêàõ 3.3.3� i 3.1.4.Âiäïîâiäíiñòü 3.3.7� ! 3.1.7âñòàíîâëþ¹òüñ ÿ çà äî-

ïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ~t = t, ~x = � x, ~u = u, ~v = � v,

~a = a, ~B = � B + 1. Âñi íàâåäåíi âèùå âiäïîâiäíîñòi âèçíà÷àþòü içîìîð-

ôiçì ìiæ Amax
3:3:� =h@vi òà Amax

3:2 , ÿêèé ðåàëiçó¹òüñÿ çàäîïîìîãîþ ïðîåêöi¨ íà

ïðîñòið çìiííèõ (t; x; u) (! ) àáî ïðî äîâæåííÿì íà çìiííó v ( ). Îòæ å,

ðiâíÿííÿ (3.1) íå ìà¹ ÷èñòèõïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié äëÿ öèõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ a i b.
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Òàáëèöÿ3.3
Ðåçóëüòàò ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ñèñòåìè (3.30)ç òî÷íiñòþ äî

Gequiv
triv : pot-åêâiâàëåíòíîñòi

N a(u) B (u) Áàçèñ àëãåáðèAmax

0� 8 8 @t ; @x ; @v

1� 8 0 @t ; @x ; @v ; 2t@t + x@x + v@v

2� e�u eu @t ; @x ; @v ; (� � 2)t@t + (� � 1)x@x + @u + (( � � 1)v + x)@v

3� eu u2 @t ; @x ; @v ; t@t + (x + 2t)@x + @u + (x + v)@v

4� eu 0 @t ; @x ; @v ; 2t@t + x@x + v@v ; t@t � @u � x@v

5� u� u� +1 @t ; @x ; @v ; (� � 2� )t@t + (� � � )x@x + u@u + (� � � + 1)v@v

6� u� ln u @t ; @x ; @v ; (� + 2)t@t + (� + 1)x@x + u@u + (( � + 2)v � t)@v

7� u� u ln u @t ; @x ; @v ; �t@t + (�x + t)@x + u@u + (� + 1)v@v

8� u� 0 @t ; @x ; @v ; 2t@t + x@x + v@v ; �t@t � u@u � v@v

1 u� 2e�=u ue1=u @t ; @x ; @v ; (� � 2)t@t + (( � � 1)x + v)@x � u2@u + (� � 1)v@v

2 u� 2e1=u u� 1 @t ; @x ; @v ; t@t + (x + v)@x � u2@u + (v � 2t)@v

3 u� 2e1=u 0 @t ; @x ; @v ; 2t@t + x@x + v@v ; t@t � v@x + u2@u

4
u�

(u + 1)� +2

u� +1

(u + 1)�

@t ; @x ; @v ; (� � 2� )t@t + (( � � � )x � v)@x + u(u + 1)@u +

+( � � � + 1)v@v

5
u�

(u + 1)� +2 u ln
u

u + 1
@t ; @x ; @v ; �t@t + (�x + v � t)@x + u(u + 1)@u + (� + 1)v@v

6
u�

(u + 1)� +2 0 @t ; @x ; @v ; 2t@t + x@x + v@v ; �t@t + v@x � u(u + 1)@u � v@v

7
e� arctan u

u2 + 1

p
u2 + 1e� arctan u @t ; @x ; @v ; (� � 2� )t@t + (( � � � )x � v)@x + (u2 + 1)@u +

+( x + (� � � )v)@v

8
e� arctan u

u2 + 1
0 @t ; @x ; @v ; 2t@t + x@x + v@v ; �t@t + v@x � (u2 + 1)@u � x@v

9 u� 2 0 @t ; @v ; 2t@t + u@u + v@v ; � vx@x + u(ux + v)@u + 2t@v ;

4t2@t � (v2 + 2t)x@x + u(v2 + 6t + 2xuv)@u + 4tv@v ;

x@x � u@u ; �@x � � v u2@u

10 u� 2 u� 1 @t ; @v ; 2t@t + u@u + v@v ; � v@x + u2@u + 2t@v ;

4t2@t � (v2 + 2t)@x + 2u(uv + 2t)@u + 4tv@v ;

@x ; e� x �@x + e� x (� � u� v )u@u

11 1 � u2 @t ; @x ; 2t@t + x@x � u@u ; 2t@x � @u � x@v ;

4t2@t + 4tx@x � 2(x + 2ut)@u � (x2 + 2t)@v ;

@v ; e� v (hx � hu)@u + e� v h@v

12 1 0 @t ; @x ; 2t@t + x@x � u@u ; 2t@x � (xu + v)@u � xv@v ;

4t2@t + 4tx@x � ((x2 + 6t)u + 2xv)@u � (x2 + 2t)v@v ;

u@u + v@v ; hx @u + h@v

Òóò �; � = const. (�; � ) 6= (� 2; � 2); (0; 1) i � 6= � 1; 0 äëÿ âèïàäêiâ 3.3.5� i 3.3.4. � 6= � 2; 0 äëÿ
âèïàäêiâ 3.3.8� i 3.3.6. ôóíêöi¨ � = � (t; v) òà h = h(t; x) � äîâiëüíi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ
òåïëîïðîâiäíîñòi (� t = � vv ; ht = hxx ).
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Âèïàäêè 3.3.8�� = � 4=3 i 3.1.9íå âiäïîâiäàþòü ïîâíiñòþ î äèí î äíîìó , îñ-

êiëüêè áàçèñíèé îïåðàòîð x2@x � 3xu@u ç Amax
3:1:9 íå ìî æå áóòèïðî äîâæå-

íèé íà v ëîêàëüíèì ÷èíîì, i àëãåáðàAmax
3:3:8�

� = � 4=3
=h@vi içîìîðôíà âëàñíié

ïiäàëãåáðiàëãåáðèAmax
3:1:9.

Ó òàáë. 3.3 ¹ ïàðè êëàñiâ�ç çiðî÷êàìè�, ÿêi åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî ïå-

ðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (3.33): 3.3.5��;� $ 3.3.5�� 0;� 0 (� + � 0= � 2; � + � 0= 1),

3.3.6�� $ 3.3.7�� 0, 3.3.8�� $ 3.3.8�� 0 (� + � 0 = � 2). (Äëÿ òîãî, ùîá âèêëþ÷è-

òè ç ðîçãëÿäó âèïàäêè, åêâiâàëåíòíi iíøèì âiäíîñíî G equiv
pot , íåîá õiäíî

ââàæàòè äî äàòêîâî, ùî, íàïðèêëàä, � � � 1 òà � � 1
2 äëÿ � = � 1 ó

âèïàäêàõ 3.3.5��;� i 3.3.8�� .) Îòæ å, ñïðàâåäëèâåíàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 3.2. Âèïàäêè ó ïàðàõ (3.1.6�;� ,3.1.6� 0;� 0) (� + � 0 = � 2;

� + � 0= 1), (3.1.6� = � 1,3.1.7), (3.1.8� ,3.1.7� 0) (� + � 0= � 2) åêâiâàëåíòíi

âiäíîñíî ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (3.33).

ÀëãåáðèAmax
3:3:1� Amax

3:3:12 ìiñò ÿòü îïåðàòîðè, ÿêi íå ïðîåêòîâíi íà ïðîñòið

çìiííèõ (t; x; u), òîáòî ¨õ êîåôiöi¹íòè, ùî âiäïîâiäàþòü çìiííèì t, x i

u çàëåæàòü âiä v. Îòæ å, ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3.1) ç òàêèìè çíà÷åííÿìè

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i B ìàþòü ÷èñòî ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨.

Âèïàäêè 3.3.1�3.3.6ç âiäïîâiäíèìè àëãåáðàìèËi iíâàðiàíòíîñòi ðåäó-

êóþòüñÿ äî âèïàäêiâ �ç çiðî÷êàìè� çà äîïîìîãîþ ÷èñòî ïîòåíöiàëüíèõ

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (3.33) i (3.32): 3.3.1! 3.3.2� , 3.3.2! 3.3.3� ,

3.3.3! 3.3.4� (çàäîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (3.33));3.3.4! 3.3.5� ,

3.3.5! 3.3.6� , 3.3.1! 3.3.2� (ïåðåòâîðåííÿì (3.32)ç " = 1).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ~t = t, ~x = x � t, ~u = u,

~v = v + 2t, ~a = a, ~B = B � u � 2 ç ãðóïè G equiv
triv : pot, ìî æíà çâåñòèôóíêöiþ

B ó âèïàäêó 3.3.4(� = � 2) äî áiëüø ïðîñòîãî âèãëÿäó ~B = u� 1. Òî äi

îñòàííié áàçèñíèéîïåðàòîð Amax ìà¹ âèãëÿä (� + 4)t@t + ((� + 2)x � v)@x +

u(u + 1)@u + ((� + 3)v + 2t)@v. Ïî äiáíå òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâåi äëÿ

� = � 3.

Âèïàäêè 3.3.7 òà 3.3.8 ¹ îñîáëèâèìè â ñåíñi çâåäåííÿ äî âèïàäêiâ ç

òàáë. 3.1. Íå iñíó¹ æî äíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë,ÿêå
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á ðåäóêóâàëîöi ðiâíÿííÿ äî áiëüø ïðîñòîãî âèãëÿäó. Ðîçãëÿíóâøè ðiâ-

íÿííÿ (3.1) òà ñèñòåìó (3.30) íàä ïîëåì êîìïëåê ñíèõ ÷èñåë,ìî æíà çâå-

ñòè âèïàäêè 3.3.7/3.3.8äî âèïàäêiâ 3.3.5�� 0;� 0/3.3.8�
� 0 ç � 0 = � i�= 2 � 1,

� 0 = � i� =2 � 1=2 çà äîïîìîãîþ ÷àñòèííîãî âèïàäêó ïîòåíöiàëüíîãî ïå-

ðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (3.32):

~t = � 4t; ~x = � 2x + 2iv ; ~v = 2x + 2iv ; ~u =
u � i
u + i

;

~a = (u + i )2a; ~B =
B

u + i
:

Âèïàäêè 3.3.7�;� i 3.3.7� 0;� 0 (3.3.8� i 3.3.8� 0) ¹ åêâiâàëåíòíèìè òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè � = � � 0 i � = � � 0 (� = � � 0). Åêâiâàëåíòíiñòüâñòàíîâëþ¹òüñ ÿ

çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ î äíî÷àñíî¨ çìiíè çíàêiâ x òà u. Ùîá âè-

êëþ÷èòè ç ðîçãëÿäó âèïàäêè, ÿêi åêâiâàëåíòíi iíøèì âiäíîñíî G equiv
pot ,

íåîá õiäíî ââàæàòèäî äàòêîâî, ùî � � 0 i � � 0 ÿêùî � = 0.

Ðiâíÿííÿ u� 2-äèôóçi¨, Ôîê àøà�Éîðòñîñà, Áþðãåðñài ëiíiéíå ðiâíÿííÿ

òåïëîïðîâiäíîñòi (âèïàäêè 3.1.8a� = � 2, 3.1.8b,3.1.10i 3.1.11âiäïîâiäíî)

ñóòò¹âî âèäiëÿþòüñÿ ç êëàñóðiâíÿíü (3.1) ñâî¨ìè ñèìåòðiéíèìè âëàñòè-

âîñòÿìè. Ïiñëÿ ââåäåííÿ ïîòåíöiàëó v i çàìiíè ðiâíÿííÿ (3.1) ñèñòå-

ìîþ (3.30) (âèïàäêè 3.3.9�3.3.12),ðiçíèöÿ ìiæ öèìè òà iíøèìè êëàñà-

ìè ñòà¹ áiëüø ÿâíîþ, îñêiëüêè Amax
3:3:9� Amax

3:3:12 içîìîðôíi íåñêií÷åííîâèìið-

íié àëãåáðii, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíî-

ñòi (3.33)òà äî äàòêîâå ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (3.3), ìî æíà çâåñòè

¨õ î äèí äî î äíîãî (äèâ. òàêî æ [105]):

�u�t = ( �u� 2 �u�x ) �x

�v�x = �u; �v�t = �u� 2 �u�x

ût̂ = (û� 2ûx̂ )x̂ + û� 2ûx̂

v̂x̂ = û; v̂t̂ = û� 2ûx̂ � û� 1

~u~t = ~u~x ~x + 2~u~u~x

~v~x = ~u; ~v~t = ~u~x + ~u2

ut = uxx

vx = u; vt = ux

-�
�t = t; �x = v; �u = u� 1; �v = x

-�t̂ = ~t; x̂ = ~v; û = ~u� 1; v̂ = ~x

?

6

�t = t̂; �x = ex̂ ; �u = e� x̂ û; �v = v̂

?

6

t = ~t; x = ~x; u = ~ue~v; v = e~v~u =
vx

v
; vt = vxx ( =
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Îòæ å, âñi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3.1), ùî ìàþòü íåñêií÷åííîâèìiðíó àë-

ãåáðóïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié (àáî íåñêií÷åííó ñåðiþëiíiéíî íåçàëåæíèõ

çàêîíiâ çáåðåæåííÿ), àáî ëiíiéíi, àáî ëiíåàðèçóþòüñÿ. Ëåãêî ïåðåêîíàòè-

ñÿ, ùî âiäîìå ïåðåòâîðåííÿ Êîó ëà�Õîïôà ìî æíà îòðèìàòè ÿê êîìáiíà-

öiþ íàâåäåíèõ ïåðåòâîðåíü. Ëèøå äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-

íîñòi àëãåáðàïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié, ôàêòîðèçîâàíà çàh@vi , içîìîðôíà

ìàê ñèìàëüíié àëãåáðiËi iíâàðiàíòíîñòi. Àëå içîìîðôiçì âñòàíîâëþ¹òüñ ÿ

íå ïðîñòèì ïðîåêòóâàííÿì íà ïðîñòið (t; x; u). Âií ìî æëèâèéçàâäÿêè

ëiíiéíîñòi òà ñïiâïàäàííþ ïî÷àòê îâîãî òà ïîòåíöiàëüíîãî ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 3.16. Âñi ñèìåòði¨, íàâåäåíi ó òàáë. 3.3 ìîæíà îòðèìàòè

ç ëi¨âñüêèõñèìåòðié ðiâíÿíü âèãëÿäó(3.1) çà äîïî ìîãîþ ïðîäîâæåííÿ

íà ïîòåíöiàë v i çàñòîñóâàííÿ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíò-

íîñòi (3.32) òà (3.33) (íàä ïî ëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ó âèïàäêàõ 3.3.7

òà 3.3.8) òà äîäàòêîâîãî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (3.3), ïðîäîâ-

æåíîãî íà v (~v = v).

Ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòiñèñòåìè (3.30) áiëüø ïð ÿìî ïîâ'ÿçàíi ç âëà-

ñòèâîñòÿìè ðiâíÿííÿ (3.31), íiæ ç âëàñòèâîñòÿìè (3.1), îñêiëüêè ñèñòå-

ìà (3.30) ¹ çâè÷àéíèì ïåðøèì ïðî äîâæåííÿì [22] ðiâíÿííÿ (3.31) âiä-

íîñíî çìiííî¨ x. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé çâ'ÿçîê, ëåãêî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó

ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨âêëàñiðiâíÿíü (3.31). Âè÷åðïíèé ðåçóëüòàòãðóïî-

âî¨ êëàñèôiêàöi¨ ìiñòèòüñÿ ó íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 3.17. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ~Gequiv
pot êëàñóðiâíÿíü (3.31) òà

¨¨ àëãåáðà Ëi ~A equiv
pot ¹ ïðîåêöiÿìè ãðóïè G equiv

pot òà àëãåáðèËi A equiv
pot

íà ïðîñòið (t; x; v). Àëãåáðîþ Ëi ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï ðiâíÿíü (3.31)

¹ ~Aker
pot = h@t ; @x ; @vi . Ïîâíèé íàáið ~Gequiv

pot -íååêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü

âèãëÿäó(3.31) ç ìàêñèìàëüíèìè àëãåáðàìè Ëi Amax, ùî íå ñïiâïàäà-

þòü ç ~Aker
pot, âè÷åðïó¹òüñÿ âèïàäêàìè 3.3.0� �3.3.4 � , 3.3.5�

�;� (� � � 1 òà

� � 1
2 ÿêùî � = � 1), 3.3.6�

� , 3.3.8�
� (� � � 1), 3.3.7 (� � 0 òà � � 0

ÿêùî � = 0), 3.3.8 (� � 0) òà 3.3.12.
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Ó êëàñi(3.1) ¹ ðiâíÿííÿ, ÿêi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî íåòðèâiàëüíèõ ïåðå-

òâîðåíü ç Gequiv
pot . Òàê, ðiâíÿííÿ (3.1) äîïó ñêà¹ ïåðåòâîðåííÿ (3.32," = 1)

àáî (3.33)òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

a = u� 2F 1(u� 1); B = uG1(u� 1)

àáî a = u� 1F 2(ln u); B = u1=2G2(ln u);

äå F 1 òà G1 � ïåðiî äè÷íi ôóíêöi¨ ç ïåðiî äîì, ðiâíèì 1 i F 2 (G2) �

ïàðíà (íåïàðíà) ôóíêöiÿ. Öi íåëîê àëüíi ïåðåòâîðåííÿ ãåíåðóþòüäî äàò-

êîâi (ïîðiâíÿíî ç ëi¨âñüêèìè ñèìåòðiÿìè) åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíî æèíi

ðîçâ'ÿçêiâ.

Íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ ut = (u� 1ux)x ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ïåðåòâî-

ðåíü (3.33). Ïåðåëiê éîãî âiäîìèõ G equiv-íååêâiâàëåíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âè-

÷åðïó¹òüñÿ íàñòóïíèìè [24] (äèâ. òàêî æ ïîïåðåäíié ðîçäië äèñåðòàöi¨):

u = c0ec1x  ! u =
"

x � "t + c0
; � u =

2t
(x + c1)2:

u =
2c2

1t
cos2 c1(x + c0)

 ! u =
2t

(x + c1)2 + t2;

u =
2tc0c2

1e
c1x

(1 � c0ec1x)2  ! u =
c1

� " + c0ec1(x� "t )
;

(3.34)

Íàáið ðîçâ'ÿçêiâ (3.34)¹ çàìêíåíèì âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ (3.33). Ñòðië-

êàìè ïîçíà ÷åíî ìî æëèâi ïåðåòâîðåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ (3.34) î äèí â iíøèé çà

äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ (3.33). Òðåòiéç öèõ çâ'ÿçêiâáóââiäîìèé ðàíi-

øå [31,126].

3.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïîâíiñòþ ïðîêëàñèôiê îâàíî ç òî÷íiñòþ äî ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ äîâiëüíîãî ïîð ÿäêó äëÿ êëà-

ñó (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨, çíàéäåíî âñi (íàéïðîñòi-

øi òà çàãàëüíi) ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ òà ïîáó äîâàíî ëîêàëü-

íî íååêâiâàëåíòíi ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè äëÿ ðiâíÿíü (3.1). Ïðîâåäåíî
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âñi ìî æëèâi êðîêè iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè. Â ðåçóëüòàòi îòðèìàíî âiñiì

íååêâiâàëåíòíèõ êëàñiâðiâíÿíü (3.1), ùî ìàþòü ðiçíi ìíî æèíè ïîòåí-

öiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

� çàãàëüíèé âèïàäîê (ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ a òà b � äîâiëüíi);

� òðè âèïàäêè ç äîâiëüíèì çíà÷åííÿì a òà ñïåöiàëüíèìè çíà÷åííÿìè

b (b= 0; b= a; b=
R

adu + ua);

� òðè âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ, ùî ëiíåàðèçóþòüñÿ (a = u� 2, b = 0; a =

b= u� 2; a = 1, b= 2u) òà

� ëiíiéíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi (a = 1, b= 0).

Ïîáó äîâàíî ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi i ïîòåíöiàëü-

íi ñèìåòði¨, ùî âèíèêàþòü ç íàéáiëüø çàãàëüíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè,

òà äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ ïîòåíöiàëüíèìè i êëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè çà

äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Ïîê àçàíî, ùî

íåëîê àëüíi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi ëiíåàðèçóþòü âiäîìi ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà,

Ôîê àøà�Éîðòñîñà òàu� 2-äèôóçi¨ ¹ ïîòåíöiàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè åêâi-

âàëåíòíîñòi.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòèðîçäiëó 3 îïóáëiê îâàíî â ðîáîò àõ [88,121�123].
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ÐÎÇÄIË 4

Ãðóïîâà êëàñèôiê àöiÿ íåëiíiéíèõ

ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨

iç çìiííèìè êîåôiöi¹íò àìè

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòiíåëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ iç çìiííèìè êîåôiöi¹íò àìè

f (x)ut = (g(x)a(u)ux)x + b(u)ux ; (4.1)

äå f = f (x), g = g(x), a = a(u) i b = b(u) äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ

àðãóìåíòiâ, f (x)g(x)a(u) 6= 0:

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ ~t = t; ~x =
R

dx
g(x) ; ~u = u;

ìî æíà çâåñòèðiâíÿííÿ (4.1) äî âèãëÿäó

~f (~x)~u~t = (a(~u)~u~x)~x + b(~u)~u~x ;

äå ~f (~x) = g(x)f (x) i ~g(~x) = 1: (Àíàëîãi÷íî, áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ âèãëÿ-

äó (4.1) çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ ç ~f (~x) = 1:) Òîìó , íå îáìåæóþ÷è çàãàëü-

íîñòi, íàäàëi ðîçãëÿäà¹ìî êëàñ

f (x)ut = (a(u)ux)x + b(u)ux : (4.2)

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 íàâåäåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨,

äîâåäåííÿ ÿêèõ ïðåäñòàâëåíî ó ïiäðîçäiëi 4.2. Ó ïiäðîçäiëi 4.3 ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ äî äàòêîâi (óìîâíi òà ÷àñòèííi) ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ó

êëàñiðiâíÿíü (4.2). Ó ïiäðîçäiëi 4.4 ïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ òà

ïîáó äîâàíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ äåÿêèõïiäêëàñiâ êëàñó(4.2).

Îñíîâíi ðåçóëüòàòèðîçäiëó 4 îïóáëiê îâàíî â ðîáîò àõ [14,121].
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4.1. Ðåçóëüòàò êëàñèôiê àöi¨

Ðîçãëÿíåìî î äíîïàðàìåòðè÷íó ãðóïó ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ó ïðîñòîði

çìiííèõ (t; x; u) ç iíôiíiòåçiìàëüíèì îïåðàòîðîì

Q = � t(t; x; u)@t + � x(t; x; u)@x + � (t; x; u)@u;

ÿêi çàëèøàþòü ðiâíÿííÿ (4.2) iíâàðiàíòíèì. Ç iíôiíiòåçiìàëüíîãî êðè-

òåðiþ Ëi iíâàðiàíòíîñòi ìà¹ìî íàñòóïíi âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ êîåôi-

öi¹íòiâ � t ; � x òà � :

� t
x = � t

u = � x
u = 0;

a� uu + au� u � au(2� x
x � � t

t ) + auu� �
f x

f
au� x = 0;

2� x
x � � t

t +
f x

f
� x =

au

a
� ; f � t � b�x � a� xx = 0;

b
�

f x

f
� x + � x

x � � t
t

�
+ a(� x

xx � 2� xu) � 2au� x � bu� � f � x
t = 0:

(4.3)

Äîñëiäèâøè ñèñòåìó (4.3) íà ñóìiñíiñòü, îòðèìà¹ìî äî äàòêîâå ðiâíÿííÿ

� uu = 0, ÿêå íå ìiñòèòü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. Âðàõîâóþ÷è öþ óìîâó ,

ñèñòåìó(4.3) ìî æíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

� t
x = � t

u = � x
u = 0; � uu = 0; (4.4)

2� x
x � � t

t +
f x

f
� x =

au

a
� ; (4.5)

a� xx + b�x � f � t = 0; (4.6)

(aub� bua)
�
a

� b�x
x � 2au� x + a� x

xx � f � x
t � 2a� xu = 0: (4.7)

Ðiâíÿííÿ (4.4) íå ìiñò ÿòü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. Ïðîiíòåãðóâàâøè ¨õ,

ìà¹ìî

� t = � t(t); � x = � x(t; x); � = � 1(t; x)u + � 0(t; x): (4.8)

Òàêèì ÷èíîì, ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ (4.2) çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ

êëàñèôiêóþ÷èõ óìîâ (4.5)�(4.7).
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Ïiñëÿ ðîçùåïëåííÿ ñèñòåìè (4.5)�(4.7) çà äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè òà

¨õ íåçâ'ÿçàíèìè ïî õiäíèìè îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ � t
t = 0; � x = 0; � = 0

äëÿ êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðiâ ç àëãåáðèËi Aker êëàñóðiâíÿíü (4.2). Îòæ å,

ñïðàâåäëèâåòâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.1. Àëãåáðîþ Ëi ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï êëàñóðiâíÿíü (4.2) ¹

àëãåáðà Aker = h@t i :

Íàñòóïíèé êðîê àëãîðèòìó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîëÿã à¹ ó çíàõî ä-

æåííi ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó(4.2). Äëÿ âiäøóêàííÿ öèõ ïå-

ðåòâîðåíü íåîá õiäíî äîñëiäèòè ñèìåòði¨ ñèñòåìè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiâ-

íÿííÿ (4.2) i äî äàòêîâèõ óìîâ

f t = f u = 0; at = ax = 0; bt = bx = 0:

Âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñè÷íèé àëãîðèòì Ëi, çíàõî äèìî àëãåáðóËi ií-

âàðiàíòíîñòi íàâåäåíî¨ ñèñòåìè,ÿêà ¹ àëãåáðîþËi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi

Gequiv êëàñó(4.2). Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2. Àëãåáðîþ Ëi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G equiv êëàñó(4.2) ¹

àëãåáðà

A equiv = h@t ; @x ; @u; t@t + f @f ; x@x � 2f @f � b@b; u@u;

f @f + b@b + a@ai : (4.9)

Òî äi ãðóïà Gequiv ìiñòèòü íàñòóïíi íåïåðåðâíi ïåðåòâîðåííÿ:

~t = te"4 + "1; ~x = xe"5 + "2; ~u = ue"6 + "3;

~f = f e"4� 2"5+ "7; ~a = ae"7; ~b= be� "5+ "7;

äå "1; : : : ; "7 � äîâiëüíi ñòàëi. Äëÿ êëàñó(4.2) òàêî æ iñíó¹ íåòðèâiàëüíà

ãðóïà äèñêðåòíèõïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêà ãåíåðó¹òüñÿ ÷îòèðìà

iíâîëþòèâíèìè ïåðåòâîðåííÿìè çìiíè çíàêó ó ìíî æèíàõ f t; a;bg; f x; bg;

f ug i f f ; a;bg:

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïð ÿìèé ìåòî ä, ìî æíà äîâåñòè,ùî G equiv ñïiâïàäà¹ ç

ãðóïîþ, ÿêà ãåíåðó¹òüñÿ íàâåäåíèìè íåïåðåðâíèìè òà äèñêðåòíèìè ïå-

ðåòâîðåííÿìè.
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Òåîðåìà 4.3. Âñi íååêâiâàëåíòíi âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ç G equiv ðiâíÿí-

íÿ ç êëàñó(4.2), äëÿ ÿêèõ Amax 6= Aker, âè÷åðïóþòüñÿ âèïàäêàìè, íàâå-

äåíèìè ó òàáë. 4.1�4.3.

Òàáëèöÿ4.1

Âèïàäîê äîâiëüíîãî a(u)

N b(u) f (x) Áàçèñ Amax

1 8 8 @t

2a 8 e"x @t ; "t@t + @x

2b a e� 2x + 
 e� x
@t ; 
 t@t � ex @x

2c a e� 2x (e� x + 
 ) � @t ; (� + 2)t@t � (e� x + 
 )ex @x

2d 0 jxj � @t ; (� + 2)t@t + x@x

2e 1 x � 1 @t ; e� t (@t � x@x )

3a 0 1 @t ; @x ; 2t@t + x@x

3b a e� 2x @t ; 2t@t � @x ; ex @x

Òóò 
 ; � 6= 0; " = 0; 1mod G equiv ; 
 = � 1 mod G equiv :

Äî äàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi:

1. 2b ! 2a (b = 0; " = 1): ~t = t; ~x = 
 e� x ; ~u = u;

2. 2c (� 6= � 2) ! 2a (b = � a=(� + 2); " = 1): ~t = t; ~x = (� + 2) ln je� x + 
 j; ~u = u;

2c (� = � 2) ! 2a (b = � a; " = 0): ~t = t; ~x = ln je� x + 
 j; ~u = u;

3. 2d (� 6= � 2) ! 2a (b = � a=(� + 2); " = 1): ~t = t; ~x = (� + 2) ln jxj; ~u = u;

2d (� = � 2) ! 2a (b = � a; " = 0): ~t = t; ~x = ln jxj; ~u = u;

4. 2e ! 2a (b = � a; " = 1): ~t = et ; ~x = ln jxj + t; ~u = u;

5. 3b ! 3a: ~t = t; ~x = e� x ; ~u = u:
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Òàáëèöÿ4.2

Âèïàäîê a(u) = e�u

N � b(u) f (x) Áàçèñ Amax

1 8 e� u jxj � @t ; (�� � �� + � � 2� )t@t + (� � � )x@x + @u

2 8 eu 1 @t ; @x ; (� � 2)t@t + (� � 1)x@x + @u

3 1 u 1 @t ; @x ; t@t + (x � t)@x + @u

4 1 "eu 8 @t ; t@t � @u

5a 1 0 f 1(x) @t ; t@t � @u ; � t@t + (� x2 + 
 1x + 
 0)@x + � x@u

5b 1 eu f 2(x) @t ; t@t � @u ; � t@t � (� e� x + 
 1 + 
 0ex )@x + � e� x @u

5c 1 1 x � 1 @t ; x@x + @u ; e� t (@t � x@x )

6a 1 0 1 @t ; t@t � @u ; 2t@t + x@x ; @x

6b 1 eu e� 2x @t ; t@t � @u ; 2t@t � @x ; ex @x

6c 1 eu e� 2x (e� x + 
 ) � 3 @t ; t@t � @u ; (e� x + 
 )ex @x + @u ;

� (e� x + 
 )2ex @x + (e� x + 
 )@u

6d 1 0 x � 3 @t ; t@t � @u ; x@x � @u ; x2@x + x@u

Òóò � 6= 0; " 2 f 0; 1g mod G equiv ; � ; � ; 
 1; 
 0 = const i

f 1(x) = exp
� Z

� 3� x � 2
 1 + �
� x2 + 
 1x + 
 0

dx
�

; f 2(x) = exp
� Z

� e� x � 2
 0ex � �
� e� x + 
 1 + 
 0ex dx

�
:

Äî äàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi:

1. 5b ! 5a: ~t = t; ~x = e� x ; ~u = u;

2. 5c ! 5a (� = 
 0 = 1; � = 
 1 = 0; f 1 = x � 1): ~t = et ; ~x = et x; ~u = u;

3. 6b ! 6a: ~t = t; ~x = e� x ; ~u = u;

4. 6c ! 6a: ~t = t sign(e� x + 
 ); ~x = 1=(e� x + 
 ); ~u = u � ln je� x + 
 j;

5. 6d ! 6a: ~t = t signx; ~x = 1=x; ~u = u � ln jxj:
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Òàáëèöÿ4.3

Âèïàäîê a(u) = u�

N � b(u) f (x) Áàçèñ Amax

1 8 u� jxj � @t ; (� + �� � 2� � �� )t@t + (� � � )x@x + u@u

2 8 u� 1 @t ; @x ; (� � 2� )t@t + (� � � )x@x + u@u

3 8 ln u 1 @t ; @x ; �t@t + (�x � t)@x + u@u

4 8 "u � 8 @t ; �t@t � u@u

5a 8 0 f 3(x) @t ; �t@t � u@u ;

� t@t + ((1 + � )� x2 + 
 1x + 
 0)@x + � xu@u

5b 8 u� f 4(x) @t ; �t@t � u@u ;

� t@t � ((1 + � )� e� x + 
 1 + 
 0ex )@x + � e� x u@u

5c � 6= � 3=2 1 x � 1 @t ; e� t (@t � x@x ); �x@x + u@u

6a � 6= � 4=3 0 1 @t ; �t@t � u@u ; @x ; 2t@t + x@x

6b � 6= � 4=3 u� e� 2x @t ; �t@t � u@u ; 2t@t � @x ; ex @x

6c � 6= � 4=3; � 1 u� e� 2x

(e� x + 
 )
4+3 �
1+ �

@t ; �t@t � u@u ; (2 + � )t@t + (1 + � )(e� x + 
 )ex @x ;

� (1 + � )(e� x + 
 )2ex @x + (e� x + 
 )u@u

6d � 6= � 4=3; � 1 0 jxj �
4+3 �
1+ � @t ; �t@t � u@u ; (2 + � )t@t � (1 + � )x@x ;

(1 + � )x2@x + xu@u

6e � 1 0 e
 x @t ; t@t + u@u ; @x � 
 u@u ; 2t@t + x@x � 
 xu@u

6f � 1 u� 1 e� 2x + 
 e� x
@t ; t@t + u@u ; ex @x + 
 u@u ; 2t@t � @x � 
 e� x u@u

6g � 3=2 1 x � 1 @t ; e� t (@t � x@x ); 3x@x � 2u@u ; et (x2@x � 2xu@u )

7a � 4=3 0 1 @t ; 4t@t + 3u@u ; @x ; 2t@t + x@x ; x2@x � 3xu@u

7b � 4=3 u� 4=3 e� 2x @t ; 4t@t + 3u@u ; 2t@t � @x ; e� x (@x + 3u@u ); ex @x

8 0 u 1 @t ; @x ; 2t@t + x@x � u@u ; t@x � @u ;

t2@t + tx@x � (tu + x)@u

Òóò � 6= 0 ó âèïàäêàõ 4�6. " = 0; 1mod G equiv ; � 6= 0; � ; � ; 
 1; 
 0 = const i

f 3(x) = exp
� Z

� (4 + 3� )� x � 2
 1 + �
(1 + � )� x2 + 
 1x + 
 0

dx
�

; f 4(x) = exp
� Z

(2 + � )� e� x � 2
 0ex � �
(1 + � )� e� x + 
 1 + 
 0ex dx

�
:

Äî äàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi:

1. 5b ! 5a: ~t = t; ~x = e� x ; ~u = u;

2. 5c ! 5a (� = 
 0 = 1; � = 
 1 = 0; f 1 = x � 1): ~t = et ; ~x = et x; ~u = u;

3. 6b ! 6a: ~t = t; ~x = e� x ; ~u = u;

4. 6c ! 6a: ~t = t; ~x = � 1=(e� x + 
 ); ~u = je� x + 
 j �
1

1+ � u;

5. 6d ! 6a: ~t = t; ~x = � 1=x; ~u = jxj �
1

1+ � u;

6. 6e ! 6a (� = � 1): ~t = t; ~x = x; ~u = e
 x u;

7. 6f ! 6a (� = � 1): ~t = t; ~x = e� x ; ~u = e
 e� x
u;

8. 6g ! 6a (� = � 3=2): ~t = et ; ~x = � e� t =x; ~u = jet xj �
1

1+ � u;

9. 7b ! 7a: ~t = t; ~x = e� x ; ~u = u:
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Â òàáë. 4.1�4.3 íàâåäåíî âñi ìî æëèâi G equiv-íååêâiâàëåíòíi ìíî æèíè

ôóíêöié f (x); a(u); b(u) i âiäïîâiäíi àëãåáðèiíâàðiàíòíîñòi. Íîìåðè ç î ä-

íàêîâèìè àðàáñüêèìè÷èñëàìè âiäïîâiäàþòü âèïàäêàì, ÿêi ¹ åêâiâàëåíò-

íèìè âiäíîñíî äî äàòêîâèõ ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. ßâíi

ôîðìó ëè äëÿ öèõ ïåðåòâîðåíü íàâåäåíî ïiñëÿ òàáëèöü. Âèïàäêè, ïðî-

íóìåðîâàíi ðiçíèìè àðàáñüêèìè ÷èñëàìè, ¹ íååêâiâàëåíòíèìè âiäíîñíî

ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Äëÿ òîãî, ùîá ñïðîñòèòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè,

ó âèïàäêó f (x) = 1 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ óìîâíå ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíò-

íîñòi ~x = x � "t; ~b= b+ " (iíøi çìiííi íå ïåðåòâîðþþòüñÿ). Iíøi óìîâíi

ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ïiäðîçäiëi 4.3.

Îïåðàòîðè ç òàáë.4.1�4.3 óòâîðþþòü áàçèñèìàê ñèìàëüíèõ àëãåáðií-

âàðiàíòíîñòi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âiäïîâiäíi íàáîðè ôóíêöié f ; a; b

¹ Gequiv-íååêâiâàëåíòíèìè âèïàäêàì ç áiëüø øèðîêèìè àëãåáðàìè ií-

âàðiàíòíîñòi. Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó 4.3.1(�; � ) 6= (0; 0) i � 6= � 1 ÿêùî

� = 0: Ó âèïàäêó 4.3.2 (�; � ) =2 f (� 2; � 2); (0; 1)g i � 6= 0: Àíàëîãi÷íî,

ó âèïàäêó 4.2.1 ìíî æèíà îáìåæ åíü íà ïàðàìåòðè �; � i � ñïiâïàäà¹ ç

îáìåæ åííÿìè äëÿ âèïàäêó 4.3.1,i ìî æíà ââàæàòè, ùî � = 1 àáî � = 1:

Ó âèïàäêó 4.2.2ââàæà¹ìî, ùî � = 1.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Åêñïîíåíöiàëüíi âèïàäêè 4.2.1�4.2.6dìî æíà îòðèìà-

òè ÿê ãðàíèöi ñòåïåíåâèõâèïàäêiâ 4.3.1�4.3.6dâiäïîâiäíî (äèâ, íàïðè-

êëàä, [42,43]). Áiëüø òî÷íî,

~u = 1 + � � 1u; � = � 0� : � ! + 1 ;

âèïàäêè 4:3:1 ! 4:2:1; 4:3:2 ! 4:2:2; 4:3:4 ! 4:2:4

~u = 1 + � � 1u; ~t = � 2t; ~x = �x : � ! + 1 ;

âèïàäîê 4:3:3 ! 4:2:3;

~u = 1 + � � 1u : � ! + 1 ;

âèïàäêè 4:3:5a ! 4:2:5a; 4:3:5b ! 4:2:5b; 4:3:5c ! 4:2:5c;

4:3:6a ! 4:2:6a; 4:3:6b ! 4:2:6b;4:3:6c ! 4:2:6c; 4:3:6d ! 4:2:6d:

Íàâåäåíi ãðàíè÷íi ïåðåõî äè çáåðiãàþòü ñòðóêòóðóàëãåáðèËi iíâàðiàíò-
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íîñòi i ìî æóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáó äîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ

åêñïîíåíöiàëüíèõ êëàñiâç ðîçâ'ÿçêiâ ñòåïåíåâèõêëàñiâ.

Ïðîàíàëiçóâàâøè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, ìà¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.4. ßêùî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó(4.2) iíâàðiàíòíå âiäíîñíî àëãåá-

ðè Ëi ðîçìiðíîñòi íå ìåíøå 4, éîãî ìîæíà çâåñòè ëîêàëüíèìè ïåðå-

òâîðåííÿìè äî ðiâíÿííÿ ç f (x) = 1.

4.2. Äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòó êëàñèôiê àöi¨

Ìåòî ä êëàñèôiêàöi¨,ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó ðîáîòi, áàçó¹òüñÿ íà òîìó , ùî

ïiäñòàíîâê à êîåôiöi¹íòiâ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà ç AmaxnAker â êëàñèôiêó-

þ÷i ðiâíÿííÿ ïðèâî äèòü äî íåòîòî æíèõ ðiâíÿíü íà äîâiëüíi åëåìåíòè.

Ó öié çàäà÷i äîñëiäæåííÿ âñiõ ìî æëèâèõâèïàäêiâ çàëåæèòü,ãîëîâíèì

÷èíîì, âiä ðiâíÿííÿ (4.5). Äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà Q 2 Amax ðiâíÿí-

íÿ (4.5) äà¹ êiëüêà ðiâíÿíü íà a çàãàëüíîãî âèãëÿäó

(� u + � )au = 
 a; (4.10)

äå � ; � ; 
 = const. Äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà ç Amax êiëüêiñòük òàêèõ

íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü íå áiëüøå çàäâà,iíàêøå âîíè óòâîðþþòü íåñóìiñíó

ñèñòåìó íà a, k � âåëè÷èíà, iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ç G equiv.

Îòæ å, iñíóþòü òðè íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè çíà÷åíü k: k = 0, k = 1,

k = 2. Ðîçãëÿíåìî öi âèïàäêè áiëüø äåòàëüíî.

k = 0 (òàáë. 4.1). Òî äi êîåôiöi¹íòè äîâiëüíîãî îïåðàòîðà ç Amax çàäî-

âîëüíÿþòü ñèñòåìó

� = 0; 2� x
x � � t

t +
f x

f
� x = 0; � b�x

x + a� x
xx � f � x

t = 0: (4.11)

Ïðèïó ñòèìî, ùî b =2 h1; ai : Òî äi, ç îñòàííü îãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè(4.11)

âèïëèâà¹, ùî � x
x = � x

t = 0. Îòæ å, äðóãåðiâíÿííÿ îáîâ'ÿçê îâî ¹ íåòî-

òîæíèì ðiâíÿííÿì íà f âèãëÿäó f x = �f . Ðîçâ'ÿçàâøè öå ðiâíÿííÿ,

îòðèìà¹ìî âèïàäîê 2a.
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Íåõ àé òåïåð b2 h1; ai , òîáòî b= "a + � , äå " 2 f 0; 1g; � = const: Òî äi

îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.11) ìî æíà ðîçùåïèòè íà òàêi ðiâíÿííÿ

� x
xx = "� x

x ; � � x
x + f � x

t = 0:

Ðiâíÿííÿ (� x(f x=f + 2"))x = 0 ¹ äèôåðåíöiàëüíèì íàñëiäêîì ðåäóêîâàíèõ

âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü. Îòæ å, óìîâà f x=f + 2" = 0 ¹ êëàñèôiêóþ÷îþ.

Ïðèïó ñòèìî, ùî öÿ óìîâà âèêîíó ¹òüñÿ, òîáòî f = e� 2"x mod Gequiv:

Iñíóþòü òðè íååêâiâàëåíòíi ìî æëèâîñòiäëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ " i � :

" = 1; � 6= 0; " = 1; � = 0; " = 0 (òîäi � = 0 mod G equiv
1 );

ÿêi äàþòü âèïàäêè 2a, 3b òà 3a âiäïîâiäíî.

Íåõ àé " = 0 i f x=f 6= 0. Òî äi, àáî äîñëiäæåííÿ çâîäèòüñÿ äî âè-

ïàäêó 2a, àáî f = x � mod Gequiv, äå � 6= 0: Â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü

ïàðàìåòðó � (� = 0 àáî � 6= 0 i òîäi � = � 1) îòðèìà¹ìî âèïàäîê 2d àáî

âèïàäîê 2e.

Íåõ àé " = 1 i f x=f 6= � 2: Òî äi � = 0 òà f x=f = (C1ex + C0)� 1 � 2, äå

ââàæà¹ìî C1 6= 0, ùîá âèêëþ÷èòèâèïàäîê 2a. Iíòåãðóâàííÿ îñòàííü îãî

ðiâíÿííÿ çàëåæèòüâiä òîãî, äîðiâíþ¹ C0 íó ëåâi÷è íi, ùî ïðèâî äèòüäî

âèïàäêiâ 2b i 2c âiäïîâiäíî.

k = 1: Òî äi a 2 f eu; u� ; � 6= 0g mod Gequiv i iñíó¹ îïåðàòîð Q 2 Amax ç

� 6= 0:

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê a = eu (òàáë.4.2). Ç ðiâíÿííÿ (4.5) âèïëèâà¹, ùî

� u = 0, òîáòî, � = � (t; x). Îòæ å, ðiâíÿííÿ (4.5)�(4.7) ìî æíà ïåðåïèñàòè

ó âèãëÿäi

2� x
x � � t

t +
f x

f
� x = � ; eu� xx + b�x � f � t = 0;

(b� bu)� � b�x
x � f � x

t + eu(� x
xx � 2� x) = 0:

(4.12)

Îñò àíí¹ ðiâíÿííÿ âiäíîñíî bìà¹ âèãëÿä bu = � b+ beu+ c, äå� ; b;c = const.

Éîãî iíòåãðóâàííÿ ïðèâî äèòüäî ï'ÿòè ìî æëèâèõçíà÷åíü b.
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1. b= e� u + { 1eu + { 0 mod Gequiv; äå� 6= 0; 1: (Òóòi íàäàëi { i = const;

i = 0; 1:) Òî äi � = const; { 1 = 0 òà àáî { 0 = 0 ÿêùî f 6= const, àáî æ

{ 0 = 0 mod Gequiv
1 ÿêùî f = const, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî � x

t = 0; � t
tt = 0,

îòæå f = jxj � mod Gequiv (âèïàäêè 1 i 2).

2. b= u + { 1eu + { 0. Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíü îãî âèïàäêó îòðèìà¹ìî

{ 1 = 0; f = 1 mod Gequiv; { 0 = 0 mod Gequiv
1 (âèïàäîê 3).

3. b = ueu + { 1eu + { 0 mod Gequiv. Ç ñèñòåìè (4.12) âèïëèâà¹, ùî

� = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà ç Amax, òîáòî, ìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç ïðè-

ïóùåííÿì � 6= 0 äëÿ äåÿêîãî îïåðàòîðà ç Amax:

4. b = eu + { 0: Òî äi � 1 = � 1(t)e� x + � 0(t), � x = � 1(t)ex + � 0(t) �

� 1(t)e� x . Ìî æíà äîâåñòè, ùî � 1
t = � 0

t = � 1
t = � t

tt = 0 òà àáî { 0 = 0

ÿêùî f 6= const, àáî { 0 = 0 mod Gequiv
1 ÿêùî f = const, à îòæå � 0

t = 0:

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè(4.12)âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹

l (l = 0; 1; 2) ðiâíÿíü âèãëÿäó

f x

f
=

� e� x � � � 2
 0ex

� e� x + 
 1 + 
 0ex

ç íåïðîïîðöiéíèìè íàáîðàìè ñòàëèõ ïàðàìåòðiâ (� ; � ; 
 0; 
 1): Çíà÷åííÿ

l = 0 òà l = 1 âiäïîâiäàþòü âèïàäêàì 4 (" = 1) òà 5b. Äî äàòêîâå, ó

ïîðiâíÿííi ç l = 1, ðîçøèðåííÿ Amax äëÿ l = 2 iñíó¹ òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè f ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

f x

f
=

� 2e� x

� 1e� x + � 0
� 2;

äå àáî � 2 = 0 àáî � 2 = 3� 1 6= 0. Ïðîiíòåãðóâàâøè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ,

îòðèìà¹ìî âèïàäêè 6b òà 6c.

5. b = { 0: Òî äi � 1 = � 1(t)x + � 0(t), � x = � 1(t)x + � 0(t) + � 1(t)x2. Iç

ñóìiñíîñòi ñèñòåìè (4.12) âèïëèâà¹, ùî � t = � x
t = 0 ÿêùî f 62f x � 1; 1g

mod Gequiv àáî { 0 = 0. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ f = x � 1, { 0 6= 0 âiäïîâiäà-

þòü âèïàäêó 5c. ßêùî f 62f x � 1; 1g mod Gequiv i { 0 = 0, îòðèìà¹ìî âèïà-

äîê 1 ç � = 0: ßêùî f = const, òî { 0 = 0 mod Gequiv
1 : Äàëi { 0 = 0. Ïåðøå
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ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.12) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ, ÿêùî ôóíêöiÿ f ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ñèñòåìè l (l = 0; 1; 2) ðiâíÿíü âèãëÿäó

f x

f
=

� 3� x + � � 2
 1

� x2 + 
 1x + 
 0

ç íåïðîïîðöiéíèìè íàáîðàìè ñòàëèõ ïàðàìåòðiâ (� ; � ; 
 0; 
 1): Çíà÷åííÿ

l = 0 i l = 1 âiäïîâiäàþòü âèïàäêàì 4 (" = 0) i 5a. Äî äàòêîâi ðîçøèðåííÿ

äëÿ l = 2 iñíóþòü òîäi é ëèøå òîäi, êîëè f ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

f x

f
=

� 2

� 1x + � 0
;

äå � 2 = 0 àáî � 2 = � 3� 1 6= 0: Öi ìî æëèâîñòi ïðèâî äÿòü äî âèïàäêiâ 6a

òà 6d.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê a = u� (òàáë.4.3). Ç ðiâíÿííÿ (4.5) âèïëèâà¹, ùî

� 0 = 0, òîáòî, � = � 1(t; x)u. Îòæ å, ñèñòåìó(4.5)�(4.7) ìî æíà ïåðåïèñàòè

ó âèãëÿäi

2� x
x � � t

t +
f x

f
� x = �� 1; u� � 1

xx + b� 1
x � f � 1

t = 0;

(�b � ubu)� 1 � b�x
x + (� x

xx � 2(� + 1)� 1
x)u� � f � x

t = 0:
(4.13)

Îñò àíí¹ ðiâíÿííÿ âiäíîñíî b ìà¹ âèãëÿä ubu = � b+ bu� + c, äå � ; b;c =

const. Òî äi b íàáóâà¹ î äíîãî ç ï'ÿòè íàñòóïíèõ çíà÷åíü.

1. b = u� + { 1u� + { 0 mod Gequiv, äå � 6= 0; � . Ç ðiâíÿíü (4.13)

âèïëèâà¹, ùî � 1 = const, � x = (� � � )� 1x + � (t), { 1� x
x = 0 (îòæå, { 1 = 0

îñêiëüêè � 1 6= 0), f = jxj � mod Gequiv, � t
t = (� + �� � 2� � �� )� 1, �� = 0

òà àáî { 0 = 0 ÿêùî � 6= 0 (âèïàäîê 1), àáî { 0 = 0 mod Gequiv
1 ÿêùî � = 0

(âèïàäîê 2).

2. b= ln u+ { 1u� + { 0 mod Gequiv: Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíü îãî âèïàä-

êó îòðèìà¹ìî { 1 = 0; f = 1 mod Gequiv; { 0 = 0 mod Gequiv
1 (âèïàäîê 3).

3. b = u� ln u + { 1u� + { 0 mod Gequiv: Ç ñèñòåìè (4.13) âèïëèâà¹,

ùî � = 0 äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà ç Amax, òîáòî, ìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ ç

ïðèïóùåííÿì � 6= 0 äëÿ äåÿêîãî îïåðàòîðà ç Amax:
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4. b = u� + { 0 mod Gequiv. Òî äi � 1 = � 1(t)e� x + � 0(t); � x = � 1(t)ex +

� 0(t) � (� + 1)� 1(t)e� x : Ìî æíà äîâåñòè,ùî � 1
t = � 0

t = � 1
t = � t

tt = 0, òà

{ 0 = 0 ÿêùî f 6= const àáî { 0 = 0 mod Gequiv
1 ÿêùî f = const, à îòæå,

� 0
t = 0. Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.13) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f

çàäîâîëüíÿ¹ l (l = 0; 1; 2) ðiâíÿíü âèãëÿäó

f x

f
=

(� + 2)� e� x � � � 2
 0ex

(� + 1)� e� x + 
 1 + 
 0ex

ç íåïðîïîðöiéíèìè íàáîðàìè ñòàëèõ ïàðàìåòðiâ (� ; � ; 
 0; 
 1). Çíà÷åííÿ

l = 0 i l = 1 âiäïîâiäàþòü âèïàäêàì 4 (" = 1) òà 5b. l = 2 òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè f ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

f x

f
=

� 2e� x

� 1e� x + � 0
� 2:

Íååêâiâàëåíòíi ìî æëèâîñòi iíòåãðóâàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ïðèâî äÿòü äî

âèïàäêiâ 6b, 6c, 6f, 7b.

5. b= { 0: Òî äi � 1 = � 1(t)x + � 0(t), � x = � 1(t)x + � 0(t) + (� + 1)� 1(t)x2.

Ç ñóìiñíîñòi ñèñòåìè (4.13) âèïëèâà¹, ùî � t = � x
t = 0 ïðè f 62f x � 1; 1g

mod Gequiv àáî { 0 = 0. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ f = x � 1; { 0 6= 0 ïðèâî äÿòü

äî âèïàäêiâ 5c òà 6g. ßêùî f 62f x � 1; 1g mod Gequiv i { 0 = 0, îòðèìà¹ìî

âèïàäîê 1 ç � = 0. ßêùî f = const, òî { 0 = 0 mod Gequiv
1 . Äàëi { 0 =

0: Ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.13) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ, ÿêùî ôóíêöiÿ f ¹

ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè l (l = 0; 1; 2) ðiâíÿíü âèãëÿäó

f x

f
=

� (3� + 4)� x + � � 2
 1

(� + 1)� x2 + 
 1x + 
 0

ç íåïðîïîðöiéíèìè íàáîðàìè ñòàëèõ ïàðàìåòðiâ (� ; � ; 
 0; 
 1). Çíà÷åííÿ

l = 0 òà l = 1 âiäïîâiäàþòü âèïàäêàì 4 (" = 0) òà 5a. l = 2 òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè f ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

f x

f
=

� 2

� 1x + � 0
:

Íååêâiâàëåíòíi ìî æëèâîñòi iíòåãðóâàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ïðèâî äÿòü äî

âèïàäêiâ 6a, 6d, 6e,7a.
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k = 2: Ç ïðèïóùåííÿ ïðî äâà íåçàëåæíèõ ðiâíÿííÿ íà a âèãëÿäó (4.10)

âèïëèâà¹, ùî a = const, òîáòî a = 1 mod G equiv. bu 6= 0 (iíàêøå ðiâíÿí-

íÿ (4.2) ¹ ëiíiéíèì). Ðiâíÿííÿ (4.5)�(4.7) ìî æíà çàïèñàòèó âèãëÿäi

2� x
x � � t

t +
f x

f
� x = 0; � xx + b�x � f � t = 0;

� bu� � b�x
x + � x

xx � f � x
t � 2� 1

x = 0:
(4.14)

Îñò àíí¹ ðiâíÿííÿ âiäíîñíî bìà¹ âèãëÿä (� u+ � )bu = 
 b+ � , äå� ; � ; 
 ; � =

const. Îòæ å, ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü ç G equiv b íàáóâà¹ î äíîãî ç íà-

ñòóïíèõ ÷îòèðüî õ âèãëÿäiâ:

b= u� + { 0; � 6= 0; 1; b= ln u + { 0; b= eu + { 0; b= u:

Êëàñèôiêàöiÿ äëÿ öèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ bâèêîíó ¹òüñÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷-

íî ïîïåðåäíiì âèïàäêàì. Îòðèìàíi ðîçøèðåííÿ ïðè¹äíàíàíî äî òàáë.4.2

òà 4.3.

Çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ó êëàñi(4.2) ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíî.

4.3. Äî äàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

ßêùî íàêëàñòè äåÿêi îáìåæ åííÿ íà äîâiëüíi åëåìåíòè, ìî æíà çíàéòè

äî äàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî íàçèâàþòüñÿ óìîâíèìè ïå-

ðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi (äèâ. îçíà ÷åííÿ 2.1). Íàéïðîñòiøèé øëÿõ

çíàéòè òàêi åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ ïîïåðåäíü î êëàñèôiêîâàíèìè ðiâíÿííÿ-

ìè áàçó¹òüñÿ íà òîìó , ùî åêâiâàëåíòíi ðiâíÿííÿ ìàþòü åêâiâàëåíòíi ìàê-

ñèìàëüíi àëãåáðèËi iíâàðiàíòíîñòi. Àëå áiëüø ñèñòåìàòè÷íèé øëÿõ �

êëàñèôiêóâàòèöi ïåðåòâîðåííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è iíôiíiòåçiìàëüíèé àáî

ïð ÿìèé ìåòî ä. Ïðèêëàäè àëãåáðóìîâíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, îá÷èñëåíèõ çà

äîïîìîãîþ iíôiíiòåçiìàëüíîãî ìåòî äó, íàâåäåíî ó òàáë.4.4.
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Òàáëèöÿ4.4

Àëãåáðèóìîâíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi

Óìîâè Áàçèñ A equiv

b = a @t ; @x ; @u ; u@u ; t@t + f @f ; ex (@x � 2f @f ); f @f + a@a

b = a = eu @t ; t@t + f @f ; @x ; @u + f @f ; x@x � 2f @f ; x2@x + x@u � 3x@f

a = eu ; b = 0 @t ; t@t + f @f ; @x ; @u + f @f ; x@x � 2f @f ; x2@x + x@u � 3x@f

a = b = u� @t ; t@t + f @f ; @x ; @u + �f @f ; ex (@x � 2f @f ); e� x ((1+ � )@x � u@u + (2+ � )f @f )

a = u� ; b = 0 @t ; t@t + f @f ; @x ; @u + �f @f ; x@x � 2f @f ; (1 + � )x2@x + xu@u � (4 + 3� )xf @f

8a, 8b, f = 1 @t ; @x ; @u ; u@u ; t@x � @b; 2t@t + x@x � b@b; t@t � a@a � b@b

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ïîâíèé íàáið äî äàòêîâèõ ëîêàëüíèõ ïåðåòâî-

ðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, (ÿêèé âêëþ÷à¹ i íåïåðåðâíi, i äèñêðåòíi ïåðåòâî-

ðåííÿ) ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòèïð ÿìèé ìåòî ä. Áiëüø òîãî, çàñòîñóâàí-

íÿ öüîãî ìåòî äó äîçâîëÿ¹ îïèñàòè âñi ëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi ìî æ-

ëèâi ìiæ ïàðàìè ðiâíÿíü ç ðîçãëÿäóâàíîãî êëàñó. Ïî äiáíi çàäà÷i âïåðøå

ðîçãëÿäàëèñÿ äëÿ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü Äæ. Êiíãñòîíîì i Õ. Ñîôîêë¹ó-

ñîì [98,99,132]. Çàðàçíàâåäåìî ðÿä ïðîñòèõ, àëå äóæå êîðèñíèõ ëåì,

ùî ìiñò ÿòü ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòèðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Ââàæà¹ìî, ùî

äëÿ âñiõïåðåòâîðåíü âèêîíó ¹òüñÿ óìîâà íåâèðî äæåííîñòi.

Ëåìà 4.1. [97,121] Äëÿ áóäü-ÿêîãî ëîêàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ,

ÿêå çâ'ÿçó¹ äâàåâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó (òîáòî, ðiâíÿííÿ

âèãëÿäóut = H (t; x; u; ux; uxx ), äå Huxx 6= 0), ïåðåòâîðåííÿ çìiííî¨ t

çàëåæèòü ëèøå âiä t.

Ëåìà 4.2. [121] Áóäü-ÿêåëîêàëüíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ, ÿêå çâ'ÿçó¹

äâàåâîëþöiéíi êâàçiëiíiéíi ðiâíÿííÿ äðóãîãîïîðÿäêó, ùî ìàþòü âèãëÿä

ut = F (t; x; u)uxx + G(t; x; u; ux), äå F 6= 0 � ïðîåêòèâíå, òîáòî ~t =

T(t); ~x = X (t; x); ~u = U(t; x; u):

Ëåìà 4.3. [121] Áóäü-ÿêåëîêàëüíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ, ÿêå çâ'ÿçó¹

äâà ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.2), ¹ ëiíiéíèì ïî u: ~t = T(t), ~x = X (t; x),

~u = U1(t; x)u + U0(t; x), i, ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü ç G equiv, ìîæíà

ââàæàòè, ùî êîåôiöi¹íò a íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
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Ëåìà 4.4. [121] (Ut ; Ux) 6= (0; 0) äëÿ äîâiëüíîãî ëîêàëüíîãî ïåðåòâîðåí-

íÿ çìiííèõ, ÿêå çâ'ÿçó¹ äâàðiâíÿííÿ ç êëàñó(4.2), òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè a 2 f u� ; eug mod Gequiv:

ßê ïðèêëàä äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, íàâåäåìî ií-

âîëþòèâíå ïåðåòâîðåííÿ

~t = t; ~x = � x; ~u = u + � x

ÿêå çâ'ÿçó¹ ðiâíÿííÿ

f (x)ut = (euux)x + � euux òà e� � x f (� x)ut = (euux)x + � euux :

Áiëüø òîãî, öåïåðåòâîðåííÿ ¹ äèñêðåòíèì ïåðåòâîðåííÿì iíâàðiàíòíîñòi

äëÿ ðiâíÿííÿ

g(x)e� � x=2ut = (euux)x + � euux ;

ÿêùî g ¹ ïàðíîþ ôóíêöi¹þ.

Òàêî æöiêàâîþ ¹ çàäà÷àçíàõî äæåííÿ ïåðåòâîðåíü ðiâíÿíü ç êëàñó(4.2)

ó iíøi êëàñèðiâíÿíü ðåàêöi¨-äèôóçi¨. Òàê íàïðèêëàä, âèêîðèñòîâóþ÷è

äèñêðåòíåïåðåòâîðåííÿ ~t = t, ~x = � x, ~u = u + x=2, ìî æíà çâåñòè

ðiâíÿííÿ

e� x=2ut = eu(uxx + u2
x + ux)

äî ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ç êëàñèôiêàöi¨ Â. Äîðî äíiöèíà [11]:

~ut = (e~u~u~x)~x �
1
4

e~u:

4.4. Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

Íàâåäåìî äåÿêi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (4.2). Âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñè-

ôiê àöiþ ç òî÷íiñòþ äî âñiõìî æëèâèõëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü (òîáòî, íå

ëèøå âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ç G equiv), ñïî÷àòêó çíàéäåìî ðîçâ'ÿçêè áiëüø
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ïðîñòèõ ðiâíÿíü (íàïðèêëàä, 6à ç òàáë. 4.2 àáî 4.3) çà äîïîìîãîþ êëà-

ñè÷íîãî àëãîðèòìó Ëi�Îâñ ÿííiê îâà àáî íåêëàñè÷íèõ ìåòî äiâ. Ïîòiì ïå-

ðåòâîðèìî ¨õ ó ðîçâ'ÿçêè áiëüø ñêëàäíèõ ðiâíÿíü (òàêèõ,ÿê 6b, 6c, . . . ).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ðiâíÿíü ç f = 1 áiëüøiñòü ç íàâåäåíèõ íèæ÷å

ðîçâ'ÿçêiâ áóëî ïîáó äîâàíî ðàíiøå (äèâ. ïîñèëàííÿ â [24]). Ïðîòå, íåìà¹

æî äíî¨ ðîáîòè, ÿêà á ìiñòèëà ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ âñiõ ìî æëèâèõ

ëi¨âñüêèõðåäóêöiéó öüîìó êëàñiòà âè÷åðïíîãî ðîçãëÿäó iíòåãðîâíîñòi i

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü. Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi

äëÿ äåÿêèõðiâíÿíü ç öüîãî ïiäêëàñó ïîâíiñòþ ðåàëiçîâàíî ëi¨âñüêèéàë-

ãîðèòì ðåäóêöi¨,îòðèìàíî âæå âiäîìi òà ðÿä íîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Îòæ å, ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ 4.2.6a

ut = (euux)x : (4.15)

Íàã àäà¹ìî, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ (4.15)áàçèñAmax çàäà¹òüñÿ îïåðàòîðàìè

Q1 = @t ; Q2 = t@t � @u; Q3 = @x ; Q4 = x@x + 2@u:

Íåíó ëüîâèìè êîìóò àòîðàìè öèõ îïåðàòîðiâ ¹ ëèøå íàñòóïíi: [Q1; Q2] =

Q1 i [Q3; Q4] = Q3: Îòæ å, Amax ¹ çîáðàæåííÿì àëãåáðè2A2:1 [19]. Âñi

ìî æëèâiíååêâiâàëåíòíi (âiäíîñíî âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ) î äíîâèìið-

íi ïiäàëãåáðèàëãåáðè2A2:1 [119]âè÷åðïóþòüñÿ ïiäàëãåáðàìè, íàâåäåíè-

ìè ó òàáë.4.5ðàçîì çâiäïîâiäíèìè àíçàöàìè i ðåäóêîâàíèìè çâè÷àéíèìè

äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè.

Òàáëèöÿ4.5

Ðåäóêîâàíi ÇÄÐ äëÿ (4.15). � 6= 0; " = � 1; � = signt

N Ïiäàëãåáðà Àíçàö u = ! Ðåäóêîâàíå ÇÄÐ

1 hQ3i ' (! ) t ' 0 = 0

2 hQ4i ' (! ) + 2 ln jxj t ' 0 = 2e'

3 hQ1i ' (! ) x (e' )00= 0

4 hQ2i ' (! ) � ln jt j x (e' )00= � �

5 hQ1 + "Q 3i ' (! ) x � "t (e' )00= � "' 0

6 hQ2 + "Q 3i ' (! ) � ln jt j x � " ln jt j (e' )00= � � ("' 0+ 1)

7 hQ1 + "Q 4i ' (! ) + 2"t xe� "t (e' )00= � "! ' 0+ 2"

8 hQ2 + � Q4i ' (! ) + (2� � 1) ln jt j xjt j � � (e' )00= � (� � ! ' 0+ 2� � 1)
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Ðiâíÿííÿ 4.5.1�4.5.5ëåãêî iíòåãðóþòüñÿ. Ïðîiíòåãðóâàâøè ¨õ, ìà¹ìî

òàêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4.15):

u = ln jc1x + c0j; u = ln
�

� x2

2t
+

c1x + c0

t

�
;

u = ' (x � "t ) äå
Z

e'

c1 � "'
d' = ! + c0:

Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè, ëåãêî ìî æíà ïîáó äóâàòèòî÷íi ðîç-

â'ÿçêè äëÿ âèïàäêiâ 4.2.6b�4.2.6d. Íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ ïåðåòâî-

ðåííÿ 4.2.4 îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè áiëüø ñêëàäíîãî i öiêàâîãî

ðiâíÿííÿ

ex

(
 ex + 1)3 ut = (euux)x + euux

ç ãóñòèíîþ, ëîêàëiçîâàíîþ ó ïðîñòîði (âèïàäîê 4.2.6c):

u = ln
�
�c1 + c0(e� x + 
 )

�
� ; u = ln

�
�

1
2t(e� x + 
 )

�
c1

t
+ c0

e� x + 

t

�
:

Çíà÷åííÿ � = � 1 äëÿ âèïàäêó 4.3.6a¹ îñîáëèâèì äëÿ ïàðàìåòðó � , i

ðiâíÿííÿ

ut =
� ux

u

�

x
(4.16)

âèäiëÿ¹òüñÿ ç ïðîöåäóðè ðåäóêöi¨. Êðiì òîãî, âèïàäêè 4.3.6ei 4.3.6f

çâîäÿòüñÿ äî ðiâíÿííÿ (4.16) ëîêàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Àëãåáðàií-

âàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (4.16)ãåíåðó¹òüñÿ îïåðàòîðàìè

Q1 = @t ; Q2 = t@t + u@u; Q3 = @x ; Q4 = x@x � 2u@u

i òàêî æ ¹ ðåàëiçàöi¹þàëãåáðè2A2:1. Ðåäóêîâàíi çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ (4.16) íàâåäåíi ó òàáë.4.6.
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Òàáëèöÿ4.6

Ðåäóêîâàíi ÇÄÐ äëÿ (4.16). � 6= 0; " = � 1

N Ïiäàëãåáðà Àíçàö u = ! Ðåäóêîâàíå ÇÄÐ

1 hQ3i ' (! ) t ' 0 = 0

2 hQ4i ' (! )x � 2 t ' 0 = 2

3 hQ1i ' (! ) x (' � 1 ' 0)0 = 0

4 hQ2i ' (! )t x (' � 1 ' 0)0 = '

5 hQ1 + "Q 3i ' (! ) x � "t (' � 1 ' 0)0 = � "' 0

6 hQ2 + "Q 3i ' (! )t x � " ln jt j (' � 1 ' 0)0 = � "' 0+ '

7 hQ1 + "Q 4i ' (! )e� 2"t xe� "t (' � 1 ' 0)0 = � "! ' 0 � 2"'

8 hQ2 + � Q4i ' (! )t jt j � 2� xjt j � � (' � 1 ' 0)0 = � � ! ' 0+ (1 � 2� )'

Ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíÿííÿ 4.6.1�4.6.4 ìà¹ìî íàñòóïíi ðîçâ'ÿçêè ðiâ-

íÿííÿ (4.16):

u = c0ec1x ; u =
2c2

1t
cos2 c1(x + c0)

; u =
2tc0c2

1e
c1x

(1 � c0ec1x)2;

u =
c1

� " + c0ec1(x� "t )
; u =

"
x � "t + c0

; u =
2t

(x + c1)2 + c0t2:

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíü îìó âèïàäêó, çàñòîñóâàâøèäî öèõ ôîðìó ë ïåðå-

òâîðåííÿ 4.3.7îòðèìà¹ìî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ 4.3.6fó âèãëÿäi:

u = c0e(c1� 
 )e� x
; u =

2c2
1te

� 
 e� x

cos2 c1(e� x + c0)
; u =

2tc0c2
1e

(c1� 
 )e� x

(1 � c0ec1e� x )2 ;

u =
c1e� 
 e� x

� " + c0ec1(e� x � "t )
; u =

"e� 
 e� x

e� x � "t + c0
; u =

2te� 
 e� x

(e� x + c1)2 + c0t2:

Ùå î äíèì ïðèêëàäîì ðiâíÿííÿ ç ãóñòèíîþ, ëîêàëiçîâàíîþ ó ïðîñòîði, ¹

ðiâíÿííÿ 4.3.6c.Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè éîãî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè, çâåäåìî öå

ðiâíÿííÿ ñïî÷àòêó äî ðiâíÿííÿ 4.3.6a

ut = (u� ux)x : (4.17)

ßê i ó ïîïåðåäíiõ âèïàäêàõ, àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi

Amax = hQ1 = @t ; Q2 = t@t � � � 1u@u; Q3 = @x ; Q4 = x@x + 2� � 1u@ui
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ðiâíÿííÿ (4.17) ¹ ðåàëiçàöiÿàëãåáðè2A2:1. Ðåçóëüòàò ðåäóêöi¨(4.17) çà

íååêâiâàëåíòíèìè ïiäàëãåáðàìè àëãåáðèAmax íàâåäåíèé â òàáë.4.7.

Òàáëèöÿ4.7

Ðåäóêîâàíi ÇÄÐ äëÿ (4.17). � 6= 0; � 1; � 6= 0; " = � 1; � = signt

N Ïiäàëãåáðà Àíçàö u = ! Ðåäóêîâàíå ÇÄÐ

1 hQ3i ' (! ) t ' 0 = 0

2 hQ4i ' (! )jxj2=� t ' 0 = 2� � 2(2 + � )' � +1

3 hQ1i ' (! ) x (' � ' 0)0 = 0

4 hQ2i ' (! )jt j � 1=� x (' � ' 0)0 = � � � � 1 '

5 hQ1 + "Q 3i ' (! ) x � "t (' � ' 0)0 = � "' 0

6 hQ2 + "Q 3i ' (! )jt j � 1=� x � " ln jt j (' � ' 0)0 = � � "' 0 � � � � 1 '

7 hQ1 + "Q 4i ' (! )e2"� � 1 t xe� "t (' � ' 0)0 = � "! ' 0+ 2� � 1"'

8 hQ2 + � Q4i ' (! )jt j(2 � � 1)=� xjt j � � (' � ' 0)0 = � � � 1(2� � 1)' � � � ! ' 0

Äëÿ äåÿêèõç ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü âäàëîñÿ ïîáó äóâàòèçàãàëüíèé ðîç-

â'ÿçîê, äëÿ iíøèõ � çíàéäåíî ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè:

u = jc1x + c0j
1

� +1 ; u = (c0 � "� (x � "t ))
1
� ;

u =
�

�
�

� + 2
(x + c0)2

2t
+ c1jt j

� �
� +2

� 1
�

;

u =
�

�
�

� + 2
(x + c0)2

2t
+ c1(x + c0)

�
� +1 jt j �

� (2 � +3)
2( � +1) 2

� 1
�

:

Âñi ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi ó òàáë.4.6 i 4.7,òà âæå ïîáó äîâàíi ðîçâ'ÿçêè

ìî æíà ðîçïîâñþ äèòè íà ðiâíÿííÿ 4.3.6b�4.3.6gçà äîïîìîãîþ ëîêàëüíèõ

ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Òàê, äëÿ ðiâíÿííÿ

e� 2x

(e� x + 
 )
4+3 �
1+ �

ut = (u� ux)x + u� ux (4.18)

(âèïàäîê 4.3.6ñ),âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ 4.3.4, îòðèìà¹ìî òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿäi

u = jc0(e� x + 
 ) � c1j
1

� +1 ;

u =
�

c0 +
"�

e� x + 

+ "2�t

� 1
�

je� x + 
 j �
1

� +1 ;
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u =

 

�
�

� + 2
1
2t

�
c0 �

1
e� x + 


� 2

+ c1jt j
� �

� +2

! 1
�

je� x + 
 j �
1

� +1 ;

u =

 

�
�

� + 2
1
2t

�
c0 �

1
e� x + 


� 2

+

+ c1

�
c0 �

1
e� x + 


� �
� +1

jt j �
� (2 � +3)
2( � +1) 2

! 1
�

je� x + 
 j �
1

� +1 :

Âåëèêóêiëüêiñòüòî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿíü ç êëàñó(4.2) ç f = 1

áóëî ïîáó äîâàíî çàäîïîìîãîþ íåêëàñè÷íèõ ìåòî äiâ. Ñòàðòóâàâøèç íèõ,

âèêîðèñòîâóþ÷è ëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ óìîâíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, îòðè-

ìà¹ìî íåëi¨âñüêi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè áiëüø ñêëàäíèõ ðiâíÿíü (âèïàäêè 6b,

6c, . . . ).

Òàê, Í.Ê. Àìåðîâ [2] i Äæ.Ð. Êiíã [96]çàïðîïîíóâàëè øóêàòèðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿííÿ ut = (u� 1=2ux)x (4.3.6a, � = � 1=2) ó âèãëÿäi u = (' 1(x)t +

' 0(x))2, äå ôóíêöi¨ ' 1(x) i ' 0(x) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìóçâè÷àéíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ' 1
xx = (' 1)2; ' 0

xx = ' 0' 1: ×àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì

öi¹¨ ñèñòåìè ¹

' 1 =
6
x2; ' 0 =

c1

x2 +
c2

x3:

Âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ 4.3.6fç � = � 1=2 ìî æå áóòèçàïèñàíèé

ó âèãëÿäi

u = (6t + c0
1 + c2e� x)2(e� x + 
 )6:

4.5. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó ðîçäiëi 4 ïðîâåäåíî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó ðiâíÿíü

êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ âèãëÿäó (4.2). Îñíîâíi ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ íàâå-

äåíî ó òàáë.4.1�4.3, â ÿêèõ ïåðåðàõîâàíî íååêâiâàëåíòíi âèïàäêè ðîçøè-

ðåíü ç âiäïîâiäíèìè àëãåáðàìèËi iíâàðiàíòíîñòi. Ñåðåäïðåäñòàâëåíèõ

ðiâíÿíü ¹ ðiâíÿííÿ ç ãóñòèíîþ f , ëîêàëiçîâàíîþ ó ïðîñòîði çìiííî¨ x, ÿêi
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iíâàðiàíòíi âiäíîñíî áiëüø øèðîê î¨ íiæ Aker àëãåáðèËi. Ïiñëÿ òàáëèöü

âèïèñàíî âñiäî äàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî çâîäÿòüðiâíÿí-

íÿ ç êëàñèôiêàöi¨äî áiëüø ïðîñòîãî âèãëÿäó. (Ôàêòè÷íî, ðiâíÿííÿ ç (4.2)

ïðîêëàñèôiê îâàíî ç òî÷íiñòþ äî äâîõ ðiçíèõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi,

ùî ãåíåðóþòüñÿ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi òà ìíî æèíîþ âñiõìî æëèâèõïå-

ðåòâîðåíü.) Äëÿ äåÿêèõïiäêëàñiâ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü ïîáó äîâàíî îïòè-

ìàëüíó ñèñòåìóíååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð,âiäïîâiäíi ëi¨âñüêiàíçàöè òà

òî÷íi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè. Çàäîïîìîãîþ äî äàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ïåðåâåäåíî ó ðîçâ'ÿçêè áiëüø öiêàâèõòà

ñêëàäíèõ ðiâíÿíü ç ëîêàëiçîâàíîþ ãóñòèíîþ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòèðîçäiëó 4 îïóáëiê îâàíî â ðîáîò àõ [14,121].
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ÐÎÇÄIË 5

Ãðóïîâà êëàñèôiê àöiÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Øðü î äiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ó êëàñi

(1 + 1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà âèãëÿäó

i t +  xx + j j 
  + V = 0 (5.1)

òà (1 + n)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü

i  t + �  + kjxj2 � f (j j)  = 0; (5.2)

äå V = V(t; x), f = f (j j) � äîâiëüíi ãëàäêi êîìïëåê ñíîçíà ÷íi ôóíêöi¨

ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, 
 6= 0 i k � äiéñíi ñòàëi.

Äëÿ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü (5.1) ïî¹äíàíî êëàñè÷íèé ïiäõiä Ëi, äîñëiä-

æåííÿ àëãåáðè,ùî ãåíåðó¹òüñÿ âñiìà ìî æëèâèìè îïåðàòîðàìè ñèìåò-

ði¨ ðiâíÿíü ç êëàñó(5.1) (ïðè¹äíàíi çîáðàæåííÿ, íååêâiâàëåíòíi î äíî-

âèìiðíi ïiäàëãåáðè,òîùî) òà äîñëiäæåííÿ íà ñóìiñíiñòü êëàñèôiêóþ÷èõ

ðiâíÿíü. Ôàêòè÷íî, äëÿ êëàñóðiâíÿíü (5.1) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ òðè ñóòò¹âî

ðiçíi çàäà÷i êëàñèôiêàöi¨: êëàñèôiêàöiÿ ïîòåíöiàëiâ, ùî çàëåæàòüòiëü-

êè âiä t (ïiäðîçäië 5.2.), êëàñèôiêàöiÿ ñòàöiîíàðíèõ ïîòåíöiàëiâ (ïiä-

ðîçäië 5.3.) òà êëàñèôiêàöiÿ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó (ïiäðîçäië 5.1.). Â

ïiäðîçäiëi 5.4. ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ óçàãàëüíåíîãî íåëiíié-

íîãî ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì òèïó ãàðìîíiéíîãî îñöèëÿòî-

ðà (5.2). Ó ïiäðîçäiëi 5.5.çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òà ðîçâ'ÿçêó iç çàãîñòðåííÿì çàäà÷i Êîøi äëÿ äå-

ÿêèõ êëàñiâíåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòèðîçäiëó 5 îïóáëiê îâàíî â ðîáîò àõ [87,124,125].
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5.1. Ãðóïîâà êëàñèôiê àöiÿ (1+ 1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü

Øðü î äiíãåðà ç äîâiëüíèì ïîòåíöiàëîì

òà ñòåïåíåâîþ íåëiíiéíiñòþ

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð Q = � t@t + � x@x+ � @ + � � @ � ç ìàê ñèìàëüíî¨ àëãåáðè

Ëi iíâàðiàíòíîñòi Amax(
 ; V) ðiâíÿííÿ (5.1) iç ñòåïåíåì 
 i ïîòåíöiàëîì V .

Òóò� t , � x òà � � ãëàäêiôóíêöi¨ çìiííèõ t, x,  òà  � . Çiíôiíiòåçiìàëüíî¨

óìîâè iíâàðiàíòíîñòi [22,23] îòðèìà¹ìî ïåðåâèçíà÷åíó ñèñòåìóëiíiéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà Q:

� t
 = � t

 � = � t
x = 0; � x

 = � x
 � = 0; � t

t = 2� x
x ; �  � = �   = 0;

 �  = � ; 2�  x = i� x
t ; 
 (�  + � �

 ) = � 2� t
t ;

i�  t + �  xx + � tVt + � xVx + � t
t V = 0:

Ïðîàíàëiçóâàâøè öi ðiâíÿííÿ òà ðîçâ'ÿçàâøè ïåðøi ç íèõ, ìà¹ìî òâåð-

äæåííÿ

Òåîðåìà 5.1. Áóäü-ÿêèéîïåð àòîð Q ç Amax(
 ; V) ðiâíÿííÿ (5.1) ç äî-

âiëüíèì ïîòåíöiàëî ì V íàëåæèòü äî ëiíiéíî¨ îáî ëîíêè îïåð àòîðiâ âèã-

ëÿäó

�M ; D(� ) = � @t +
1
2

� tx@x +
1
8

� tt x2M �
1



� t I ;

G(� ) = �@x +
1
2

� txM :
(5.3)

Òóò � = � (t); � = � (t) òà � = � (t) � äîâiëüíi ãëàäêiôóíêöi¨ çìií-

íî¨ t, M = i ( @ �  � @ � ), I =  @ +  � @ � . Áiëüø òîãî, êîåôiöi¹íòè

îïåð àòîð à Q = D(� ) + G(� ) + �M 2 Amax(
 ; V) ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè

êëàñèôiêóþ÷óóìîâó

� Vt +
�

1
2

� tx + �
�

Vx + � tV =
1
8

� ttt x2 +
1
2

� tt x + � t + i
b

4

� tt : (5.4)

Òóò i íàäàëi b
 = 
 � 1(4 � 
 ):
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Ïiñëÿ ðîçùåïëåííÿ ðiâíÿííÿ (5.4) çà äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè òà ¨õ

íåçâ'ÿçàíèìè ïî õiäíèìè îòðèìà¹ìî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ êîåôiöi¹í-

òiâ îïåðàòîðiâ ç Aker ðiâíÿíü êëàñó(5.1). Ïðîiíòåãðóâàâøè ¨õ, ìà¹ìî

íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.2. Àëãåáðîþ Ëi ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï ðiâíÿíü ç êëàñó(5.1) ¹

Aker = hM i .

Çàóâàæåííÿ 5.1. Iíî äi (íàïðèêëàä, äëÿ ðåäóêöi¨àáî ïîáó äîâè òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ) çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòèàìïëiòó äó � òà ôàçó ' çàìiñòü õâè-

ëüîâî¨ ôóíêöi¨  = �e i' . Òî äi ðiâíÿííÿ (5.1) ìî æíà ïåðåïèñàòèó âèãëÿäi

ñèñòåìè íà äâi äiéñíi ôóíêöi¨ � i ' :

� t + 2� x ' x + �' xx + � Im V = 0;

� �' t � � (' x)2 + � xx + � 
 +1 + � ReV = 0:

Îïåðàòîðè (5.3) ìàþòü òó æ ñàìó ôîðìó ç M = @' ; I = �@� :

Äëÿ ïîáó äîâè ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ó êëàñiðiâíÿíü (5.1) âèêî-

ðèñòàíî ÿê iíôiíiòåçiìàëüíèé, òàê i ïð ÿìèé ìåòî ä. Ó ðàìê àõ iíôiíiòåçi-

ìàëüíîãî ìåòî äó ðîçãëÿäà¹ìî äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ïåðøîãî ïîð ÿä-

êó íàéáiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó ó ïðîñòîði çìiííèõ t, x,  ,  � , V , V � i


 , òîáòî

Q = � t@t + � x@x + � @ + � � @ � + � @V + � � @V � + � @
 ;

äå � t , � x , � , � i � ¹ ôóíêöiÿìè âñiõâêàçàíèõ çìiííèõ, òà ââàæà¹ìî, ùî Q

¹ îïåðàòîðîì ñèìåòði¨ äëÿ ñèñòåìè

i t +  xx + j j 
  + V = 0;


 t = 
 x = 
  = 
  � = 0; V = V � = 0:
(5.5)

(Ó ïðîöåäóði ïðî äîâæåííÿ äëÿ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ââàæà¹ìî  

ôóíêöi¹þ çìiííèõ t i x, V òà 
 � ôóíêöiÿìè t, x,  i  � .)
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Òåîðåìà 5.3. Àëãåáðà Ëi A equiv ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G equiv êëàñó(5.1)

ãåíåðó¹òüñÿ îïåð àòîð àìè

D 0(� ) = D(� ) +
1
8

� ttt x2(@V + @V � ) +
i



� tt (@V � @V � ) � � t(V@V + V � @V � );

G0(� ) = G(� ) +
1
2

� tt x(@V + @V � ); M 0(� ) = �M + � t(@V + @V � ):

Ó ðàìê àõ ïð ÿìîãî ìåòî äó øóêà¹ìî âñi ëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ ó ïðî-

ñòîði çìiííèõ t, x,  ,  � , V , V � i 
 , ÿêi çáåðiãàþòü âèãëÿä ñèñòåìè (5.5).

Òåîðåìà 5.4. [125] Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G equiv êëàñó (5.1) ãåíå-

ðó¹òüñÿ ñiì'¹þ íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü

~t = T; ~x = x
p

Tt + X ; ~
 = 
 ;

~ =  
1

(Tt)1=

exp

�
i
8

Ttt

Tt
x2 +

i
2

X tp
Tt

x + i 	
�

;

~V =
1
Tt

�
V +

1
8

�
Ttt

Tt

�

t
x2 +

1
2

�
X tp
Tt

�

t
x + i

b

4

Ttt

Tt
�

�
�

1
4

Ttt

Tt
x +

1
2

X tp
Tt

� 2

+ 	 t

!

(5.6)

i äâîìà äèñêðåòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè: ïðîñòîðîâèì âiääçåðêàëåííÿì

I x (~t = t; ~x = � x; ~ =  ; ~
 = 
 ; ~V = V) òà ÷àñîâèì âiääçåðêàëåííÿì

Âiãíåðà I t (~t = � t; ~x = x; ~ =  � ; ~
 = 
 ; ~V = V � ). Òóò T, X i 	 �

äîâiëüíi ãëàäêiôóíêöi¨ çìiííî¨ t, Tt > 0.

Òàêî æ ìà¹ ìiñöå áiëüø ñèëüíå, íiæ òåîðåìà 5.4,òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.5. [125] ßêùî äâà ðiâíÿííÿ ç êëàñó (5.1) iç çíà÷åííÿìè

ïàðàìåòðiâ (
 ; V) i (~
 ; ~V) ïåðåòâîðþþòüñÿ îäíå â iíøå çà äîïî ìîãîþ

ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, òîäi ~
 = 
 . Áiëüø òîãî, îñêiëüêè 
 6= 0, áóäü-

ÿêå ëîêàëüíå ïåðåòâîðåííÿ ìiæ ðiâíÿííÿìè ç êëàñó(5.1) íàëåæèòü

äî Gequiv.

Çàóâàæåííÿ 5.2. Ç òåîðåì 5.4 i 5.5 âèïëèâà¹, ùî íå iñíó¹ ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi i, âçàãàëi, ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, ÿêi á çìiíþâàëè 
 .
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Îòæ å, ó ïî äàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ ìî æíà ââàæàòè, ùî 
 ôiêñîâàíî i âè-

êëþ÷àòè 
 ç ïîçíà ÷åíü ìàê ñèìàëüíèõ àëãåáðËi iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü

âèãëÿäó (5.1).

Çàóâàæåííÿ 5.3. Ëiíiéíîþ îáîëîíê îþ îïåðàòîðiâ âèãëÿäó (5.3) (
 �

ôiê ñîâàíà ñòàëà!) ¹ (íåñêií÷åííîâèìiðíà ) àëãåáðàËi A [ âiäíîñíî çâè-

÷àéíî¨ äóæêè Ëi âåêòîðíèõ ïîëiâ. Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî Q 2 A [ ç

(� t ; � x) 6= (0; 0) ìî æíà çíàéòè V, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5.4), òî A [ =

h
S

V Amax(V) i . Íåíó ëüîâèìè êîìóò àöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè ìiæ áà-

çèñíèìè åëåìåíòàìè àëãåáðèA [ ¹:

[D(� 1); D(� 2)] = D(� 1� 2
t � � 2� 1

t ); [D(� ); G(� )] = G
�

� � t �
1
2

� t �
�

;

[D(� ); �M ] = � � tM ; [G(� 1); G(� 2)] =
1
2

(� 1� 2
t � � 2� 1

t )M :

Ïîçíà ÷åííÿ Aut( A [ ) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ãðóïè àâòîìîðôiçìiâ, ùî äi¹

íà A [ , ÿêà ãåíåðó¹òüñÿ âñiìà î äíîïàðàìåòðè÷íèìè ãðóïàìè, ùî âiäïî-

âiäàþòü ïðè¹äíàíèì çîáðàæåííÿì îïåðàòîðiâ ç A [ â A [ , i äâîìà äèñ-

êðåòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè Ad I x òà Ad I t . Äiÿ îïåðàòîðiâ Ad I x òà Ad I t

íà áàçèñíi åëåìåíòè àëãåáðèA [ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìó ëàìè Ad I x G(� ) =

G(� � ) (iíøi îïåðàòîðè íå ïåðåòâîðþþòüñÿ) òà Ad I t D(� ) = D( ~� ),

Ad I t G(� ) = G( ~� ), Ad I t �M = ~� M , äå ~� (t) = � � (� t), ~� (t) = � (� t)

òà ~� (t) = � � (� t).

Íàñëiäîê 5.1. A equiv ' A [ , Gequiv ' Aut( A [ ), ïðè÷îìó içîìîðôiçì

âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðî äîâæåííÿ îïåðàòîðiâ àëãåáðèA [ íà ïðî-

ñòið(V; V � ).

Íàñëiäîê 5.2. Íåõ àé A1 òà A2 � ìàê ñèìàëüíi àëãåáðèËi iíâàðiàíòíîñòi

ðiâíÿíü ç êëàñó(5.1) äëÿ äåÿêèõïîòåíöiàëiâ, i V i = f V j Amax(V) = A i g,

i = 1; 2. ÅêâiâàëåíòíiñòüV1 � V2 mod Gequiv ìà¹ ìiñöå òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè A1 � A2 mod Aut( A [ ).

Ëåìà 5.1. Ïîâíèé ïåðåëiê Aut A [ -íååêâiâàëåíòíèõ îäíîâèìiðíèõ ïi-

äàëãåáðàëãåáðèA [ âè÷åðïó¹òüñÿ àëãåáðàìè h@t i , h@x i , htM i , hM i .
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îïåðàòîð Q 2 A [ , òîáòî Q = D(� ) +

G(� ) + �M . Â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü � , � i � , âií åêâiâàëåíòíèé âiä-

íîñíî Aut( A [ ) òà ìíî æåííÿ íà ÷èñëî î äíîìó ç íàñòóïíèõ îïåðàòîðiâ:

D(1), ÿêùî � 6= 0; G(1), ÿêùî � = 0 òà � 6= 0; tM ÿêùî � = � = 0,

� t 6= 0; M ÿêùî � = � = � t = 0.

Íàñëiäîê 5.3. ßêùî Amax(V) 6= Aker , òî VtVx = 0 mod Gequiv.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Amax(V) 6= Aker, iñíó¹ îïåðàòîð Q = D(� ) +

G(� ) + �M 2 Amax(V), ùî íå íàëåæèòüäî hM i . Ç óìîâè (5.4) âèïëèâà¹,

ùî (� ; � ) 6= (0; 0). Òî äi, â ñèëóëåìè 5.1, hQi � h@t i àáî h@x i mod Aut A [ ,

òîáòî VtVx = 0 mod Gequiv.

Òåîðåìà 5.6. Ïîâíèé ïåðåëiê íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ïîòåíöiàëiâ V,

ÿêi äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíî¨ àëãåáðèËi iíâàðiàíòíîñòi

ðiâíÿíü (5.1), âè÷åðïó¹òüñÿ ïîòåíöiàëàìè, íàâåäåíèìè ó òàáë. 5.1.

Òàáëèöÿ5.1

Ðåçóëüòàòèêëàñèôiêàöi¨. W(t); � ; � ; � 2 R, (� ; � ) 6= (0; 0)

N V Áàçèñ àëãåáðèAmax

0 V(t; x) M

1 iW (t) M ; @x ; G(t)

2
i
2

b
 t + �
t2 + 1

M ; @x ; G(t); D (t2 + 1)

3 i� t � 1; � 6= 0;
b

2

M ; @x ; G(t); D (t)

4 i M ; @x ; G(t); @t

5 0; 
 6= 4 M ; @x ; G(t); @t ; D (t)


 = 4 M ; @x ; G(t); @t ; D (t); D (t2)

6 V (x) M ; @t

7 (� + i� )x � 2; 
 6= 4 M ; @t ; D (t)


 = 4 M ; @t ; D (t); D (t2)

Çàóâàæåííÿ 5.4. Ââàæà¹ìî, ùî àëãåáðèiíâàðiàíòíîñòi ó âèïàäêàõ5.1.0,

5.1.1,5.1.6i àíàëîãi÷íèõ âèïàäêàõ ç òàáë.5.2 i 5.3 ¹ ìàê ñèìàëüíèìè, ÿê-

ùî öi âèïàäêè íååêâiâàëåíòíi âiäíîñíî âiäïîâiäíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi

iíøèì, áiëüø ñïåöiàëiçîâàíèì, âèïàäêàì ç òèõ ñàìèõ òàáëèöü.
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Çàóâàæåííÿ 5.5. Iñíó¹ äèñêðåòíåïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi � äëÿ

ìíî æèíè ïîòåíöiàëiâ i� t � 1; � 2 R, ÿêå ìà¹ âèãëÿä (5.6) ç T = � t � 1,

X = 0, 	 = 0. Öåïåðåòâîðåííÿ äi¹ íà � íàñòóïíèì ÷èíîì: � ! b
 =2� � .

Äëÿ òîãî, ùîá âèïàäêè, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, áóëè ïîâíiñòþ íååêâiâàëåíò-

íèìè, íåîá õiäíî ââàæàòè äî äàòêîâî, ùî � � b
 =4 (àáî � � b
 =4) ó âè-

ïàäêó 5.1.3. Îñêiëüêè I t 2 Gequiv, àíàëîãi÷íî ìî æíà ñòâåðäæóâàòè,ùî

� � 0 ó âèïàäêó 5.1.2i � � 0 ó âèïàäêó 5.1.7. Áiëüø òîãî, � ¹ äèñêðåò-

íèì ïåðåòâîðåííÿì ñèìåòði¨ äëÿ âèïàäêó 5.1.3(� = b
 =4) i, ÿê ãðàíè÷íèé

âèïàäîê íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü, ãåíåðó¹òüñÿ îïåðàòîðîì D(t2 + 1) ç

âèïàäêó 5.1.2.

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ íàñëiäêîì 5.3, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.6 äîñòàò-

íü î äîñëiäèòè äâàâèïàäêè: Vx = 0 i Vt = 0. Ôàêòè÷íî, íèæ÷å îòðèìàíî

ïîâíèé ðåçóëüòàò ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ îáî õ ñïåöiàëüíèõ âèïàäêiâ,

i öi ðåçóëüòàòè ïî¹äíàíî äëÿ çàãàëüíîãî êëàñó.

5.2. Êëàñèôiê àöiÿ ïîòåíöiàëiâ, ùî íå çàëåæàòü

âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ç êëàñó(5.1) ç ïîòåíöiàëàìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

äî äàòêîâå ïðèïóùåííÿ Vx = 0, òîáòî V = V(t). Íàñòóïíèé ëàíöþ æîê

ëåì äà¹ ïîâíå ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i êëàñèôiêàöi¨ ó äàíîìó ïiäêëàñi.

Ëåìà 5.2. Aker
Vx =0 = hM ; G(1); G(t)i .

Ëåìà 5.3. A equiv
Vx =0 = hM 0(� ) 8� = � (t); G0(1); G0(t); D 0(1); D 0(t); D 0(t2)i .

Gequiv
Vx =0 ãåíåðó¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè I t , I x òà ïåðåòâîðåííÿìè âèãëÿ-

äó (5.6), äå T = (a1t + a0)=(b1t + b0), X = c1t + c0, 	 ¹ äîâiëüíîþ

ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ t. ai , bi òà ci � äîâiëüíi ñòàëi, òàêi ùî

a1b0 � b1a0 > 0.

Ëåìà 5.4. Äëÿ äîâiëüíîãî ïîòåíöiàëó V = V(t): V � iW mod G equiv
Vx =0

äåW = ImV; òîáòî W = W(t) 2 R:
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Ëåìà 5.5. Aker
f iW g = Aker

Vx =0 .

Ëåìà 5.6. Gequiv
f iW g = Gequiv

Vx =0

�
�
�
	=const

. A equiv
f iW g = hM ; G0(1); G0(t); D 0(1); D 0(t);

D 0(t2)i .

Ëåìà 5.7. Íåõàé A [
f iW g =

S
W Amax(iW ). Òîäi A [

f iW g = Aker
f iW g �+ S äå

S = hD(1); D(t); D(t2)i . A [
f iW g ' A equiv

f iW g = pr(V;V � ) A [
f iW g.

Ëåìà 5.8. S ' sl(2; R): Ïîâíèé ïåðåëiê A [
f iW g-íååêâiâàëåíòíèõ âëàñíèõ

ïiäàëãåáðàëãåáðèS âè÷åðïó¹òüñÿ àëãåáðàìè hD(1)i , hD(t)i , hD(t2+ 1)i ,

hD(1); D(t)i .

Ëåìà 5.9. Íåõàé A1 i A2 � ìàêñèìàëüíi àëãåáðèËi iíâàðiàíòíîñòi

ðiâíÿíü ç êëàñó(5.1) äëÿ äåÿêèõïîòåíöiàëiâ ç f iW (t)g, òà ìíîæè-

íà W i = f W(t) j Amax(iW ) = A i g, i = 1; 2. Åêâiâàëåíòíiñòü W 1 �

W 2 mod Gequiv
f iW g ìà¹ ìiñöå òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

A1 T
S � A2 T

S mod Aut( S).

Ëåìà 5.10. ßêùî Amax
f iW g 6= Aker

Vx =0 , ïîòåíöiàë iW (t) ¹ G equiv
f iW g-åêâiâàëåíò-

íèì îäíî ìó ç âèïàäêiâ 5.1.2�5.1.5.

Çàóâàæåííÿ 5.6. ßêùî 
 6= 4 àáî W 6= const, Amax(iW ) 6� S (iíàê-

øå, ç óìîâè (5.4) îòðèìà¹ìî íåñóìiñíó ñèñòåìóíà W). ßêùî W = const,

W 2 f 0; 1g mod Gequiv
f iW g (âèïàäêè 5.1.5òà 5.1.4âiäïîâiäíî). Âèïàäêè 5.1.2�

òà 5.1.2~� (5.1.3� òà 5.1.3~� ç � ; ~� � 
̂ =4) ¹ G equiv-íååêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

� 6= ~� . Îñêiëüêè D(t2 + 1) íå ìî æå âêëþ÷àòèñÿ ó æî äíó ç äâîâèìiðíèõ

ïiäàëãåáðàëãåáðèS, ðîçøèðèòè Amax ó âèïàäêó 5.1.2íåìî æëèâî. Iñíó¹

äâi ìî æëèâîñòiðîçøèðåííÿ Amax(i� t � 1), à ñàìå, ç D(1) (äëÿ � = 0, âèïà-

äîê 5.1.5)àáî D(t2) (äëÿ � = (4 � 
 )=(2
 ) ùî åêâiâàëåíòíåâèïàäêó 5.1.5

âiäíîñíî Gequiv
f iW g) Îòæ å, äëÿ � = 0, 
 = 4 ðîçìiðíiñòü àëãåáðèAmax �

ìàê ñèìàëüíà.

5.3. Êëàñèôiê àöiÿ ñòàöiîíàðíèõ ïîòåíöiàëiâ

Ðîçãëÿíåìî êëàñ(5.1) ïðè äî äàòêîâîìó ïðèïóùåííi Vt = 0, òîáòî êëàñ

ðiâíÿíü âèãëÿäó (5.1) ç ïîòåíöiàëàìè V = V(x).
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Âè÷åðïíèé ðåçóëüòàò êëàñèôiêàöi¨ öüîãî ïiäêëàñó íàâåäåíî ó íàñòóï-

íîìó ëàíöþ æêó ëåì.

Ëåìà 5.11. Aker
Vt =0 = hM ; D(1)i .

Ëåìà 5.12. A equiv
Vt =0 = hM 0(1); M 0(t); G0(1); D 0(1); D 0(t)i . Gequiv

Vt =0 ãåíåðó¹òü-

ñÿ ïåðåòâîðåííÿìè I t , I x òà ïåðåòâîðåííÿìè âèãëÿäó(5.6), äå Ttt =

X t = 	 tt = 0.

Ëåìà 5.13. ßêùî Amax(V) 6= Aker
Vt =0 , ïîòåíöiàë V(x) ¹ G equiv

Vt =0 -åêâiâà-

ëåíòíèì îäíî ìó ç âèïàäêiâ, íàâåäåíèõ ó òàáë. 5.2 ÿêùî 
 6= 4 àáî

òàáë. 5.3 ÿêùî 
 = 4. (Îñêiëüêè I t 2 Gequiv, ìîæíà ââàæàòè, ùî

� � 0 ó âèïàäêàõ5.2.5, 5.2.6, 5.3.5�5.3.7, � > 0 ó âèïàäêó 5.2.4 i � � 0

ó âèïàäêàõ5.2.1, 5.3.1�5.3.3.)

Òàáëèöÿ5.2

Êëàñèôiêàöiÿ ïiäêëàñó V = V(x) äëÿ 
 6= 4.

� ; � ; � 2 R; (� ; � ) 6= (0; 0)

N N1 V Áàçèñ àëãåáðèAmax

0 6 V(x) M ; @t

1 7 (� + i� )x � 2 M ; @t ; D (t)

2 7 x2 + ib
 + (� + i� )x � 2 M ; @t ; D (e4t )

3 4 i M ; @t ; @x ; G(t)

4 4 x + i� ; � 6= 0 M ; @t ; @x + tM ; G(2t) + t2M

5 2 � x2 + i� M ; @t ; G(sin 2t); G(cos2t)

6 3 x2 + i� ; � 6= � b
 M ; @t ; G(e2t ); G(e� 2t )

7 5 0 M ; @t ; @x ; G(t); D (t)

8 5 x M ; @t ; @x + tM ; G(2t) + t2M ; D(2t) + G(3t2) + t3M

9 5 x2 + ib
 M ; @t ; G(e2t ); G(e� 2t ); D (e4t )

Äîâåäåííÿ. Íåõ àé V = V(x) i Amax(V) 6= Aker
Vt =0 . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé

îïåðàòîð Q = D(� ) + G(� ) + �M 2 Amax(V). Ó ïðèïóùåííi ëåìè, ç

óìîâè (5.4) âèïëèâà¹ íàáið ðiâíÿíü íà V çàãàëüíîãî âèãëÿäó

(ax + b)Vx + 2aV = c2x2 + c1x + ~c0 + ic0; äåa;b;c2; c1; ~c0; c0 = const2 R:
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Çàãàëüíà êiëüêiñòük òàêèõðiâíÿíü ç ëiíiéíî íåçàëåæíèìè íàáîðàìè êî-

åôiöi¹íòiâ ìî æåäîðiâíþâàòè 1 àáî 2. (Çíà÷åííÿ k = 0 âiäïîâiäà¹ çàãàëü-

íîìó âèïàäêó Vt = 0 áåçðîçøèðåííÿ Amax.)

Òàáëèöÿ5.3

Êëàñèôiêàöiÿ ïiäêëàñó V = V(x) äëÿ 
 = 4.

� ; � ; � 2 R, � 6= 0, (� ; � ) 6= (0; 0)

N N1 V Áàçèñ àëãåáðèAmax

0 6 V(x) M ; @t

1 7 (� + i� )x � 2 M ; @t ; D (t); D (t2)

2 7 x2 + (� + i� )x � 2 M ; @t ; D (e4t ); D (e� 4t )

3 7 � x2 + (� + i� )x � 2 M ; @t ; D (cos4t); D (sin 4t)

4 4 i M ; @t ; @x ; G(t)

5 4 x + i� M ; @t ; @x + tM ; G(2t) + t2M

6 2 � x2 + i� M ; @t ; G(sin 2t); G(cos2t)

7 3 x2 + i� M ; @t ; G(e2t ); G(e� 2t )

8 5 0 M ; @t ; @x ; G(t); D (t); D (t2)

9 5 x M ; @t ; @x + tM ; G(2t) + t2M ;

D(2t) + G(3t2) + t3M ; D(4t2) + G(4t3) + t4M

10 5 x2 M ; @t ; G(e2t ); G(e� 2t ); D (e4t ); D (e� 4t )

11 5 � x2 M ; @t ; G(cos2t); G(sin 2t); D (cos4t); D (sin 4t)

Äëÿ k = 1 (a;b) 6= (0; 0), òà iñíóþòü äâi ìî æëèâîñòi: a = 0 i a 6= 0.

ßêùî a = 0, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìî æíà ââàæàòè,ùî b = 1. Òî äi

ç óìîâè (5.4) âèïëèâà¹, ùî � t = 0, c2 = c0 = 0, òîáòî Vx = c1x + ~c0. Òî äi

k = 2, ùî íåìî æëèâî.

Îòæ å, a 6= 0 i ìî æíà ââàæàòè, ùî a = 1. ~c0; b = 0 mod Gequiv
Vt =0 . Ç óìî-

âè (5.4) âèïëèâà¹, ùî � = 0 (òîäi c1 = 0), � t = 0, b
 � tt = 2c0� t i b
 c2 = c2
0.

Äëÿ 
 = 4 c0 = 0 i c2 2 f� 4; 0; 4g mod G equiv
Vt =0 , öi ìî æëèâîñòi äëÿ çíà-

÷åíü c2 äàþòü âèïàäêè 5.3.1�5.3.3.ßêùî 
 6= 4, îòðèìà¹ìî âèïàäêè 5.2.1

(c0 = 0) òà 5.2.2(c0 6= 0).

Çóìîâè k = 2 âèïëèâà¹, ùî V = d2x2+ d1x+ ~d0+ id0. ~d0 = 0 mod Gequiv
Vt =0 .

Ðîçãëÿíóâøè ðiçíi ìî æëèâîñòiçíà÷åíü ñòàëèõd2, d1 i d0 òà ïðèéíÿâøè äî
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óâàãèçíà÷åííÿ 
 (
 6= 4 àáî 
 = 4), îòðèìà¹ìî êëàñèôiêàöiéíi âèïàäêè:

d2 = d1 = d0 = 0 ! 2:7; 3:8; d2 = d1 = 0; d0 6= 0 ! 2:3; 3:4;

d2 = d0 = 0; d1 6= 0 ! 2:8; 3:9; d2 = 0; d0; d1 6= 0 ! 2:4; 3:5;

d2 < 0; (d0; b
 ) 6= (0; 0) ! 2:5; 3:6; d2 < 0; d0 = b
 = 0 ! 3:11;

d2 > 0; b
 2d2 6= d2
0 ! 2:6; 3:7; d2 > 0; b
 2d2 = d2

0 ! 2:9; 3:10:

Çàóâàæåííÿ 5.7. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.6äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ëè-

øå âèïàäîê k = 1, a 6= 0 ëåìè 5.13, îñêiëüêè iíøi âèïàäêè ðîçøèðåí-

íÿ Amax(V) ç V = V(x) äîïó ñêàþòü îïåðàòîð âèãëÿäóG(� )+ �M (� 6= 0),

à îòæå, (çà íàñëiäêîì 5.2), ¹ åêâiâàëåíòíèìè âèïàäêàì 5.1.1�5.1.5.

Çàóâàæåííÿ 5.8. Íîìåð N1 ó êî æíîìó ç ðÿäêiâ ó òàáë.5.2 òà 5.3 ñïiâ-

ïàäà¹ ç íîìåðîì òîãî æ ñàìîãî àáî åêâiâàëåíòíîãî âèïàäêó òàáë. 5.1.

Âiäïîâiäíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìàþòü âèãëÿä (5.6), äå ôóíêöi¨

T, X òà 	 � íàñòóïíi:

5:2:2; 5:3:2 ! 5:1:7; 5:2:6; 5:3:7 ! 5:1:3
�

~� =
b
 � �

4

�
;

5:2:9; 5:3:10 ! 5:1:5: T = � e� 4t ; X = 	 = 0;

5:3:3 ! 5:1:7; 5:2:5; 5:3:6 ! 5:1:2(~� = � );

5:3:11 ! 5:1:5: T = tan 2t; X = 	 = 0;

5:2:4; 5:3:5 ! 5:1:4: T = j� jt; X = �
p

j� j t2; 	 =
t3

3
;

5:2:8; 5:3:9 ! 5:1:5: T = t; X = � t2; 	 =
t3

3
:

Çàóâàæåííÿ 5.8 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.6.
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5.4. Ãðóïîâà êëàñèôiê àöiÿ (1+ n)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü

Øðü î äiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì òèïó ãàðìîíiéíîãî

îñöèëÿòîðà òà äîâiëüíîþ íåëiíiéíiñòþ

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

t ! jkj1=2t; x ! jkj1=4x;  !  ; f ! jkj � 1=2f ; k ! signk

ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (5.2) ç k 6= 0 çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

i  t + �  + " jxj2 � f (j j)  = 0 (5.7)

(" = 0; � 1). Òîìó , íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, íàäàëi ðîçãëÿäà¹ìî ãðóïîâó

êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü âèãëÿäó (5.7).

Òåîðåìà 5.7. Àëãåáðîþ Ëi ÿäðà îñíîâíèõ ãðóï ðiâíÿíü ç êëàñó(5.7) ¹

àëãåáðà

Aker = h@t ; Jab; M i :

Ïðè ôiêñîâàíî ìó " àëãåáðîþiíâàðiàíòíîñòi ¹

1. Aker
0 = h@t ; @a; Jab; Ga(t); M i ó âèïàäêó " = 0;

2. Aker
+ = hM ; @t ; Jab; Ga(e2t); Ga(e� 2t)i ó âèïàäêó " = 1;

3. Aker
� = hM ; @t ; Jab; Ga(sin2t); Ga(cos2t)i ó âèïàäêó " = � 1:

Òóò i íàäàëi M = i ( @ �  � @ � ), Jab = xb@a � xa@b, Ga(� ) = t@a �
1
2� txa M (äå � = � (t)).

Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíÿííÿ (5.7) ñïiâïàäà¹ ç ãðóïîþ, ïîðî äæåíîþ

ñóêóïíiñòþ î äíîïàðàìåòðè÷íèõ ãðóï ëîêàëüíèõ ñèìåòðié ñèñòåìè

i  t + �  + " jxj2 � f (j j)  = 0; f t = f x = f ' = 0; (5.8)

äå' � àìïëiòó äà ôóíêöi¨  . Ç iíôiíiòåçiìàëüíîãî êðèòåðiþ iíâàðiàíòíî-

ñòiîòðèìà¹ìî, ùî àëãåáðàËi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G equiv ðiâíÿííÿ (5.7)

ïîðî äæó¹òüñÿ îïåðàòîðàìè

@t ; Jab; I ; M ; tM � @f ;  @ ;
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äåI =  @ +  � @ � . Îòæ å,ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî íåòðèâiàëü-

íî äiþòü íà f , ìàþòü âèãëÿä

~t = t; ~x = x; ~ = � ei� t  ; ~f = f � � ; ~" = " (5.9)

Òóò� ; � 2 R, � 6= 0. Íàäàëi êëàñèôiêàöiÿ ðîçøèðåíü àëãåáðèiíâàðiàíò-

íîñòi ïðîâî äèòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü (5.9).

Òåîðåìà 5.8. Âñi ìîæëèâi íååêâiâàëåíòíi âèïàäêèðîçøèðåííÿ àëãåáðè

iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü âèãëÿäó(5.7) âè÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíèìè (íà-

âîäèìî ëèøå îïåð àòîðè ç ðîçøèðåííÿ àëãåáðAker
0 , Aker

� , Aker
+ äëÿ âèïàä-

êiâ " = 0, " = � 1, " = 1 âiäïîâiäíî)
1. f = (� 1 + i� 2)j j 
 ; " = 0: D(t) + ( n

4 � 1
2
 )I ;

2. f = (� 1 + i� 2)j j4=n; " = 0: D(t); D(t2);

3. f = (� 1 + i� 2)j j4=n; " = 1: D(e4t); D(e� 4t);

4. f = (� 1 + i� 2)j j4=n; " = � 1: D(sin4t); D(cos4t);

5. f = � 1 ln j j; � 1 6= 0: I + � 1tM ;

6. f = (� 1 + i� 2) ln j j; � 2 6= 0: e� 1t(� 1I + � 2M );

7. f = 0; " = 0: I ; D(t); D(t2); � @ + � � @ � ;

8. f = 0; " = 1: I ; D(e4t); D(e� 4t); � @ + � � @ � ;

9. f = 0; " = � 1 : I ; D(sin4t); D(cos4t); � @ + � � @ � .

Òóò D(� ) = � @t + 1
2� txa@a + 1

8� tt jxj2M � 1
4� t I , f � 1; � 2; 
 g � R, 
 6= 0; 4=n,

� = � (t; x) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ.

Ó âèïàäêó 1 ïîòåíöiàëè V = "jx2j 6= 0 çâîäÿòüñÿ äî ïîòåíöiàëiâ, ùî íå

çàëåæàòüâiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. ßâíèé âèãëÿä ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü

íàâåäåíî íèæ÷å:

~t = � e� 4t ; ~x = xe� 2t ; ~ =  e
4t

 � i

2 x2
; (5.10)

~V = �
i
~t

�
n �

4



�
ÿêùî " = 1; (5.11)

~t = tan 2t; ~x =

p
2x

j cos2tj
; ~ =  (2 cos2 2t)1=
 e

i
2 x2 tan 2t ;
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~V =
�

n
2

�
2



�
i~t

1 + ~t2
ÿêùî " = � 1: (5.12)

Öi æ ñàìi ïåðåòâîðåííÿ ç 
 = 4=n çâîäÿòü ïîòåíöiàëè ó âèïàäêàõ 3, 8

(ïåðåòâîðåííÿ (5.11)) òà ó âèïàäêàõ4, 9 (ïåðåòâîðåííÿ (5.12)) äî âèãëÿäó
~V = 0.

Çàóâàæåííÿ 5.9. Äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâêëàñèôiêàöi¨ åêâiâàëåíòíåäî-

âåäåííþ òåîðåìè 4.3.

5.5. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà âèãëÿäó

i t + �  + j j 
  + V(t; x) = 0; (5.13)

 (0; x) =  0(x) (5.14)

ó ïðîñòîði Ñîáîëåâà W 1 ç ïî÷àòê îâîþ ôóíêöi¹þ  0 2 W 1.

Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä [127] òà ïîñèëàííÿ ó öié ðîáîòi), ùî äëÿ

V(t; x) = 0 ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (5.13)�

(5.14)òiñíî ïîâ'ÿçàíå ç òàê çâàíèìè �îñíîâíèìè ñòàíàìè� ñîëiòîíîïî äiá-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5.13). Ðîçãëÿíåìî öå ïîíÿòò ÿ áiëüø äîêëàäíî.

Íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà ç íó ëüîâèì ïîòåíöiàëîì ìà¹ ñîëiòî-

íîïî äiáíi ðîçâ'ÿçêè âèãëÿäó

 (t; x) = �( x; � )ei�t ;

äå äiéñíà ôóíêöiÿ � ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

�� � � � + j� j 
 � = 0 (5.15)

äëÿ äåÿêîãî � 2 R.

Ðîçâ'ÿçêîì �îñíîâíîãî ñòàíó� [127]íàçèâàòèìåìî äî äàòíié, ðàäiàëüíî

ñèìåòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê R0(r ) ðiâíÿííÿ (5.15), ÿêèé ìîíîòîííî ñïàäà¹ ïðè

çðîñòàííi r = jxj. Ìî æíà ïîê àçàòè,ùî îñíîâíèé ñòàí ìà¹ íàéìåíøó
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L2-íîðìó jj � jj 2 = (
R

j�( x)j2dx)1=2 ñåðåäóñiõ ñîëiòîíîïî äiáíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ (5.13)ç íó ëüîâèì ïîòåíöiàëîì.

Òåîðåìà 5.9. [127,139]Çàäà÷àÊîøi (5.13)� (5.14)äëÿðiâíÿííÿ Øðüîäií-

ãåðà ç íóëüîâèì ïîòåíöiàëî ì äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ñòåïåíÿ 
 ìà¹ ¹äèíèé

� ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ó äîêðèòè÷íî ìó âèïàäêó 
 < 4=n äëÿ äîâiëü-

íî¨ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè, ÿêùî jj  0jj2 < 1 ;

� ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ó êðèòè÷íî ìó âèïàäêó
 = 4=n, ÿêùî jj  0jj2 <

jjR0jj2;

� ðîçâ'ÿçîê iç çàãîñòðåííÿì ó êðèòè÷íî ìó âèïàäêó 
 = 4=n, ÿêùî

jj  0jj2 > jjR0jj2;

� ðîçâ'ÿçîê iç çàãîñòðåííÿì ó ñóïåðêðèòè÷íî ìó âèïàäêó 
 > 4=n,

ÿêùî jj  0jj2 < 1 .

Çóàâàæèìî, ùî ó äî- òà ñóïåðêðèòè÷íîìó âèïàäêàõ ãëîáàëüíiñòü iñíó-

âàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi íå çàëåæèòüâiä âèáîðó ïî÷àòê îâî¨ ôóíêöi¨.

Îñêiëüêè ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi çâîäÿòü ðiâíÿííÿ ç ïî-

òåíöiàëîì V = ajxj2 + bi x i + c (a;bi ; c = const) (çàóâàæåííÿ 5.8, 
̂ =

n
 � 1(4� 
 )) äî ðiâíÿííÿ ç íó ëüîâèì ïîòåíöiàëîì, íå çìiíþþòü L 2-íîðìó

ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

Òåîðåìà 5.10. Çàäà÷àÊîøi (5.13)� (5.14) äëÿ ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà ç

ïîòåíöiàëî ì V = ajxj2 + bi x i + c (a;bi ; c = const) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü

ñòåïåíÿ 
 ìà¹ ¹äèíèé

� ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ó äîêðèòè÷íî ìó âèïàäêó 
 < 4=n äëÿ äîâiëü-

íî¨ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè, ÿêùî jj  0jj2 < 1 ;

� ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ó êðèòè÷íî ìó âèïàäêó
 = 4=n, ÿêùî jj  0jj2 <

jjR0jj2
2;

� ðîçâ'ÿçîê iç çàãîñòðåííÿì ó êðèòè÷íî ìó âèïàäêó 
 = 4=n, ÿêùî

jj  0jj2 > jjR0jj2
2;
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� ðîçâ'ÿçîê iç çàãîñòðåííÿì ó ñóïåðêðèòè÷íî ìó âèïàäêó 
 > 4=n,

ÿêùî jj  0jj2 < 1 .

Ðîçãëÿíåìî áiëüø äîêëàäíî âèïàäîê êðèòè÷íî¨ íåëiíiéíîñòi. Âiäîìî,

ùî ÿêùî  0 2 W 1, iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (5.13)�(5.14) äëÿ ðiâíÿííÿ

ç íó ëüîâèì ïîòåíöiàëîì íåïåðåðâíèé ó äåÿêîìó (ìî æëèâî, ìàëåíüê îìó)

iíòåðâàëi ÷àñó(äèâ., íàïðèêëàä [50]).

Òâåðäæåííÿ 5.1. [49,50] Äëÿ äîâiëüíîãî  0 2 W 1 iñíóþòü òàêi ñòàëi

t � ( 0); t � ( 0) > 0, ùî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê v 2 C((� t � ( 0); t � ( 0)) ; W 1)

çàäà÷iÊîøi (5.13)� (5.14). Ïðè t 2 (� t � ( 0); t � ( 0)) ìàþòü ìiñöå òðè

çàêîíè çáåðåæåííÿ:

� Çáåðåæåííÿ ìàñè: jjv(t)jj 2 = jj  0jj2.

� Çáåðåæåííÿ åíåðãi¨:

E1(t) =
1
2

jjr xv(t)jj2
2 �

1
1 + 2=n

jjv(t)jj 2+4=n
2+4=n � E1(0):

� Ïñåâäî-êîíôîð ìíèé çàêîí çáåðåæåííÿ:

E2(t) =
1
2

jj (x + it r x)v(t)jj2
2 �

t2

1 + 2=n
jjv(t)jj 2+4=n

2+4=n � E2(0):

Ðîçâ'ÿçîê v áóäåãëîáàëüíèì (òîáòî, t � ( 0) = t � ( 0) = 1 ) òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè jj  0jj2 < jjR0jj2
2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ ìiæ ðiâíÿííÿìè ç ïîòåíöiàëàìè V = 0

òà V = ajxj2 + bi x i + c (a;bi ; c = const), ìî æíà äîâåñòèíàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.11. Òâåðäæåííÿ 5.1 ñïðàâåäëèâåäëÿ ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà

ç äîâiëüíèì êâàäðàòè÷íèì ïîòåíöiàëî ì V = ajxj2 + bi x i + c.

5.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Ó ðîçäiëi 5 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ó êëàñàõíåëiíiéíèõ

ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì âèãëÿäó (5.1) òà (5.7).
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Ôàêòè÷íî, äëÿ êëàñóðiâíÿíü (5.1) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ òðè ñóòò¹âî ðiçíi çà-

äà÷i êëàñèôiêàöi¨: êëàñèôiêàöiÿ ïîòåíöiàëiâ, ùî çàëåæàòü òiëüêè âiä t

(ïiäðîçäië 5.2),êëàñèôiêàöiÿ ñòàöiîíàðíèõ ïîòåíöiàëiâ (ïiäðîçäië 5.3)òà

êëàñèôiêàöiÿ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó (ïiäðîçäië 5.1). Ó ïiäðîçäiëi 5.1 òà-

êî æ äîâåäåíî, ùî ñòàëó 
 ìî æíà ââàæàòèôiêñîâàíîþ . Êðiì òîãî, iñíó¹

ñïåöiàëüíà ñòàëà b
 , çàëåæíà âiä ñòåïåíÿ 
 (b
 = 
 � 1(4 � 
 )), ùî âèíè-

êà¹ íà ïî÷àòêó ïðîöåäóðè êëàñèôiêàöi¨, êîëè áóäó¹òüñÿ êëàñèôiêàöiéíà

óìîâà (5.4), òà ÿâíî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ó êiíöåâîìó ðåçóëüòàòi êëàñèôiêàöi¨.

Çíà÷åííÿ 
 = 4 (àáî b
 = 0) ¹ ñïåöiàëüíèì äëÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ó

êëàñi(5.1).

Çàïðîïîíîâàíèé ìåòî ä êëàñèôiêàöi¨äîçâîëÿ¹ ñôîðìó ëþâàòèíåîá õiäíi

i äîñòàòíi óìîâè âçà¹ìíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ ìàê-

ñèìàëüíî¨ àëãåáðèiíâàðiàíòíîñòi â àëãåáðà¨÷íèõòåðìiíàõ (íàñëiäîê 5.2).

Êëàñè÷íi ñòàöiîíàðíi ïîòåíöiàëè (âiëüíî¨ ÷àñòèíêè, ãàðìîíiéíîãî i ðå-

ïó ëüñèâíîãî îñöèëÿòîðà, âiëüíîãî ïàäiííÿ, ðàäiàëüíî¨ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè,

ðàäiàëüíîãî ãàðìîíiéíîãî i ðåïóëüñèâíîãî îñöèëÿòîðiâ [108]) ïðèðî äíî

âèíèêàþòü ó ãðóïîâié êëàñèôiêàöi¨ âiäíîñíî (ìåíøî¨) ãðóïè åêâiâàëåíò-

íîñòi â êëàñi ñòàöiîíàðíèõ ïîòåíöiàëiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è íàñëiäîê 5.2 i

ïîâíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó(5.1), ïîáó äîâàíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ïå-

ðåòâîðåííÿ, ùî çâîäÿòü öi x-çàëåæíi ïîòåíöiàëè äî x-íåçàëåæíèõ (äèâ.

çàóâàæåííÿ 5.8).

Â ïiäðîçäiëi 5.4 ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ óçàãàëüíåíîãî íåëi-

íiéíîãî ðiâíÿííÿ Øðü î äiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì òèïó ãàðìîíiéíîãî îñöèëÿ-

òîðà (5.2).

Äëÿ äåÿêèõïiäêëàñiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì

çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i Êîøi òà ðîçâ'ÿçêó iç çàãîñòðåííÿì çàäà÷i Êîøi.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòèðîçäiëó 5 îïóáëiê îâàíî â ðîáîò àõ [87,124,125].
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Âèñíîâêè

Îñíîâíi ðåçóëüòàòèäèñåðòàöi¨ ìî æíà ïiäñóìóâàòè òàêèì ÷èíîì.

1. Óçàãàëüíåíî ïð ÿìèé ìåòî ä çíàõî äæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è íîâi ïîíÿòò ÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiä-

íîñíî ëîêàëüíî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü, ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòiçàêîíiâ çáå-

ðåæåííÿ òà ëîêàëüíî¨ çàëåæíîñòi ïîòåíöiàëiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü çíà÷-

íî ñïðîñòèòè çíàõî äæåííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ òà ðîçøèðèòè îá-

ëàñòüçàñòîñóâàííÿ âæå âiäîìèõ ìåòî äiâ ãðóïîâîãî àíàëiçó, âèêî-

íàíî êëàñèôiêàöiþ âñiõ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äëÿ êëàñó

(1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨. Ïðèïó ñêàþ÷è ìî æëèâiñòü

çàëåæíîñòiçàêîíiâ çáåðåæåííÿ âiä êiëüêî õ ïîòåíöiàëiâ, óçàãàëüíåíî

iòåðàöiéíó ïðîöåäóðó çíàõî äæåííÿ ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåí-

íÿ. Çà äîïîìîãîþ ïð ÿìîãî iòåðàöiéíîãî ìåòî äó ïîáó äîâàíî íåëî-

êàëüíi (ïîòåíöiàëüíi) çàêîíè çáåðåæåííÿ äëÿ êëàñó(1+1)-âèìiðíèõ

ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ òà âiäïîâiäíi ¨ì ïîòåíöiàëüíi ñèñòåìè.

2. Ïîáó äîâàíî ïîòåíöiàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi i ïîòåíöiàëü-

íi ñèìåòði¨ äëÿ êëàñó(1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ òà

äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ ïîòåíöiàëüíèìè i êëàñè÷íèìè ñèìåòðiÿìè

çà äîïîìîãîþ ïîòåíöiàëüíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. Ïîê àçà-

íî, ùî íåëîê àëüíi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi ëiíåàðèçóþòü âiäîìi ðiâíÿííÿ

Áþðãåðñà,Ôîê àøà�Éîðòñîñà òà u� 2-äèôóçi¨ ¹ ïîòåíöiàëüíèìè ïåðå-

òâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi.

3. Ïðîâåäåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü

êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íò àìè âiäíîñíî ÿê çàãàëüíî¨

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, òàê i óñiõëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çìiííèõ. Çà

äîïîìîãîþ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó ðåäóêöiþ i

çíàéäåíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü, ùî íàëåæàòüäî äàíîãî êëàñó.



113

4. Äîñëiäæåíî ðiçíi âèäè äî äàòêîâèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi íà

ïiäêëàñàõ êëàñó(1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨�äèôóçi¨ çi çìií-

íèìè êîåôiöi¹íò àìè.

5. Âèêîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1+1)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü Øðü î äií-

ãåðàç äîâiëüíèì ïîòåíöiàëîì òà ñòåïåíåâîþ íåëiíiéíiñòþ. Çíàéäåíî

âñi ìî æëèâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìiæ ðiâíÿííÿìè ó äàíî-

ìó êëàñi. Ïîê àçàíî, ùî âñi òàêi ïåðåòâîðåííÿ íàëåæàòü äî ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi âèõiäíîãî êëàñó. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàí-

íÿ òà ¹äèíîñòi ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òà ðîçâ'ÿçêó iç çàãîñòðåííÿì

çàäà÷i Êîøi äëÿ äåÿêèõ êëàñiâíåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðü î äiíãåðà ç

ïîòåíöiàëîì.

6. Ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1+ n)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü Øðü î äií-

ãåðàç ïîòåíöiàëîì òèïó ãàðìîíiéíîãî îñöèëÿòîðà òà íåëiíiéíiñòþ

âèãëÿäó F = F (j j) .
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