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Конформна iнварiантнiсть системи
рiвнянь ейконалу
В.I. ФУЩИЧ, М.I. СЄРОВ, Ю.Г. ПОДОШВЄЛЕВ

The conformal symmetry of the system of eikonal equations uα
µuβ,µ = gαβ , uα

µuβ,µ =
−δαβ , where gαβ is the metric tensor with the signature (+,−) and δαβ is the
Kronecker symbol, is studied. The symmetry of the above system is used for finding
its exact solutions at n = 1. The isomorphism of the algebras AC(2, 2) and AO(3, 3)
is used to construct invariants of the conformal algebra. Formulas concerning the
multiplication of solutions are presented.

Одним з основних рiвнянь геометричної оптики є рiвняння ейконалу

uµuµ = m, (1)

де uµ = ∂u
∂xµ

, u = u(x), x = (x0, �x) ∈ R1+n, µ = 0, n; m — довiльна стала. В фор-
мулi (1) i скрiзь нижче пiд iндексами, якi повторюються, слiд розумiти суму.
В роботах [1–6] детально вивченi симетрiйнi властивостi цього рiвняння, прове-
дена редукцiя та побудованi класи його точних розв’язкiв. Зокрема в [5] вста-
новлено, що при m = 1 рiвняння (1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри
AC(1, n+1), а при m = −1 — вiдносно алгебри AC(2, n). Дiя цих алгебр визначе-
на в n+1-вимiрному просторi Пуанкаре–Мiнковського R(1, n+1) з координатами
x = (x0, x1, . . . , xn, xn+1 ≡ u).

Поставимо задачу узагальнити рiвняння (1) на випадок системи рiвнянь для
функцiй u1 i u2, яка була б iнварiантною вiдносно алгебри AC(1 + 1, n + 1), або
AC(1 + 2, n) в просторi R(1, n + 2) з координатами x = (x0, x1, . . . , xn, xn+1 ≡
u1, xn+2 ≡ u2). Розв’язком поставленої задачi е таке твердження.
Теорема. 1. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи рiвнянь

uα
µuβ,µ = gαβ , (2)

є конформна алгебра AC(1+1, n+1), де gαβ — метричний тензор з сигнатурою
(+,−).

2. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи рiвнянь

uα
µuβ,µ = −δαβ ,

є конформна алгебра AC(1 + 2, n), де δαβ — символ Кронекера, α, β = 1, 2.
Теорема доводиться стандартним методом С. Лi [8].
У випадку n = 1 система рiвнянь має вигляд
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Використаємо симетрiю системи рiвнянь (3) для знаходження її точних розв’яз-
кiв, якi будемо шукати у виглядi

v = ϕ1(ω), w = ϕ2(w) (4)

(див., наприклад, [5]), де ϕ1(ω) i ϕ2(ω) — невiдомi функцiї, якi потрiбно визначи-
ти, а ω = ω(x, u1, u2), v = (x, u1, u2) та w = w(x, u1, u2) — iнварiанти конформної
алгебри. Для знаходження iнварiантiв конформної алгебри необхiдно проiнтегру-
вати нелiнiйну систему звичайних диференцiальних рiвнянь. Основна складнiсть
полягає в тому, що не iснує загальних методiв розв’язування таких систем. Але
дану систему можна звести до лiнiйної, використовуючи iзоморфiзм мiж кон-
формною алгеброю AC(m, k) та алгеброю Лоренца AO(m + 1, k + 1). У випадку
m = k = 2 даний iзоморфiзм здiйснюється за допомогою замiни (бiльш детально
про це див., наприклад, [7]):
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6 = 0 точно. Зв’язок мiж операторами
конформної алгебри AC(2, 2) та алгебри Лоренца AO(3, 3) = {J ′

ab}, a, b = 1, 6,
задається формулами

Pα = f(J ′
1α+2 − J ′

α+2n+3), D = −f(J ′
1n+3), Jαβ = f(J ′

α+2β+2),

Kα = f(J ′
1α+2 + J ′

α+2n+3).

Вiдповiдна система Лагранжа–Ейлера є лiнiйна, однорiдна i в матричнiй формi
має вигляд

Ż = AZ,

де A — числова матриця розмiрностi 6× 6. Вигляд розв’язкiв системи (6) визна-
чається виглядом коренiв характеристичного рiвняння

det(A − λE) = 0, (6)

(E — одинична матриця). Розкриваючи визначник шостого порядку i виконуючи
елементарнi перетворення, (7) матиме вигляд

λ6 + Mλ4 + Tλ2 + P = 0,

де M , T , P — числа, якi визначаються через елементи матрицi A. Залежно вiд
значень M , T , P та рангу матрицi (A−λE) знайдено 15 рiзних випадкiв розв’язку
системи (6). Для кожного з цих випадкiв при використаннi замiн (5) знайдено шу-
канi iнварiанти w, v i w. Не наводячи громiздких обчислень, кiнцевий результат
зобразимо за допомогою табл. 1.

В табл. 1 введенi позначення: ax = aAxA, x2 = xAxA, a, b, c, d, a′, b′, c′, d′

— довiльнi сталi вектори, якi задовольняють умови a2 = −b2 = −c2 = d2 = 1,
ab = ac = ad = bc = bd = cd = 0, A = 0, 3.
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Таблиця 1. Iнварiантнi змiннi групи C(2, 2).

№ ω v w

1 a′x c′x d′x

2 b′x c′x x2

3 ax
dx

bx
dx

x2+1
dx

4 ax
cx

x2(dx+bx)+dx−bx

(cx)2
(x2+1)2+4(bx)2

(cx)2

5 ax
dx

ln x2−2cx−1
dx

− arctg x2+1
2bx

(x2−1)2−4(cx)2

(dx)2

6 x2+1
dx

x2−2cx−1
ax−bx

(ax)2−(bx)2

(dx)2

7 x2+1
dx

(x2−2cx−1)dx

(ax−bx)2
(ax)2−(bx)2

(dx)2

8 x2−1
cx

arctg x2+1
2bx

− 2 arctg ax
dx

(ax)2+(dx)2

(cx)2

9 x2+1
bx−1

2cx
bx−1

+ (ω + 2) arctg ax
dx

(ax)2+(dx)2

(bx−1)2

10 x2+2bx−1
ax

2cx
ax

+ ω arcthx2+1
2dx

(x2+1)2−4(dx)2

(ax)2

11 x2−2dx+1
ax−bx

2 arctg bx
ax

− arcth 2cx
x2−1

(x2−1)2−4(cx)2

(ax)2−(bx)2

12 (x2+1)dx−2axbx

(ax)2+(dx)2
ln x2−2cx−1

x2+2cx−1
− arctg ax

dx
(x2−1)2−4(cx)2

(ax)2+(dx)2

13 x2−2dx+1
ax−bx

arcth bx
ax

− arcth 2cx
x2−1

(x2−1)2−4(cx)2

(ax)2−(bx)2

14 arctg x2+1
2bx

+ arcth 2cx
x2−1

arctg ax
dx

− 2 arctg x2+1
2bx

(x2−1)2−4(cx)2

(ax)2−(dx)2

15 (x2−2cx−1)(x2−2dx+1)

(ax−bx)2
arcthax

bx
− 2arcth 2dx

x2+1

(x2+1)2−4(dx)2

(ax)2−(bx)2

Пiдставивши анзац (4) в систему рiвнянь (3), одержимо

vavA − 2ωAvAϕ̇1 + ωAωA(ϕ̇1)2 = 0,

wAwA − 2ωAwAϕ̇1 + ωAωA(ϕ̇2)2 = 0,

vAwA − ωAwAϕ̇1 − ωAvAϕ̇2 + ωAωAϕ̇1ϕ̇2 = 0.

(7)

Розглянувши систему (8) разом з табл. 1, де вказанi вiдповiднi значення iнварi-
антних змiнних ω, v та w, одержимо редукованi системи рiвнянь для визначення
функцiй ϕ1(ω) i ϕ2(ω). Наведемо декiлька таких систем:

1) (c′)2 − 2a′c′ϕ̇1 + (a′)2(ϕ̇1)2 = 0,

(d′)2 − 2a′d′ϕ̇2 + (a′)2(ϕ̇2)2 = 0,

c′d′ − a′d′ϕ̇1 − a′c′ϕ̇2 + (a′)2ϕ̇1ϕ̇2 = 0;
3) −1 + (ϕ1)2 − 2ωϕ1ϕ̇1 + (ω2 + 1)(ϕ̇1)2 = 0,

−4 + (ϕ2)2 − 2ωϕ2ϕ̇2 + (ω2 + 1)(ϕ̇2)2 = 0,

ϕ1ϕ2 − ωϕ2ϕ̇1 − ωϕ1ϕ̇2 + (ω2 + 1)ϕ̇1ϕ̇2 = 0;

9) (ϕ1)2 + 4
(

1 − (ω + 2)2

ϕ2

)
− 2(ω + 2)ϕ1ϕ̇1 + (ω + 2)2(ϕ̇1)2 = 0,

ϕ2(1 − ϕ2) + (ω + 2)ϕ2ϕ̇2 − (ω + 2)2

4
(ϕ̇2)2 = 0,

2ϕ1ϕ2 − 2(ω + 2)ϕ2ϕ̇1 − (ω + 2)ϕ1ϕ̇2 + (ω + 2)2ϕ̇1ϕ̇2 = 0;
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11)
(

1 +
4
ϕ2

)
− ωϕ̇1 = 0,

4 + ϕ2 − ωϕ̇2 = 0,

2ϕ2 + ϕ̇1 + ϕ̇2 = 0.

Номер системи вiдповiдає номеру iнварiантiв в табл. 1.
Якщо розв’язати редукованi рiвняння i використати вiдповiднi їм iнварiанти

i анзац (4), то одержимо розв’язки системи (3). Наведемо деякi з них:

u1 = aµxµ, u2 = bµxµ;

u1 = aµxµ, u2 =
√

(aµxµ)2 − xµxµ;

u1 =
√

xµxµ + (bµxµ)2, u2 = bµxµ;
u1 − ax = m1(u2 − bx), xAxA = m2(u2 − bx),

де aµ, bµ — сталi вектори; aµaµ = −bµbµ = 1, aµbµ = 0, µ = 0, 1; m1, m2 — довiльнi
сталi.

Одержанi iнварiанти алгебри AC(2, 2) та розв’язки системи (3) можна розмно-
жити за допомогою перетворень iнварiантностi. Цi перетворення мають вигляд

xA → cAB(xB − θBxAxA)
1 − 2θAxA + θAθAxAxA

,

де x2 ≡ u1, x3 ≡ u2, cAB , θA — довiльнi сталi параметри.
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