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Лiнiйнi та нелiнiйнi зображення груп
Галiлея в двовимiрному просторi-часi
В.I. ФУЩИЧ, В.I. ЛАГНО

We study the Galilei groups represented as groups of the Lie transformations in the
space of two independent and one dependent variables. We classify the representations
of groups AG1(1, 1), AG2(1, 1), AG3(1, 1), AG̃1(1, 1), AG̃2(1, 1), and AG̃3(1, 1) in the
class of Lie vector fields.

Дослiджуються зображення груп Галiлея як груп перетворень Лi у просторi двох
незалежних та однiєї залежної змiнних. Проведена класифiкацiя зображень груп
AG1(1, 1), AG2(1, 1), AG3(1, 1), AG̃1(1, 1), AG̃2(1, 1) та AG̃3(1, 1) у класi векторних
полiв Лi.

У сучасному теоретико-груповому аналiзi диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними актуальною є задача опису найбiльш загального вигляду рiв-
нянь, що допускають дану групу перетворень Лi [1, 2]. Серед таких груп цен-
тральне мiсце посiдають групи Пуанкаре та Галiлея, якi є групами симетрiї ряду
фундаментальних рiвнянь вiдповiдно релятивiстської та нерелятивiстської фi-
зики [3–5]. Зокрема, широкi класи рiвнянь еволюцiйного типу, якi допускають
групу Галiлея, було отримано в роботах [6–8]. Але питання про побудову всiх
таких рiвнянь залишається вiдкритим.
У зв’язку з цим виникає проблема опису можливих зображень цих груп у

класi векторних полiв Лi. Вiдзначимо, що деякi класи зображень груп Пуанкаре
та Галiлея для випадку однiєї залежної функцiї було отримано в робогах [9–
12], розширених груп Галiлея в двовимiрному просторi-часi для двох залежних
функцiй — у роботi [13].
У данiй статтi ми розв’язуємо проблему опису всiх можливих зображень груп

Галiлея в двовимiрному просторi-часi для випадку однiєї залежної функцiї.
Вiдзначимо, що iснування розв’язкiв систем лiнiйних диференцiальних рiв-

нянь з частинними похiдними першого порядку, на яке ми спираємося пiд час
доведення тверджень, випливає з загальної теорiї диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними [14], в рамках припущень щодо гладкостi функцiй, якi
входять у такi рiвняння.

1. Говорячи про групу Галiлея в двовимiрному просi орi-часi, ми маємо на
увазi локальну групу перетворень у просторi V = R2 ⊗ U , де R2 = 〈t, x〉 — про-
cтiр двох незалежних дiйсних змiнних, а U = 〈u〉 — простiр дiйсних скалярних
функцiй u = u(t, x). Як вiдомо [1–3], векторнi поля Лi, що генерують деяку групу
Лi G, складають базис алгебри Лi AG цiєї групи. Тому задача вивчення зобра-
жень даної групи G у класi векторних полiв Лi еквiвалентна вивченню зображень
алгебри Лi AG у класi диференцiальних операторiв першого порядку, якi в на-
шому випадку мають вигляд

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, (1)
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де τ , ξ, η — деякi дiйснi гладкi функцiї у просторi V , ∂t = ∂/∂t, ∂x = ∂/∂x,
∂u = ∂/∂u.
Нехай AG = 〈X1,X2, . . . , XN 〉 — алгебра Лi, базиснi генератори якої задоволь-

няють комутацiйнi спiввiдношення

[Xk,Xm] = Cn
kmXn, (2)

де Cn
km — дiйснi сталi величини, що називаються структурними константами i

визначають саму алгебру AG, k,m, n = 1, 2, . . . , N .
Означення. Оператори Xi, i = 1, 2, . . . , N , вигляду (1) реалiзують у просторi V
зображення векторними полями Лi алгебри Лi AG, якщо вони

1) лiнiйно незалежнi;
2) задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (2).
Отже, проблема опису всiх зображень даної алгебри Лi AG зводиться до

розв’язання спiввiдношень (2) у класi векторних полiв Лi, що в загальному ви-
падку викликає iстотнi труднощi. З iншого боку, комутацiйнi спiввiдношення (2)
не змiнюються при довiльнiй взаємно однозначнiй замiнi змiнних

t1 = h(t, x, u), x1 = g(t, x, u), u1 = f(t, x, u), (3)

де h, g, f — гладкi у просторi V функцiї. Звiдси випливає, що на множинi зо-
бражень векторних полiв Лi алгебри AG можна ввести таке спiввiдношення: два
зображення 〈X1,X2, . . . , XN 〉, 〈X ′

1,X
′
2, . . . , X

′
N 〉, якi одночасно визначенi у про-

сторi V , будуть еквiвалентними, якщо вони трансформуються одне в iнше в ре-
зультатi виконання у просторi V деякого перетворення (3). Таким чином, пере-
творення (3) утворюють у просторi V групу (назвемо її групою дифеоморфiзмiв),
яке задає природне спiввiдношення еквiвалентностi на множинi всiх можливих
у просторi V зображень алгебри AG. Ця група розбиває таку множину на кла-
си A1, A2, . . . , As еквiвалентних зображень. Тому для опису всiх можливих зо-
бражень досить побудувати по одному представнику вiд кожного класу еквiва-
лентностi Aj , j = 1, 2, . . . , s. Саме використання групи дифеоморфiзмiв робить
задачу опису зображень векторними полями Лi групи Лi конструктивною.
У подальшому розглядi зображень ми використовуємо наступну класифiкацiю

алгебр Галiлея (див., наприклад, [15]).
Класичною алгеброю Галiлея називається алгебра AG1(1, 1) = 〈T, P,G〉, бази-

снi оператори якої задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[T, P ] = −0, [T,G] = −P, (4)

[P,G] = 0. (5)

Спецiальною алгеброю Галiлея називається алгебра AG2(1, 1) = AG1(1, 1)+⊃
〈D〉, базиснi оператори якої задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (4), (5)
та спiввiдношення

[D,P ] = −P, [D,G] = G, [D,T ] = −2T. (6)

Повною алгеброю Галiлея називається алгебра AG3(1, 1) = 〈T, P,G,D, S〉, ба-
зиснi оператори якої задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (4)–(6) та спiв-
вiдношення

[S,G] = 0, [S, P ] = G, [T, S] = D, [D,S] = 2S. (7)



258 В.I. Фущич, В.I. Лагно

Нехай M — оператор, що задовольняє такi комутацiйнi спiввiдношення:

[M,T ] = [M,P ] = [M,G] = [M,D] = [M,S] = 0, (8)

[G,P ] = M. (9)

Алгебри

AG̃1 = 〈T, P,M,G〉,
AG̃2 = 〈T, P,M,G,D〉,
AG̃3 = 〈T, P,M,G,D, S〉,

базиснi оператори яких задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (4), (6)–(9),
називаються розширеною класичною алгеброю Галiлея, розширеною спецiальною
алгеброю Галiлея та розширеною повною алгеброю Галiлея (алгеброю Шрьодiн-
гера) вiдповiдно.

2. Спочатку розглянемо класифiкацiю зображень класичної, спецiальної та
повної алгебр Галiлея. Оскiльки спецiальна алгебра Галiлея отримується з кла-
сичної за допомогою доповнення останньої оператором D, а повна алгебра Галi-
лея — доповненням спецiальної оператором S, то розгляд розпочинаємо з алгебри
AG1(1, 1) = 〈T, P 〉+⊃ 〈G〉, яка мiстить комутативний iдеал I = 〈T, P 〉.
Лема 1. Нехай T , P — лiнiйно незалежнi оператори вигляду (1). Iснують пе-
ретворення (3), якi зводять цi оператори до однiєї з форм:

T = ∂t, P = −∂x, (10)

T = ∂t, P = −x∂t. (11)

Доведення. Згiдно з теоремою про подiбнiсть векторних полiв (див., напри-
клад, роздiл 1, § 3 [1]), ми завжди можемо покласти T = ∂t. Оскiльки оператори
T , P утворюють комутативний iдеал, то оператор P має такий найбiльш загаль-
ний вигляд:

P = τ(x, u)∂t + ξ(x, u)∂x + η(x, u)∂u.

Введемо в розгляд матрицю

A =
(

1 0 0
τ ξ η

)
,

яка складена з коефiцiєнтiв при похiдних в операторах T , P . Очевидно, що мо-
жливi лише два випадки: rankA = 2 або rankA = 1.
Нехай rankA = 2. Тодi завжди можемо вважати, що в A ξ �= 0. Справдi, якщо

це не так, тобто ξ = 0, η �= 0, застосувавши замiну змiнних за правилом

t1 = t, x1 = u, u1 = x (12)

та повернувшись до початкових позначень, одержимо шуканий результат. Замiна
змiнних

t1 = t + h(x, u), x1 = g(x, u), u1 = f(x, u) (13)



Лiнiйнi та нелiнiйнi зображення груп Галiлея 259

залишає вигляд оператора T iнварiантним: T → ∂t1 . Вважаючи в (13) функцiї
h(x, u), g(x, u), f(x, u) розв’язками системи

ξhx + ηhu + τ = 0, ξgx + ηgu = −1, ξfx + ηfu = 0,

оператор P зводимо до вигляду P = −∂x1 , тобто з точнiстю до позначень одер-
жуємо (10).
Нехай тепер rankA = 1. Тодi ξ = η = 0, τ �= 0 i, крiм того, τ не є сталою вели-

чиною. Тому з точнiстю до замiни (12) можемо вважати, що τx �= 0. Поклавши

t1 = t, x1 = −τ(x, u), u1 = u,

одержуємо (11). Нееквiвалентнiсть зображень (10) та (11) очевидна. Лему дове-
дено.
Теорема 1. Нееквiвалентнi зображення векторними полями Лi класичної ал-
гебри Галiлея AG1(1, 1) вичерпуються зображеннями

AG1
1(1, 1) : T = ∂t, P = −∂x, G = t∂x;

AG2
1(1, 1) : T = ∂t, P = −∂x, G = u∂t + t∂x;

AG3
1(1, 1) : T = ∂t, P = −∂x, G = t∂x + u∂u;

AG4
1(1, 1) : T = ∂t, P = −x∂t, G = xt∂t + x2∂x.

Доведення. Здiйснимо розширення iдеалу I оператором G. Для побудови пред-
ставникiв класiв еквiвалентних зображень будемо використовувати тi з перетво-
рень (3), якi залишають форму операторiв T , P незмiнною.
Нехай оператори T , P мають вигляд (10), а оператор G — вигляд (1). Перевi-

ряючи виконання комутацiйних спiввiдношень (4), (5), переконуємося, що

G = τ(u)∂t + (t + ξ(u))∂x + η(u)∂u. (14)

Найбiльш загальна замiна змiнних, вiдносно якої вигляд операторiв T , P є
iнварiантним, має вигляд

t1 = t + h(u), x1 = x + g(u), u1 = f(u). (15)

Якщо в (14) η = 0, то, покладаючи в (15) h = ξ, зводимо оператор G до вигляду
G = τ̃1(u1)∂t1 + t1∂x1 . Якщо τ̃(u1) = 0, то має мiсце зображення AG1

1(1, 1). Якщо
τ̃1(u1) �= 0, τ̃u1 �= 0, то, поклавши в (15) f = τ̃ , одержимо зображення AG2

1(1, 1).
Нарештi, якщо τ̃ = k = const, то G = k∂t1 +t1∂x1 , тобто G є лiнiйною комбiнацiєю
операторiв T та t1∂x1 , що вiдповiдає зображенню AG1

1(1, 1).
Якщо в (14) η �= 0, то вважаючи в (15) функцiї h, g,f розв’язками системи

ηhu + τ = 0, ξ + ηgu = 0, hfu = 1,

одержуємо зображення AG3
1(1, 1). Неважко переконатися, що серед замiн (15)

не iснує такої, що переводить зображення AG1
1(1, 1), AG2

1(1, 1), AG3
1(1, 1) одне в

iнше.
Нехай тепер оператори T , P мають вигляд (11). З виконання комутацiйних

спiввiдношень (4), (5) отримуємо

G = [tx + τ(x, u)]∂t + x2∂x + η(x, u)∂u.
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Найбiльш загальне перетворення, яке залишає незмiнною форму операторiв T ,
P , має вигляд

t1 = t + h(x, u), x1 = x, u1 = f(x, u). (16)

Вважаючи в (16) функцiї h та f розв’язками системи

τ + x2hx + ηhu = xh, x2fx + ηfu = 0,

одержуємо зображення AG4
1(1, 1). Очевидно, що це зображення не є еквiвален-

тним жодному з отриманих вище. Теорему доведено.
Наслiдок 1.1. Нееквiвалентнi зображення векторними полями Лi спецiальної
алгебри Галiлея AG2(1, 1) вичерпуються зображеннями

AG1
2(1, 1) : T = ∂t, P = −∂x, G = t∂x,

D = 2t∂t + x∂x + εu∂u, де ε = 0, 1;
(17)

AG2
2(1, 1) : T = ∂t, P = −∂x, G = t∂x + u∂u,

D = 2t∂t + x∂x + u(λ − ln |u|)∂u, λ ∈ R;
(18)

AG3
2(1, 1) : T = ∂t, P = −x∂t, G = xt∂t + x2∂x,

D = 2t∂t + x∂x + εu∂u, де ε = 0, 1;
(19)

AG4
2(1, 1) : T = ∂t, P = −∂x, G = u∂t + t∂x,

D = 2t∂t + x∂x + 3u∂u.

Наслiдок 1.2. Нееквiвалентнi зображення векторними полями Лi повної ал-
гебри Галiлея AG3(1, 1) вичерпуються зображеннями

AG1
3(1, 1) : T, P, G, D вигляду (17), де ε = 0, S = t2∂t + tx∂u;

AG2
3(1, 1) : T, P, G, D вигляду (17), де ε = 1,

S = t2∂t + (tx + ε1u
3)∂x + u(t + λu2)∂u,

де ε1 = ±1, λ ∈ R або ε = 0, λ = 0,±1;
AG3

3(1, 1) : T, P, G, D вигляду (18),
S = t2∂t + tx∂x + [ux + (λ − ln |u|t)]∂u, λ ∈ R;

AG4
3(1, 1) : T, P, G, D вигляду (19), де ε = 0, S = t2∂t + xt∂x.

Для доведення наслiдку 1.1 потрiбно кожне з отриманих в теоремi 1 зображень
класичної алгебри Галiлея розширити оператором D вигляду (1) до зображення
спецiальної алгебри Галiлея, вимагаючи виконання спiввiдношень (6). Аналогiч-
но, для доведення наслiдку 1.2 доповнюємо отриманi зображення спецiальної ал-
гебри Галiлея оператором S вигляду (1), вимагаючи виконання спiввiдношень (7).
Вiдзначимо, що зображення AG3

2(1, 1), ε = 1, та AG4
2(1, 1) не допускають розши-

рення до зображень повної алгебри Галiлея.
3. Розглядаємо класифiкацiю зображень розширених алгебр Галiлея, викори-

стовуючи той же алгоритм, що i для опису зображень алгебр Галiлея. Оскiльки
алгебра AG̃1(1, 1) = 〈T, P,M〉+⊃ 〈G〉 мiстить комутативний iдеал I = 〈T, P,M〉,
розгляд розпочинаємо iз класифiкацiї зображень I.
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Лема 2. Нехай T , P , M — лiнiйно незалежнi оператори вигляду (1). Iснують
перетворення (3), якi зводять цi оператори до однiєї з форм:

T = ∂t, P = −∂x, M = u∂u, (20)

T = ∂t, P = −∂x, M = α(u)∂t + β(u)∂x, (21)

T = ∂t, P = −x∂t, M = γ(x)∂t,
∂γ

∂x
�= const, (22)

T = ∂t, P = −x∂t, M = 2u∂t, (23)

T = ∂t, P = −x∂t, M = 2∂u. (24)

Тут α(u), β(u) — довiльнi дiйснi функцiї, що одночасно не є сталими.
Доведення. Згiдно з лемою оператори T i P зводяться до вигляду (10) або (11).
Нехай має мiсце (10). Тодi внаслiдок комутативностi iдеалу Ĩ оператор M має
вигляд

M = τ(u)∂t + ξ(u)∂x + η(u)∂u,

який допускає зведення до вигляду (20) перетвореннями (15) лише у випадку
η �= 0. Якщо η = 0, то оператор M зводиться до оператора u1∂t1 + β(t1)∂x1 при
dτ
du �= 0, та до оператора u1∂x1 при

dτ
du = 0. Обидва випадки вiдповiдають (21).

Нехай тепер має мiсце (11). Тодi

M = τ(x, u)∂t + η(x, u)∂u,

i матриця Ã, складена з коефiцiєнтiв при похiдних в операторах T , P ,M , набуває
вигляду

Ã =


 1 0 0

−x 0 0
τ 0 η


 .

Очевидно, що можливi два випадки: rank Ã = 2 або rank Ã = 1.
Якщо rank Ã = 2, то η �= 0. Вважаючи в замiнi (16) функцiї h та f розв’язками

системи

ηhu + τ = 0, ηfu = 2,

зводимо оператор M до оператора M = 2∂u1 . Отже, має мiсце зображення (24).
Якщо rank Ã = 1, то η = 0, τ �= 0. При τu = 0 маємо випадок (22) . Якщо

τu �= 0, то поклавши в (16) h = 0, f = τ/2, зводимо оператори T , P , M до
вигляду (23). Нееквiвалентнiсть усiх випадкiв випливає з попереднiх мiркувань.
Лему доведено.
Теорема 2. Нееквiвалентнi зображення векторними полями Лi розширеної
класичної алгебри Галiлея AG̃1(1, 1) вичерпуються зображеннями

AG̃1
1(1, 1) : T = ∂t, P = −∂x, M = u∂u, G = t∂x + xu∂u;

AG̃2
1(1, 1) : T = ∂t, P = −∂x, M = ϕ∂t + u∂x,

G = xϕ∂t + (t + xu)∂x + (u2 + ϕ)∂u,
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де ϕ = 0, або ϕ = ϕ(u) задовольняє спiввiдношення 2ϕ(Cϕ−1)=u2, C =const∈R;

AG̃3
1(1, 1) : T = ∂t, P = −x∂t, M = γ(x)∂t,

G = xt∂t + (x2 − γ(x))∂x,

де функцiя γ = γ(x) (dγ/dx �= 0) задовольняє спiввiдношення Cγ2 + 2γ = x2,
C = const ∈ R;

AG̃4
1(1, 1) : T = ∂t, P = −x∂t, M = 2u∂t,

G = xt∂t + (x2 − 2u)∂x + ux∂u.

Доведення. Для доведенння теореми потрiбно кожне iз зображень (20)–(24)
розширити оператором G вигляду (1) до зображень розширеної класичної ал-
гебри Галiлея AG̃(1, 1). Усi випадки розглядаються аналогiчно, тому детально
зупинимося лише на деяких iз них.
Нехай оператори T , P , M мають вигляд (22). Перевiривши виконання кому-

тацiйних спiввiдношень (4), (8), (9), переконуємося, що

G = (tx + τ(x, u))∂t + (x2 − γ(x))∂x + η(x, u)∂u,

де функцiя γ(x) задовольняє рiвняння

xγ − (x2 − γ)
dγ

dx
= 0,

загальний розв’язок якого має вигляд

Cγ2 + 2γ − x2 = 0, C = const ∈ R.

Замiна змiнних

t1 = t + h(x, u), x1 = x, u1 = f(x, u),

де функцiї h та f є розв’язками системи

(x2 − γ)hx + ηhu + τ = xh, (x2 − γ)fx + ηfu = 0,

приводить нас до зображення AG̃3
1(1, 1).

Нехай оператори T , P , M мають вигляд (24). Виконання комутацiйних спiв-
вiдношень (4), (8), (9) для оператора G приводить до рiвностi 2 = 0. Отримана
суперечнiсть показує, що зображення (24) iдеалу Ĩ не допускає розширення до
зображення алгебри AG̃1(1, 1).
Нееквiвалентнiсть отриманих зображень алгебри AG̃1(1, 1) випливає з нееквi-

валентностi зображень (20)–(24) iдеалу Ĩ. Теорему доведено.
Наслiдок 2.1. Нееквiвалентнi зображення векторними полями Лi розширеної
спецiальної алгебри Галiлея AG̃2(1, 1) вичерпуються зображеннями

AG̃1
2(1, 1) : T = ∂t, P = −∂x, M = u∂u, G = t∂x + xu∂u,

D = 2t∂t + x∂x + λu∂u, λ ∈ R;
(25)

AG̃2
2(1, 1) : T = ∂t, P = −∂x, M = ϕ∂t + u∂x,

G = xϕ∂t + (t + xu)∂x + (u2 + ϕ)∂u,

D = 2t∂t + x∂x + u∂u, де ϕ = 0 або ϕ = −1
2
u2;

(26)
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AG̃3
2(1, 1) : T = ∂t, P = −x∂t, M =

1
2
x2∂t, G = xt∂t +

1
2
x2∂x,

D = 2t∂t + x∂x + εu∂u, де ε = 0, 1;

AG̃4
2(1, 1) : T = ∂t, P = −x∂t, M = 2u∂t,

G = tx∂t + (x2 − 2u)∂x + ux∂u, D = 2t∂t + x∂x + 2u∂u.

Наслiдок 2.2. Нееквiвалентнi зображення векторними полями Лi розширеної
повної алгебри Галiлея AG̃3(1, 1) вичерпуються зображеннями

AG̃1
3(1, 1) : T, P, G, D вигляду (25),

S = t2∂t + tx∂x +
(

1
2
x2 + λt

)
u∂u, λ ∈ R;

AG̃2
3(1, 1) : T, P, G, D вигляду (26), де ϕ = −1

2
u2,

S =
(

t2 − 1
4
x2u2

)
∂t +

(
xt +

1
2
x2u

)
∂x +

(
t +

1
2
xu

)
u∂u.

Для доведення наслiдкiв 2.1, 2.2, як i у випадку наслiдкiв 1.1, 1.2, потрiбно
спочатку розширити отриманi в теоремi 2 зображення розширеної класичної ал-
гебри Галiлея до зображень розширеної спецiальної алгебри Галiлея, а отриманi
зображення останньої — до зображень розширеної повної алгебри Галiлея. За-
уважимо, що зображення AG̃3

2(1, 1), AG̃4
2(1, 1) розширеної спецiальної алгебри

Галiлея не допускають розширення до зображень розширеної повної алгебри Га-
лiлея.

4. Результатом проведеної класифiкацiї є розбиття всiєї множини зображень
векторними полями Лi груп Галiлея на нееквiвалентнi класи. Очевидно, що для
довiльного зображення групи Галiлея iснує замiна (3), яка зводить його до вiдпо-
вiдного представника єдиного класу еквiвалентностi. Наведемо ряд iлюстрацiй-
них прикладiв.
1. Рiвняння Кортевега–де Фрiза

ut + uxxx + uux = 0

iнварiантне вiдносно чотирипараметричної групи, яка мiстить як пiдгрупу кла-
сичну групу Галiлея з базисними генераторами

T = ∂t, P = −∂x, G = t∂x + ∂u.

Використавши замiну змiнних за правилом t1 = t, x1 = x, u1 = ±eu, перекону-
ємося, що данi генератори задають зображення класичної алгебри Галiлея, яке
мiститься в класi AG3

1(1, 1).
2. Рiвняння Бюргерса

ut − 2uux − uxx = 0

iнварiантне вiдносно повної групи Галiлея з базисними генераторами

T = ∂t, P = −∂x, G = t∂x − ∂u, D = 2t∂t + x∂x − u∂u,

S = t2∂t + tx∂x − (x + tu)∂u,
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якi замiною змiнних t1 = t, x1 = x, u1 = ±e−u зводяться до зображення повної
алгебри Галiлея AAG3

3(1, 1) при λ = 0, наведеного в наслiдку 1.2.
3. Рiвняння Бюргерса (модифiковане)

ut = uxx + u2
x

iнварiантне вiдносно нескiнченновимiрної групи, яка мiстить як пiдгрупу розши-
рену повну групу Галiлея з базисними генераторами

T = ∂t, P = −∂x, M = −1
2
∂u, G = t∂x − 1

2
x∂u,

D = 2t∂t + x∂x − 1
2
∂u, S = t2∂t + tx∂x − 1

4
(x2 + 2t)∂u.

(27)

Замiна змiнних t1 = t, x1 = x, u1 = e−2u показує, що тут має мiсце клас
зображень з представником AG̃1

3(1, 1), де λ = 1.
Зауважимо, що до цього ж класу належить розширена повна група Галiлея з

базисними генераторами

T = ∂t, P = −∂x, M = −1
2
u∂u, G = t∂x − 1

2
xu∂u,

D = 2t∂t + x∂x − 1
2
u∂u, S = t2∂t + tx∂x − 1

2
(x2 + 2t)u∂u.

(28)

Замiна t1 = t, x1 = x, u1 = eu зводить оператори (27) до вiдповiдних опе-
раторiв (28), а модифiковане рiвняння Бюргерса — до добре вiдомого рiвняння
теплопровiдностi ut = uxx, для якого розширена повна алгебра Галiлея (28) є
алгеброю iнварiантностi.
Вiдзначимо, що вiдомi зображення груп Галiлея виникають тодi, коли ранг

матрицi, яка складена з коефiцiєнтiв при похiдних в операторах T , P , дорiвнює
двом (у випадку класичної, спецiальної чи повної груп Галiлея), або ранг матрицi,
яка складена з коефiцiєнтiв при похiдних в операторах T , P , M , дорiвнює трьом
(у випадку розширених груп Галiлея). Саме такi зображення розши рених груп
Галiлея для двох залежних функцiй вивчалися в роботi [13]. Випадки, коли ранги
вказаних матриць рiвнi 1 або 2, наскiльки нам вiдомо, ще не розглядались.
Зупинимося на випадках зображень AG2

2(1, 1) та AG3
3(1, 1) при λ �=0, AG̃2

1(1, 1),
AG̃2

2(1, 1) та AG̃2
3(1, 1) при ϕ = − 1

2u2. Базиснi оператори в цих зображеннях мi-
стять u нелiнiйно. Такi зображення, як i в роботах [9–11], називаємо нелiнiйни-
ми. Зауважимо, що при λ = 0 залежна змiнна u входить у вибранi представники
класiв AG2

2(1, 1), AG3
3(1, 1) нелiнiйно, але, як показано вище (приклад рiвнян-

ня Бюргерса), iснують перетворення (3), якi лiнеаризують цi зображення. Вiд-
значимо, що проведена класифiкацiя може бути використана для лiнеаризацiї
галiлей-iнварiантних рiвнянь, що проiлюстровано вище на прикладi модифiкова-
ного рiвняння Бюргерса.
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lized Poincaré groups in the class of Lie vector field, J. Nonlinear Math. Phys., 1994, 1, № 3,
295–308.

11. Fushchych W., Tsyfra I., Boyko V., Nonlinear representations for Poincaré and Galilei algebras
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