
W.I. Fushchych, Scientific Works 2004, Vol. 6, 105–119.

Симетрiя рiвнянь лiнiйної та нелiнiйної
квантової механiки
В.I. ФУЩИЧ

We describe local and nonlocal symmetries of linear and nonlinear wave equations
and present a classification of nonlinear multi-dimensional equations compatible with
the Galilei relativity principle. We propose new systems of nonlinear equations for
the description of physical phenomena in classical and quantum mechanics.

Описанi локальнi i нелокальнi симетрiй лiнiйних та нелiнiйних хвильових рiв-
нянь, класифiкацiї нелiнiйних багатовимiрних рiвнянь, сумiсних з принципом
вiдносностi Галiлея. Запропоновано новi системи нелiнiйних рiвнянь для опису
фiзичних процесiв в класичнiй та квантовiй механiцi.

Проблема побудови нелiнiйних математичних моделей для опису процесiв в
механiцi фiзицi, бiологiї була i є однiєю з головних задач математичної фiзики
[1–4]. Сьогоднi ми не можемо вважати, що класичнi рiвняння Ньютона–Лоренца,
Даламбера, Нав’є–Стокса, Максвелла, Шродiнгера, Дiрака та iншi рiвняння руху
послiдовно i повно описують реальнi фiзичнi процеси. У зв’язку з цим досить
сказати, що нинi ми не знаємо жодного рiвняння руху в квантовiй механiцi для
двох частинок, яке було б сумiсне з принципом вiдносностi Лоренца–Пуанкаре–
Айнштайна. Широкий спектр рiвнянь, якi запропонованi багатьма дослiдниками,
як правило мають принциповi недолiки i часто приводять до абсурдних фiзичних
наслiдкiв.
Характерна особливiсть сучасного математичного опису реальних процесiв

полягає у тому, що рiвняння руху для частинок, хвиль, полiв є складними нелi-
нiйними системами диференцiальних i iнтегро-диференцiальних рiвнянь. Як бу-
дувати такi рiвняння? Як розв’язувати i дослiджувати такi системи? Очевидно,
що пiдхiд Лагранжа–Ойлера (механiчний у своїй основi) до побудови рiвняння
руху у багатьох випадках є обмеженим. Досить нагадати, що в рамках класично-
го методу Лагранжа–Ойлера неможливо одержати без переходу до потенцiалiв
рiвняння Максвелла для електромагнiтних хвиль.
В наших роботах [3–12] запропоновано нелагранжевий пiдхiд для побудови i

класифiкацiї рiвнянь руху. В основi цього пiдходу лежать принципи вiдносностi
Галiлея та Лоренца–Пуанкаре–Айнштайна. Короткий огляд деяких результатiв
у цьому напрямку подається далi.

1. Короткий коментар про вiдкриття Шродiнгера. Перш за все нага-
дуємо, що 70 рокiв тому Ервiн Шродiнгер вiдкрив рiвняння руху i цим самим
заклав математичну основу квантової механiки. 21 червня 1926 р. Шродiнгер
представив до друку роботу [2], в якiй запропонував рiвняння

SΨ = 0, S = p0 − p2
a

2m
− V (t, x),

p0 = i�
∂

∂t
, pa = −i�

∂

∂xa
, a = 1, 2, 3,

(1)

де Ψ = Ψ(x0 = t, �x) — комплекснозначна хвильова функцiя, V — потенцiал.
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Ця робота була останньою з серiї чотирьох статею пiд однiєю назвою, в яких
розв’язана проблема квантування в атомнiй фiзицi.
Чи можна сказати, що Ервiн Шродiнгер вивiв своє рiвняння?
Знайомство з оригiнальною роботою [2] дає нам однозначну вiдповiдь на це

питання. Шродiнгер не вивiв рiвняння. Рiвняння (1) було написано без строгого
обгрунтування, бiльше того, Шродiнгер вважав, що правильним рiвнянням ру-
ху у квантовiй механiцi повинно бути рiвняння четвертого порядку для дiйсної
функцiї, а не рiвняння (1) для комплексної функцiї. Шродiнгер розглядував рiв-
няння (1), як деяке допомiжне, промiжне рiвняння, яке дає змогу спрощувати
обчислення.
В основi попереднiх його робiт були рiвняння

∆Ψ − 2(E − V )
E2

∂2Ψ
∂t2

= 0, (2)

∆Ψ +
8π2

�2
(E − V )Ψ = 0, (3)

де Ψ — дiйсна функцiя.
Коли потенцiал V не залежить вiд часу, Шродiнгер виводить з (2), (3) хви-

льове рiвняння четвертого порядку(
∆ − 8π2

�2
V

)2

Ψ +
16π2

�2

∂2Ψ
∂t2

= 0, (4)

де Ψ — дiйсна функцiя.
Про рiвняння (4) Шродiнгер пише: “ . . . рiвняння (4) є єдиним i загальним

хвильовим рiвнянням для польового скаляра Ψ . . . хвильове рiвняння (4) за-
ключає в собi закон дисперсiї i може служити основою розвинутої мною теорiї
консервативних систем. Його узагальнення на випадок потенцiалу вимагає де-
яку обережнiсть . . . спроба перенести рiвняння (4) на неконсервативнi системи
зустрiчається з складнiстю, яка виникає через член ∂V

∂t . Тому далi я пiду по iн-
шому шляху, бiльш простому з обчислювальної точки зору. Цей шлях я вважаю
принципово самим правильним. (4) є рiвняння коливання пластинки.”
У листi до Лорентца (6 червня 1926 р., Цюрiх) Щродiнгер пише: “ . . . з рiвнянь

(2) i (3) ми одержуємо загальне хвильове рiвняння (4), яке не залежить вiд кон-
станти iнтегрування E. Воно точно спiвпадає з рiвнянням коливання пластинки,
яке мiстить квадрат оператора Лапласа. Вiдкриття цього простого факту забра-
ло у мене багато часу.”
У листi до Планка (14 червня 1926 р., Цюрiх) Щродiнгер пише: “ . . . отже

справжнiм хвильовим рiвнянням є рiвняння четвертого порядку вiдносно коор-
динат . . .”.
I далi Шродiнгер виписує рiвняння (1) для комплексної функцiї Ψ. Якраз у

цьому мiсцi статтi [2] Шродiнгер робить генiальний (i алогiчний) крок, записуючи
рiвняння (1) для комплексної функцiї.
Вiдносно рiвняння (1)Шродiнгер пише: “Деяка труднiсть, без сумнiву, виникає

в застосуваннi комплексних хвильових функцiй. Якщо вони принципово необхi-
днi, а не є тiльки спосiб полегшення (спрощення) обчислень, то це буде означати,
що iснують принципово двi функцiї, якi тiльки разом дають опис стану системи
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. . . Справжнє хвильове рiвняння, найбiльш вирогiдно, має бути рiвняння четвер-
того порядку. Для неконсервативної системи

(
∂V
∂t �= 0

)
менi, одначе, не вдалось

знайти таке рiвняння”.
З наведеного ми можемо зробити такi висновки.

Висновок 1. В 1926 роцi Шродiнгер вважав, що правильним рiвнянням руху в
квантовiй механiцi має бути рiвняння четвертого порядку. Для випадку, коли
потенцiал не залежить вiд часу, це рiвняння має вигляд (4).

Висновок 2. В червнi 1926 року Шродiнгер вважав, що рiвняння (1), першого
порядку за часом i другого порядку за просторовими змiнними, для комплексної
функцiї є промiжним (не основним), яке треба використати тiльки для спро-
щення обчислень.

Висновок 3. Шродiнгер вважав, що у тому випадку, коли потенцiал V зале-
жить вiд часу, рiвняння руху має бути також четвертого порядку для дiйсної
функцiї (йому його не вдалось одержати).

Висновок 4. Шродiнгер нiколи пiзнiше не обговорював рiвняння четвертого
порядку.

Сьогоднi можна однозначно сказати, що Шродiнгер помилявся вiдносно важ-
ливостi (фундаментальностi) рiвнянь (1), (4). Дiйсно, рiвняння (1) є основним
рiвнянням руху квантової механiки, а рiвняння (4) не може бути рiвнянням руху,
оскiльки воно не сумiсне з принципом вiдносностi Галiлея.
Це твердження є наслiдком симетрiйного аналiзу рiвняннь (1) i (4) [3]: рiвнян-

ня (1) iнварiантне вiдносно групи Галiлея. У зв’язку з наведеним у наступному
параграфi дано вiдповiдь на такi питання:

1. Якi лiнiйнi рiвняння другого, четвертого, n-го порядку сумiснi з принципом
вiдносностi Галiлея?

2. Чи iснують лiнiйнi рiвняння першого порядку за часовою змiнною i четвер-
того порядку за просторовими змiнними, якi сумiснi з принципом вiдносно-
стi Галiлея?

Пiд принципом вiдносностi Галiлея ми розумiємо iнварiантнiсть (у сенсi Лi)
рiвняння вiдносно перетворень

t → t′ = t, �x → �x′ = �x + �vt, (5)

коли хвильова функцiя перетворюється за лiнiйним зображенням групи (5) [4]:

Ψ → Ψ′ = TgΨ. (6)

Перш нiж дати вiдповiдь на сформульованi питання наведемо добре вiдомi
факти про локальну симетрiю лiнiйного вiльного (V = 0) рiвняння Шродiнге-
ра (1).

Теорема 1 [3]. Максимальною (у сенсi Лi) алгеброю iнварiантностi (1) є 13-
вимiрна алгебра Лi

AG2(1, 3) = 〈P0, Pa, Jab, Ga,D,Π, Q〉,
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з базисними елементами

P0 = i
∂

∂x0
= p0, Pa = −i

∂

∂xa
= pa, Jab = xapb − xbpa,

Ga = tpa − mxa, a = 1, 2, 3, D = 2x0p0 − xapa,

Π = x2
0p0 − x0xapa +

in

2
x0 − m

2
x2

a, Q = i

(
Ψ

∂

∂Ψ
− Ψ∗ ∂

∂Ψ∗

)
.

(7)

Оператори Ga породжують (генерують) перетворення Галiлея (5) i таке пере-
творення для хвильової функцiї

Ψ → Ψ′ = exp
{

i

(
�v�x +

�v2t

2

)}{
Ψ(t, x)

∣∣∣
�x→�x+�vt

}
. (8)

Деталi доведення див. у [4] i цитованiй там лiтературi.
Ми вживаємо наступнi позначення:

AG(1, 3) = 〈P0, Pa, Jab, Ga〉 — 10-вимiрна алгебра Галiлея;
AG1(1, 3) = 〈P0, Pa, Jab, Ga,D〉 — розширена алгебра Галiлея;
AG2(1, 3) = 〈P0, Pa, Jab, Ga,D,Π〉 — повна алгебра Галiлея;
AE(1, 3) = 〈P0, Pa, Jab〉 — алгебра Евклiда;
AE1(1, 3) = 〈P0, Pa, Jab,D〉 — розширена алгебра Евклiда.

Теорема 2 [5]. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (4 ) (V = 0)
є розширена алгебра Евклiда AE1(1, 3).
З наведених теорем маємо такi наслiдки.

Наслiдок 1. Рiвняння (4) несумiсне з принципом вiдносностi Галiлея (5). Це
означає, що (4) не може розглядуватись, як рiвняння руху частинки (поля) в
квантовiй механiцi. Вся множина розв’язкiв рiвняння (4) не iнварiантна вiд-
носно перетворень Галiлея (5), (6).
Зауважимо, що будь який гладкий розв’язок рiвняння (1) є розв’язком рiв-

няння (4) (при V = 0), тобто множина розв’язкiв (4) мiстить у собi розв’язки (2).
2. Виведення рiвняння Шродiнгера i рiвняння високого порядку.

Виведемо рiвняння Шродiнгера з вимоги iнварiантностi рiвняння вiдносно пере-
творень Галiлея (5), (8) i групи часових i просторових трансляцiй.
Розглянемо довiльне лiнiйне рiвняння першого порядку за часом i другого

порядку за просторовими змiнними

i
∂Ψ
∂t

= alk(t, �x)
∂2Ψ

∂xl∂xk
+ bl(t, �x)

∂Ψ
∂xl

+ c(t, �x)Ψ, (9)

де alk(t, �x), bl(t, �x), c(t, �x) — довiльнi гладкi функцiї.
Теорема 3 [5, 6]. Серед множини рiвнянь (9), iнварiантних вiдносно групи (5)
i групи трансляцiй, для комплексної функцiї Ψ є тiльки одне рiвняння, яке ло-
кально еквiвалентне рiвнянню Шродiнгера (1).
Отже, клас лiнiйних рiвнянь, якi сумiснi з класичним принципом вiдносностi

Галiлея, зводиться до одного рiвняння (1).
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Зауваження 1. Якщо в (9) Ψ — дiйсна функцiя, то єдиним рiвнянням сумiсним
з принципом Галiлея є рiвняння теплопровiдностi

∂u

∂t
= λ∆u, (10)

λ — довiльний параметр.
В [7] запропоноване таке узагальнення рiвняння (V = 0) Шродiнгера (1)(

λ1S + λ2S
2 + · · · + λnSn

)
Ψ = λΨ,

S2 =
(

p0 − p2
a

2m

)2

, . . . , Sn =
(

p0 − p2
a

2m

)n

,
(11)

λ, λ1, λ2, . . . , λn — довiльнi параметри.
Рiвняння (11) сумiсне з принципом вiдносностi Галiлея i iнварiантне вiдносно

алгебри Галiлея AG(1, 3), але не iнварiантне вiдносно маштабного D i проектив-
ного Π операторiв (λ1 �= 0, λ2 �= 0).
Повну iнформацiю про симетрiю рiвняння (11) дає наступна теорема.

Теорема 4 [13]. Серед лiнiйних рiвнянь довiльного порядку є тiльки рiвняння
(11), яке iнварiантне вiдносно алгебри AG(1, 3). У випадку, коли λ = λ1 = λ2 =
· · · = λn−1 = 0, рiвняння (11) iнварiантне вiдносно алгебри AG2(1, 3).
Таким чином, клас лiнiйних галiлей-iнварiантних рiвнянь довiльного порядку

досить вузький i зводиться до рiвняння (11). Всi iншi галiлей-iнварiантнi рiвня-
ння локально еквiвалентнi рiвнянню (11).

3. Алгебра Лоренца для рiвняння Шродiнгера. Лiнiйне рiвняння Шро-
дiнгера (коли V = 0 i при деяких специфiчних видах потенцiалiв V (t, x)) має крiм
локальної (теорема 1) i нелокальну симетрiї (див. [4] i цитовану там лiтературу).
Наведемо одну з таких незвичних (нелокальних) симетрiй.
Теорема 5 [8]. Рiвняння Шродiнгера (1) (коли V = 0) iнварiантне вiдносно
алгебри Лоренца AL(1, 3) = 〈Jab, J0a〉, базиснi елементи якої задаються опера-
торами

Jab = xapb − xbpa, J0a =
1

2m
(pGa + Gap),

p ≡ (p2
1 + p2

2 + p2
3)

1/2 = (−∆)1/2,

Ga ≡ x0pa − mxa, [J0a, J0b] = −iJab.

(12)

Важливо пiдкреслити, що псевдодиференцiальнi оператори 〈J0a〉 не генерують
нi перетворення Лоренца, нi перетворення Галiлея:

xa → x′
a = exp{iJ0ava}xa exp{−J0bvb} �= лоренц-перетворення, (13)

x0 → x′
0 = exp{iJ0ava}x0 exp{−J0bvb} = x0. (14)

Час при таких нелокальних перетвореннях не мiняється.
4. Нелокальна галiлей-симетрiя еволюцiйного рiвняння четвертого

порядку. Розглянемо рiвняння першого порядку за часовою змiнною i четвер-
того порядку за просторовими змiнними

p0Ψ = H(p2)Ψ, H(p2) = a0m0 + a2p
2 + a4

p4

8
, (15)
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p2 = p2
a = p2

1 +p2
2 +p2

3 = −∆, a2 = 1
2m0

, a0, a2, a4, m0 — довiльнi дiйснi константи.
Гамiльтонiан (15), коли a0 = 1, a4 = −m−3

0 , являє собою першi три члени
розкладу в ряд Тейлора релятивiстського гамiльтонiана

H(p2) = (p2 + m2
0)

1/2 = m0 +
p2

2m0
− p4

8m3
0

.

У тому випадку, коли a0 = a4 = 0, рiвняння (15) спiвпадає з рiвнянням Шро-
дiнгера (1).
З стандартної (загально прийнятої) фiзичної точки зору рiвняння (15) не мож-

на розглядувати як рiвняння руху в квантовiй механiцi, оскiльки воно не iнва-
рiантне нi вiдносно групи Галiлея, нi вiдносно групи Лоренца. Тобто нi один з
вiдомих принципiв вiдносностi (Галiлея або Лоренца–Пуанкаре–Айнштайна) не
виконується для рiвняння (15).
Застосовуючи метод Лi, можна довести, що максимальною алгеброю iнварiан-

тностi рiвняння (15) є алгебра Евклiда AE(1, 3) = 〈P0, Pa, Jab, I〉, I — одиничний
оператор. Виявляється, що крiм локальної симетрiї рiвняння (15) має широку
нелокальну симетрiю. Зокрема, рiвняння (15) iнварiантне вiдносно алгебри Галi-
лея AG(1, 3), базиснi елементи (оператори Ga) якої задаються операторами 3-го
порядку. Бiльш точно, має справедливе наступне твердження.
Теорема 6 [9, 10]. Рiвняння (15) iнварiантне вiдносно 20-вимiрної алгебри Лi,
базиснi елементи якої задаються операторами

P0 = i
∂

∂t
, Pa = −i

∂

∂xa
, Jab = xapb − xbpa, (16)

Ga = (tVa − xa)m0, (17)

Va =
1

m0

(
1 + a4

p2

2m2
0

)
pa, (18)

Rab = a4

(
PaPb +

1
2
δabP

2

)
. (19)

Оператори (16)–(19) задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[Jab, Gc] = i(δacGb − δbcGa), [Pa, Gb] = iδabI, [Ga, Gb] = 0,
[P0, Ga] = iVa, [Va, Gb] = i(Rab − a2δabI),
[Jab, Rcd] = i(δacRbd + δbdRac − δbcRad − δadRbc),
[Jab, Vc] = i(δacVb − δbcVa), [Ga, Rbc] = ia4(δabPc + δbcPa + δacPb).

Пiдкреслимо, що оператори (17)–(19) є операторами третього i другого поряд-
ку, а це означає, що вони породжують нелокальнi перетворення. Так, оператори
Галiлея Ga (17) генерують стандартнi локальнi перетворення для часу i коорди-
нат

t → t′ = exp(iuaGa)t exp(−iubGb) = t,

xa → x′
a = exp(ivbGb)xa exp(−vlGl) = xa + vat,
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i нелокальнi перетворення для хвильової функцiї [3]

Ψ(x) → Ψ′(x) = exp
{

im0

(
xaua +

�u2

2
t − 1

2
a4tuaPaP 2

)}
Ψ. (20)

Як добре вiдомо, швидкiсть частинки в релятивiстськiй механiцi визначається
за формулою

va =
pa

m
, m = m(�v2), m = m0(1 − v2)−1/2. (21)

У механiцi, побудованiй на базi рiвняння (15), вiдповiдна формула має вигляд

va =
pa

m0
+

a4p
2

2
pa. (22)

Якщо швидкiсть частинки задати формулою (21) i використати (22), то ми
одержуємо формулу залежностi маси, в новiй механiцi, вiд швидкостi

m

m0
+

a4

2
m3v2 − 1 = 0. (23)

Розв’язавши кубiчне рiвняння (23), ми одержимо (в залежностi вiд знака коефi-
цiєнта a4) такi формули:

m = m0
3
ω

sin
{

1
3

arctan
ω√

1 − ω2

}
, a4 < 0, ω �= 1, (24)

m = m0
3
ω

sh
{

1
3

ln(ω +
√

1 + ω2)
}

, a4 > 0. (25)

ω =
(

3
2

)3/2

(�v)2
√

m3
0|a4|.

Отже, у квантовiй механiцi, побудованiй на рiвняннi (15), виконується не-
стандартний принцип вiдносностi Галiлея (формула (20)) i маса частинки (поля)
залежить вiд швидкостi згiдно формул (24), (25).

5. Принцип вiдносностi Галiлея i нелiнiйнi рiвняння типу Шродiнге-
ра. За останнi роки багато авторiв, виходячи з рiзних мотивiв i мiркувань, запро-
понували широкий спектр нелiнiйних узагальнень рiвнянь Шродiнгера. Багато з
нелiнiйних рiвнянь, запропонованих для опису нелiнiйних ефектiв в плазмi, опти-
цi, квантовiй механiцi, не задовольняють принципу вiдносностi Галiлея. У зв’яз-
ку з цим в серiї наших робiт [3, 4, 6, 7, 11] проведено симетрiйну класифiкацiю
нелiнiйних рiвнянь типу Шродiнгера, якi iнварiантнi вiдносно групи Галiлея та
рiзних її розширень.
У цьому пунктi наведемо деякi результати про класифiкацiю нелiнiйних рiв-

нянь типу Шродiнгера, якi мають таку ж симетрiю (або ширшу), як i лiнiйне
рiвняння Шродiнгера (1).
Розглянемо нелiнiйне рiвняння другого порядку

i
∂Ψ
∂t

+
1
2
∆Ψ + i

∆ϕ(Ψ∗Ψ)
2Ψ∗Ψ

Ψ = F
(
Ψ∗Ψ, (�∇(Ψ∗Ψ))2,∆(Ψ∗Ψ)

)
Ψ, (26)

де ϕ, F — довiльнi гладкi функцiї.
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Теорема 7 [7, 11]. Рiвняння (26) у випадку, коли ϕ = 0, а функцiя F (Ψ∗Ψ) не
залежить вiд похiдних, iнварiантне вiдносно повної алгебри AG2(1, n) з бази-
сними елементами (7) тодi i тiльки тодi, коли

F (Ψ∗Ψ) = λ|Ψ|4/n, (27)

n — число просторових змiнних.
Теорема 8 [12]. Рiвняння (26) iнварiантне вiдносно алгебри AG2(1, n) i опера-
тора I тодi i тiльки тодi, коли

F
(
Ψ∗Ψ, (�∇(Ψ∗Ψ))2,∆(Ψ∗Ψ)

)
=

∆|Ψ|
|Ψ| N

(
|Ψ|∆|Ψ|
(�∇|Ψ|)2

)
, ϕ(Ψ∗Ψ) = |Ψ|2, (28)

де N — довiльна гладка функцiя.
В тому випадку, коли N = 1/2, ϕ = 0 рiвняння (26) набуває вигляду

i
∂Ψ
∂t

+
1
2
∆Ψ =

1
2

∆|Ψ|
|Ψ| Ψ. (29)

Рiвняння (29) запропоновано у роботах [14–18]. Воно має унiкальну симетрiю.
Теорема 9 [19]. Рiвняння (29) iнварiантне вiдносно алгебри Лi з базисними
операторами

P0 = i
∂

∂t
, Pa = −i

∂

∂xa
, I = Ψ

∂

∂Ψ
+ Ψ∗ ∂

∂Ψ∗ ,

Jab = xaPb − xbPa, a, b = 1, 2, . . . , n

Ga = tPa +
xa

2
Q, Q = i

(
Ψ

∂

∂Ψ
− Ψ∗ ∂

∂Ψ∗

)
,

D = 2tP0 + xaPa − n

2
I, Π = t2P0 + txaPa +

|�x|
4

Q − nt

2
I,

(30)

G(1)
a = −i ln

Ψ
Ψ∗Pa + xaP0, D(1) = −i

Ψ
Ψ∗Q + xaPa,

Π(1) = −
(

ln
Ψ
Ψ∗

)
Q − 2i

(
ln

Ψ
Ψ∗

)
xaPa + |�x|2P0 + in

(
ln

Ψ
Ψ∗

)
I,

Ka = txaP0 −
( |�x|2

2
+ it ln

Ψ
Ψ∗

)
Pa + xaxbPb − n

2
xaI − i

xa

2

(
ln

Ψ
Ψ∗

)
Q.

(31)

Виписана алгебра еквiвалентна конформнiй алгебрi AC(2, n) в (2 + n)-ви-
мiрному просторi Мiнковського. Якщо вiд комплексної функцiї Ψ перейти до
амплiтуди-фази

Ψ = A(t, x) exp{iΘ(t, x)},
то наведенi формули значно спрощуються. Алгебра симетрiї рiвняння (29) еквi-
валентна алгебрi симетрiї класичного рiвняння Гамiльтона [3]

∂u

∂t
=

∂u

∂xk

∂u

∂xk
.
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Отже, нелiнiйне рiвняння (29) має значно ширшу симетрiю, нiж лiнiйне рiвня-
ння Шродiнгера (1). Аналогiчний ефект має мiсце i для пуанкаре-iнварiантного
нелiнiйного хвильового рiвняння [16, 17]

�Ψ =
�|Ψ|
|Ψ| Ψ. (32)

6. Нелокальна симетрiя лiнiйного пуанкаре–iнварiантного хвильо-
вого рiвняння. Сiмдесят рокiв тому, у 1926 р. майже одночасно сiм учених:
Шродiнгер, де Броль, Дондер ван Дунген, Клейн, Фок, Гордон i Кудар вiдкрили
рiвняння

(p2
0 − p2

a)u(x0, �x) = m2u (33)

для скалярної комплексної функцiї u. У випадку, коли m = 0 (33) спiвпадає з
хвильовим рiвнянням Даламбера.
Вiдомо, що рiвняння (33) iнварiантне вiдносно алгебри Пуанкаре AP (1, 3) з

базисними елементами

P0 = p0, Pk = pk, k = 1, 2, 3,

Jµν = xµpν − xνpµ, µ, ν = 0, 1, 2, 3,
(34)

тобто виконуються умови:

[p2
0 − p2

a − m2, Jµν ] = 0, [p2
0 − p2

a − m2, Pµ] = 0. (35)

Алгебра AP (1, 3) = 〈Pµ, Jµν〉 являється максимальною (у сенсi Лi) алгеброю
iнварiантностi рiвняння (33).
Оператори 〈J0a〉 генерують стандартнi перетворення Лоренца

xµ → x′
µ = exp(iJ0ava)xµ exp(−iJ0bvb) = перетворення Лоренца.

В [20] поставлено i дано позитивну вiдповiдь на таке питання: чи має рiвняння
(33) додаткову симетрiю, вiдмiнну вiд (34)?
Щоб виявити додаткову (нелокальну) симетрiю (33), перепишемо його у ви-

глядi системи двох рiвнянь першого порядку за часовою змiнною i другого по-
рядку за просторовими змiнними

i
∂Φ
∂t

= HΦ,

H =
1
2κ

{
(E2 + κ2)σ1 + i(E2 − κ2)σ2

}
,

E2 = −∆ + m2, κ �= 0, Φ =
(

Φ1

Φ2

)
, κΦ1 = i

∂u

∂t
, Φ2 = u,

(36)

κ — довiльна константа, σ1 i σ2 — (2 × 2) матрицi Паулi.
Теорема 10 [20]. Рiвняння (36) iнварiантне вiдносно алгебри Пуанкаре, базиснi
оператори якої мають вигляд

P
(1)
0 = H, P

(1)
k = pk, J

(1)
ab = xapb − xbpa = Jab, (37)

J
(1)
0a = x0Pa − 1

2
(Hxa + xaH) �= J0a. (38)
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Прямою перевiркою можна переконатись, що оператори (37), (38) задоволь-
няють умови[

i
∂

∂t
− H,J0a

]
= 0,

[
i
∂

∂t
− H,Jab

]
= 0. (39)

Iстотна рiзниця мiж операторами J
(1)
0a i J0a полягає у тому, що: J

(1)
0a — оператори

другого порядку i генерують нелокальнi перетворення; J0a — оператори першого
порядку i генерують стандартнi локальнi перетворення Лоренца.
Пiдкреслимо, що оператори J

(1)
0a генерують тотожне перетворення для часу,

тобто час iнварiантний вiдносно операторiв J
(1)
0a :

t → t′ = exp(iJ (1)
0a va)t exp(−iJ

(1)
0b vb) = t. (40)

Просторовi перетворення змiнних xa, якi генеруються операторами J
(1)
0a , не спiв-

падають з перетвореннями Лоренца:

xk → x′
k = exp(iJ (1)

0a va)xk exp(−iJ
(1)
0b vb) �= перетворення Лоренца. (41)

Таким чином ми встановили, що множина розв’язкiв рiвняння (33) має дуаль-
ну симетрiю:

1. Лоренцову (локальну) симетрiю. Час змiнюється при переходi вiд однiєї
iнерцiйної системи до iншої за формулами Лоренца.

2. Нелоренцову (нелокальну) симетрiю (40), (41). Час не змiнюється при пе-
реходi вiд однiєї iнерцiйної системи до iншої.

7. Нелокальна галiлей-симетрiя релятивiстського псевдодиференцi-
ального хвильового рiвняння. Розглянемо псевдодиференцiальне рiвняння

p0u = Eu, E ≡ (p2
a + m2)1/2, u = u(x0, �x). (42)

Рiвняння (42) можна розглядувати як “корiнь квадратний з хвильового опера-
тора (33)” для скалярної комплексної функцiї u. Прямим обчисленням можна
переконатись, що рiвняння (42) iнварiантне вiдносно стандартного зображення
алгебри Пуанкаре (34) i не iнварiантне вiдносно стандартного зображення алге-
бри Галiлея (7).
Теорема 11 [9]. Рiвняння (42) iнварiантне вiдносно 11-вимiрної алгебри Галiлея
з такими базисними операторами:

P
(2)
0 =

p2

2m
= − ∆

2m
, P (2)

a = pa = − ∂

∂xa
, J

(2)
ab = xapb − xbpa ≡ Jab,

G(2)
a = tp̃a − mxa, p̃a ≡ m

E
pa, E = (p2

a + m2)1/2.

(43)

Доведення теореми зводиться до перевiрки умови iнварiнтностi

[p0 − E,Ql]u = 0, (44)

де Ql — будь який оператор з набору (43).
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Оператори (43) задовольняють комутацiйнi спiввiдношення алгебри Галiлея;
G

(2)
a — псевдодиференцiальнi оператори, якi генерують, на вiдмiну вiд стандар-
тних операторiв Ga, нелокальнi перетворення.
Отже, множина розв’язкiв рiвняння руху (42) для скалярної частинки (по-

ля) з позитивною енергiєю має нелокальну галiлеєву симетрiю, алгебра Лi якої
задається операторами (43).

8. Нелокальна галiлей-симетрiя рiвняння Дiрака. Вiдомо, що рiвняння
Дiрака

p0Ψ = (γ0γapa + γ0γ4m)Ψ = H(p)Ψ (45)

iнварiантне вiдносно алгебри Пуанкаре з базисними операторами (див., напри-
клад [3, 4])

P0 = i
∂

∂x0
, Pk = −i

∂

∂xk
,

Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν , Sµν =
i

4
[γµ, γν ].

(46)

Рiвняння Дiрака, як це встановлено в наших роботах автора (див., наприклад,
лiтературу в [3]) має широку нелокальну симетрiю.
У цьому пунктi встановимо нелокальну галiлей-симетрiю рiвняння Дiрака.

Для цiєї мети, наслiдуючи метод [4], за допомогою iнтегрального оператора

W =
1√
2

(
1 + γ0

H

E

)
, E = (p2

a + m2)1/2, H = γ0γapa + γ0γ4m (47)

перетворимо систему чотирьох зв’язаних диференцiальних рiвнянь першого по-
рядку на систему незв’язаних псевдодиференцiальних рiвнянь

i
∂Φ
∂t

= γ0EΦ, γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , (48)

Φ = WΨ, γ0E = WHW−1. (49)

Встановлюючи додаткову симетрiю рiвняння (48), ми одночасно встановлює-
мо симетрiю рiвняння Дiрака 45).
Теорема 12 [9]. Рiвняння (48) iнварiантне вiдносно 11-вимiрної алгебри Галiлея
з базисними операторами

P
(3)
0 =

�p2

2m
, P (3)

a = pa = − ∂

∂xa
, I,

J
(3)
ab = xapb − xbpa + Sab, G(3)

a = tp̃a − mxa, p̃a ≡ γ0
m

E
pa.

(50)

Оператори (50) задовольняють комутацiйним спiввiдношенням алгебри Галi-
лея AG(1, 3).
Для доведення теореми треба переконатися, що умова iнварiантностi

[p0 − γ0E,Ql]Ψ = 0 (51)
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виконується для довiльного оператора Ql з набору (50); G
(3)
a — iнтегральний

оператор, що генерує нелокальнi перетворення, якi не спiвпадають з класичними
перетвореннями Галiлея.
Отже, рiвняння (48), а тому i рiвняння Дiрака (45), має нелокальну симетрiю,

яка задається операторами (50). Явний вигляд операторiв (50) для рiвняння (45)
обчислюється за формулою

Q̃l = W−1QlW. (52)

9. Деякi новi рiвняння нелiнiйної математичної фiзики. У цьому пун-
ктi наведено серiю нових нелiнiйних рiвнянь, якi можна розглядати як матема-
тичнi моделi для опису нелiнiйних процесiв у класичнiй та квантовiй механiцi,
електродинамiцi, гiдродинамiцi.
1. Рiвняння Ньютона–Лоренца для зарядженої частки природно узагальнити

так:

d

dt
(m�v) = λ1

�D + λ2
�B + λ3(�v × �D) + λ4(�v × �B) +

+ a1( �E × �D) + a2( �E × �B) + a3( �H × �D) + a4( �H × �B),
(53)

m = m(�v2, �E2, �H2, �E �H,�v �E,�v �H) — маса частинки, яка залежить вiд швидкостi �v2

i ( �E, �H) — електромагнiтного поля, яке створює сама заряджена частинка; ( �D, �B)
— зовнiшнє електромагнiтне поле; λ1, λ2, . . . , a1, a2, . . . — деякi параметри.
У випадку, коли маса m є константою i a1 = a2 = a3 = a4 = 0, λ2 = λ3 = 0,

рiвняння (53) спiвпадає з класичним рiвнянням Ньютона з силою Лоренца.
Явна залежнiсть маси вiд �v2 i власного електромагнiтного поля ( �E, �H) може

бути встановлена з вимоги iнварiантностi (53) вiдносно групи Галiлея або групи
Пуанкаре.
Гiдро-електродинамiчнi узагальнення рiвняння Ойлера для зарядженої час-

тинки мають вигляд(
∂

∂t
+ vl

∂

∂xl

)
m(�v2, �E2, . . .)�v = λ1

�D + λ2
�B + a1( �E × �D) +

+ a2( �E × �B) + · · · , l = 1, 2, 3.

(54)

Пуанкаре-iнварiантне рiвняння для зарядженої частинки має вигляд(
vα

∂

∂xα

)
m(vνvν , �E2 − �H2, �E �H)vµ = λRµνvν ,

де Rµν — антисиметричний тензор зовнiшнього електромагнiтного поля ( �D, �B).
Нелокальне (псевдодиференцiальне) узагальнення рiвняння Ньютона для ча-

стинки можна подати у виглядi(
m2 d4

dx4
+ λ

)1/2

�x(t) = F (t, �x, �̇x, �̈x). (55)

У випадку, коли параметр λ = 0, (55) спiвпадає з класичним рiвнянням руху
Ньютона.
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2. Рiвняння для скалярного комплексного поля u зi змiнною швидкiстю v
можна задати так:(

−�
2 ∂2

∂t2
+ �

2v2∆ − m2v4

)
u = F (|u|)u, (56)

∂vk

∂t
+ vl

∂vk

∂xl
= g(|u|)∂|u|

∂xk
, v2 ≡ v2

1 + v2
2 + v2

3 , (57)

g(|u|) — довiльна гладка функцiя.
Швидкiсть розповсюдження поля u задається рiвнянням (57). Отже, хвильо-

ве рiвняння (56) (i при F (|u|) = 0) з умовою (57) є нелiнiйним рiвнянням. При
стандартному пiдходi v2 = c2, де c — постiйна швидкiсть розповсюдження свiтла
у вакуумi; у цьому випадку рiвняння (56) лiнiйне. Явно пуанкаре-iнварiантне
рiвняння для поля u має вигляд(

vµvν
∂2u

∂xµ∂xν
− m2v4

)
u = 0, (58)

vα
∂vµ

∂xα
= g(|u|)∂|u|

∂xµ
, vµvµ ≡ v2

0 − v2
1 − v2

2 − v2
3 > 0. (59)

Важливою властивiстю цiєї системи є те, що вона лоренц-iнварiантна, швидкiсть
поля vµ не є сталою величиною i залежить вiд амплiтуди i швидкостi змiни ам-
плiтуди поля.
3. Стандартна класична i квантова електродинамiка побудована в термiнах

потенцiалiв Aµ. Однак до цього часу не використанi iншi можливостi (моделi)
формулювання електродинамiки. Не вводячи потенцiалiв, можна запропонувати
таку пуанкаре-iнварiантну систему рiвнянь для тензора електромагнiтного поля
Fµν i спiнорного поля Ψ:

∂Fµν

∂xν
= jµ, jµ = g1Ψ̄γµΨ + g2Ψ̄pµΨ,

∂Fµν

∂xα
+

∂Fνα

∂xµ
+

∂Fαµ

∂xν
= g

(
∂Ψ̄SµνΨ

∂xα
+

∂Ψ̄SναΨ
∂xµ

+
∂Ψ̄SαµΨ

∂xν

)
,

(60)

γµ (pµ − γαFµα) Ψ = mΨ, pµ = igµν
∂

∂xν
,

Sµν =
i

4
[γµ, γν ] ≡ i

4
(γµγν − γνγµ).

(61)

Другу модель електродинамiки, без потенцiалiв, можна будувати на основi
нелiнiйних рiвнянь другого порядку

�Fµν = gΨ̄SµνΨ, (62)

(pµ − λγνFµν)(pm − λFµαγα)Ψ = m2Ψ. (63)

4. Одне з можливих нелiнiйних узагальнень рiвнянь Максвелла для електро-
магнiтного поля, яке розповсюджується зi змiнною швидкiстю v, має вигляд [21]

d �E

dt
= v rot �H +�j, div �E = ρ,

d �H

dt
= −v rot �E, div �H = 0, v = (v2

1 + v2
2 + v2

3)1/2,

(64)
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λ1

(
∂

∂t
+ vl

∂

∂xl

)
vk + λ2

(
∂

∂t
+ vl

∂

∂xl

)2

vk + λ3vk =

= a1Ek + a2Hk + a3εklnElHn, k, l, n = 1, 2, 3,

(65)

d

dt
≡ ∂

∂t
+ b1El

∂

∂xl
+ b2Hl

∂

∂xl
+ b3vl

∂

∂xl
,

λ1, λ2, λ3, a1, a2, a3, b1, b2, b3 — функцiї, якi залежать вiд iнварiантiв �E2 − �H2,
�E �H, �v2.
Виписана система спiвпадає з класичним рiвнянням Максвелла при умовi, що

v є постiйною величиною i всi λ1, λ2, ḃ3 рiвнi нулевi.
Рiвняння другого порядку для електромагнiтного поля ( �E, �H) зi змiнною

швидкiстю має вигляд(
∂2

∂t2
− v2∆

)
�E = c1

�E + c2
�H + c3( �E × �H) + c4(�v × �E) + c5(�v × �H),(

∂2

∂t2
− v2∆

)
�H = d1

�E + d2
�H + d3( �E × �H) + d4(�v × �E) + d5(�v × �H).

Швидкiсть �v електромагнiтного поля ( �E, �H) визначається з рiвняння (65)
5. Пуанкаре-iнварiантне узагальнення класичного рiвняння Ойлера має ви-

гляд

(λ1L + λ2L
2)vµ = r1vµ + r2

∂P

∂xµ
+ r3

(
vα

∂vν

∂xα

)2

vµ,

L ≡ vα
∂

∂xα
, L2 ≡

(
vα

∂

∂xα

)(
vα

∂

∂xα

)
,

(66)

r1, r2, r3 — гладкi функцiї вiд iнварiантiв vαvµ, P.
Застосування виписаних нелинийних рiвнянь до опису конкретних фiзичних

процесiв дає можливiсть уточнити довiльнi функцiї, якi входять у рiвняння. Ви-
мога iнварiантностi до запропонованих рiвнянь вiдносно групп Галiлея, групи
Пуанкаре та їх рiзних розширень дозволяє iстотно звузити класи допустимих
моделей.
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