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Про новi нелiнiйнi рiвняння, iнварiантнi
вiдносно групи Пуанкаре в двовимiрному
просторi-часi
В.I. ФУЩИЧ, В.I. ЛАГНО

New representations of the Poincaré P (1, 1) and extended Poincaré P̃ (1, 1) groups by
Lie vector fields are constructed. The result is used to obtain new second-order scalar
differential equations, invariant under these groups.

У даному повiдомленнi проведено класифiкацiю зображень групи Пуанкаре
P (1, 1) та розширеної групи Пуанкаре P̃ (1, 1) в класi векторних полiв Лi, побуду-
вано загальний вигляд диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних другого
порядку, iнварiантних вiдносно цих груп, а також розглянуто симетрiйну реду-
кцiю одержаних рiвнянь.

1. Новi реалiзацiї зображень алгебр AP (1, 1) та AP̃ (1, 1). Як вiдомо [1–
3], векторнi поля Лi, якi генерують деяку групу Лi G, задають базис алгебри Лi
AG цiєї групи. Тому задача вивчення зображень даної групи G в класi векторних
полiв Лi еквiвалентна вивченню реалiзацiї векторними полями Лi алгебри Лi AG.

Розглядатимемо реалiзацiю алгебр Лi в термiнах векторних полiв в просторi
X ⊗ U двох незалежних та однiєї залежної змiнної. В нашому випадку X —
двовимiрний простiр Мiнковського з координатами x, t, U — простiр дiйсних
скалярних функцiй u(t, x). Векторнi поля мають форму

V = ξ(t, x, u)∂x + τ(t, x, u)∂t + η(t, x, u)∂u. (1)

Тут i далi ∂x = ∂
∂x , ∂t = ∂

∂t , ∂u = ∂
∂u , ξ, τ , η — гладкi функцiї своїх аргументiв.

Будемо позначати генератори трансляцiй, поворотiв Лоренца та дилатацiї че-
рез P0, P1, K, D, вiдповiдно. Вказанi генератори задовольняють комутацiйнi спiв-
вiдношення

[P0,K] = P1, [P1,K] = P0, [Pµ,D] = Pµ (µ = 0, 1),
[P0, P1] = 0, [K,D] = 0.

(2)

Вважаємо, що генератори P0, P1, K, D задають алгебру Пуанкаре AP (1, 1) =
〈P0, P1,K〉 та розширену алгебру Пуанкаре AP̃ (1, 1) = AP (1, 1)+⊃ 〈D〉, якщо

1) вони лiнiйно незалежнi;
2) вони задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (2).
Класифiкацiю зображень алгебр AP (1, 1) та AP̃ (1, 1) в класi векторних по-

лiв (1) проводимо з точнiстю до дифеоморфiзмiв, тобто з точнiстю до довiльної
гладкої взаємно-однозначної замiни змiнних

x′ = f(t, x, u), t′ = g(t, x, u), u′ = h(t, x, u). (3)

Доповiдi НАН України, 1996, № 11, С. 60–65.
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Оскiльки генератори P0, P1 утворюють комутативний iдеал для алгебри AP (1, 1),
розгляд починаємо з них.
Лема. Iснують перетворення (3), якi зводять генератори P0, P1 до однiєї з
двох форм:

P0 = ∂t, P1 = ∂x; (4)

P0 = ∂t, P1 = x∂t. (5)

Доведення леми випливає з таких мiркувань. Згiдно з теоремою Лi про спрям-
лювання векторних полiв [2, 3], ми завжди можемо покласти P0 = ∂t. З виконан-
ня комутацiйного спiввiдношення [P0, P1] = 0 одержуємо, що найбiльш загальний
вигляд оператора P1 буде

P1 = τ(x, u)∂t + ξ(x, u)∂x + η(x, u)∂u.

Ввiвши в розгляд матрицю

M =
(

1 0 0
τ ξ η

)
,

складену з коефiцiєнтiв при похiдних в генераторах P0, P1 бачимо, що можливi
лише два випадки: rankM = 2 або rankM = 1. Далi неважко переконатися, що з
умови rankM = 2 випливає реалiзацiя (4), а з умови rankM = 1 — реалiзацiя (5).

Реалiзацiя зображень алгебр AP (1, 1), AP̃ (1, 1), AC(1, 1) для генераторiв P0,
P1 форми (4) вивчена в [4]. Тому тут ми детально зупиняємося на випадковi (5).

Отже, нехай P0 = ∂t, P1 = x∂t. З виконання комутацiйних спiввiдношень (2),
одержуємо, що

K = (xt + τ(u))∂t + (x2 − 1)∂x + η(u)∂u.

З точнiстю до перетворень (3) маємо один клас реалiзацiї зображення алгебри
AP (1, 1), який можна подати у такому виглядi:

P0 = ∂t, P1 = x∂t, K = xt∂t + (x2 − 1)∂x. (6)

Одержана реалiзацiя зображення алгебри AP (1, 1) допускає розширення до зо-
браження алгебри AP̃ (1, 1), якщо додати оператор дилатацiї D. З виконання ко-
мутацiйних спiввiдношень (2) випливає, що

D =
(
t + τ(u)

√
|x2 − 1| )∂t + η(u)∂u.

Неважко показати, що iснують перетворення (3), якi залишають вигляд (6) опе-
раторiв P0, P1, K незмiнним, а оператор D зводять до вигляду

D = t′∂t′ + εu′∂u′ , ε = 0, 1.

Тим самим ми побудували двi новi реалiзацiї алгебри AP̃ (1, 1):

P0 = ∂t, P1 = x∂t, K = xt∂t + (x2 − 1)∂x, D1 = t∂t; (7)

P0 = ∂t, P1 = x∂x, K = xt∂t + (x2 − 1)∂x, D2 = t∂t + u∂u. (8)
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Отже, справедлива така теорема.
Теорема. З точнiстю до перетворень (3) зображення алгебр AP (1, 1), AP̃ (1, 1),
AC(1, 1) векторними полями Лi (1) вичерпуються реалiзацiями, побудованими
в роботi [4], а також зображеннями (6)–(8).
Зауваження 1. Неважко переконатися в тому, що зображення (7), (8) алгебр
AP̃ (1, 1) не допускають розширення до зображень векторними полями (1) кон-
формної алгебри AC(1, 1).
Зауваження 2. Коварiантнi зображення векторними полями (зображення, для
яких ранг матрицi M збiгається з розмiрнiстю простору Мiнковського) узагаль-
нених груп Пуанкаре P (n,m) та їх розширень до конформної групи включно в
(n + m)-вимiрному просторi Мiнковського, для випадку однiєї залежної функцiї
u вивчалися в роботах [5–7]. Там було показано, що в загальному випадку цi гру-
пи допускають лише стандартнi зображення. Тiльки для груп P (1, 2), P (2, 2) та
їх розширень, до конформної групи включно, були побудованi новi коварiантнi
зображення векторними полями Лi.

2. Диференцiальнi iнварiанти та iнварiантнi рiвняння. Процедура по-
будови iнварiантних рiвнянь в класичному пiдходi Лi є стандартною. Так нехай
Xa (a = 1, . . . , N) складають базис алгебри Лi AG групи симетрiї G, що дiє в
просторi X ⊗ U . В нашому випадку X ⊗ U є простiр {x, t, u}, а всi Xa мають
вигляд (1). Розглядаємо рiвняння

F (x, t, u, ux, ut, uxx, utx, utt) = 0, (9)

де F — довiльна гладка функцiя. Рiвняння (9) буде iнварiантним вiдносно гру-
пи G, якщо функцiя F задовольняє спiввiдношення [2, 3]

Xa
2

F = 0, ∀ a. (10)

Тут Xa
2

— другi продовження операторiв Xa. Розв’язавши систему (10), одержи-

мо множину елементарних диференцiальних iнварiантiв Jk(x, t, u, uµ, uµν) (µ, ν =
x, t), а iнварiантне рiвняння матиме вигляд

Φ(J1, . . . , Js) = 0.

Отже, щоб описати найбiльш загальний вигляд рiвняння iнварiантного вiдносно
групи G, потрiбно знайти множину всiх елементарних iнварiантiв даної групи.
Оскiльки число змiнних у спiввiдношеннях (9), (10) дорiвнює 8, алгебри AP (1, 1)
та AP̃ (1, 1) є розв’язними, загальнi орбiти продовжених груп є три- та чотири-
вимiрними, вiдповiдно, то ми отримаємо п’ять для групи P (1, 1) та чотири для
групи P̃ (1, 1) функцiонально незалежних елементарних диференцiальних iнварi-
антiв.

1. Випадок алгебри AP (1, 1) з базисними генераторами (6). Тут

P0
2

= P0, P1
2

= P1 − 2utx∂uxx
− utt∂utx

,

K
2

= K − (tut + 2xux)∂ux
− xut∂ut

− 2(ux + 2xuxx + tuxt)∂uxx
−

− (ut + tutt + 3xutx)∂utx
− 2xutt∂utt

,
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тому базис фундаментальних розв’язкiв системи (10) складають функцiї

J1 = u, J2 = u2
t (x

2 − 1), J3 = utt(x2 − 1),
J4 = (x2 − 1)2(uxutt − ututx) − x(x2 − 1)u2

t ,

J5 = (x2 − 1)3(uttuxx − u2
tx) + 2x(x2 − 1)2(uxutt − ututx) − x2(x2 − 1)u2

t ,

а найбiльш загальне P (1, 1)-iнварiантне рiвняння (9) має вигляд

Φ(J1, J2, J3, J4, J5) = 0. (11)

2. Випадок алгебри AP̃ (1, 1) з базисними генераторами (7). Врахувавши, що
найбiльш загальне P (1, 1)-iнварiантне рiвняння (9) має вигляд (12) i що

D1
2

= D1 − ut∂ut
− 2utt∂utt

− utx∂utx
,

одержали такi чотири елементарнi диференцiальнi iнварiанти для алгебри
AP̃ (1, 1) з генераторами (7):

Σ1 = J1, Σ2 = J−1
2 J3, Σ3 = J−1

2 J4, Σ4 = J−1
2 J5, (12)

де значення Jk наведенi в (11).
3. Випадок алгебри AP̃ (1, 1) з базисними генераторами (8). Тут

D2
2

= D1 − ux∂ux
− utt∂utt

+ uxx∂uxx
,

а тому алгебра AP̃ (1, 1) має такi чотири елементарнi диференцiальнi iнварiанти
другого порядку:

Σ1 = J1J3, Σ2 = J2, Σ3 = J4, Σ4 = J5, (13)

де значення Jk наведенi в (11). Найбiльш загальне P̃ (1, 1)-iнварiантне рiвнян-
ня (9) має вигляд

Φ(Σ1,Σ2,Σ3,Σ4) = 0.

де Σk (k = 1, 4) набувають значення (13) у випадку алгебри AP̃ (1, 1) з генерато-
рами (7) або (14) — у випадку алгебри AP̃ (1, 1) з генераторами (8).

Зауважимо, що для розглянутих реалiзацiй алгебр AP (1, 1), AP̃ (1, 1) iнварi-
антними є рiвняння, якi є узагальненням вiдомих рiвнянь Монжа–Ампера.

3. Симетрiйна редукцiя iнварiантних рiвнянь. Iнварiантнiсть одержа-
них рiвнянь вiдносно групи Пуанкаре P (1, 1) або однiєї з розширених груп Пу-
анкаре P̃ (1, 1) дозволяє провести симетрiйну редукцiю цих рiвнянь до звичайних
диференцiальних рiвнянь. Процедура симетрiйної редукцiї вимагає попередньої
класифiкацiї пiдалгебр вiдповiдної алгебри симетрiї з точнiстю до спряженостi,
яку визначає група iнварiантностi даного рiвняння. Тут ми використовуємо вiдо-
му класифiкацiю пiдалгебр алгебр AP (1, 1), AP̃ (1, 1) (див., наприклад, [8]), дода-
тково ввiвши вiдношення еквiвалентностi пiдалгебр алгебри симетрiї на множинi
розв’язкiв iнварiантного рiвняння [8]. Крiм того, обмежуємося пiдалгебрами, для
яких анзац мiстить всi незалежнi змiннi.

Вказанi вимоги задовольняє єдина одновимiрна пiдалгебра алгебри AP (1, 1),
а саме, L1 = 〈K〉. Їй вiдповiдає анзац

u = ϕ(ω), (14)
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де ω = t2(x2 − 1)−1. Пiдстановка анзацу (16) в рiвняння (12) приводить до зви-
чайного диференцiального рiвняння

Φ(ϕ, 4ωϕ̇, 2ρ, 0, 4ωϕ̇ρ) = 0.

Тут i далi ϕ̇ = dϕ
dω , ϕ̈ = d2ϕ

dω2 , ρ = ϕ̇ + 2ωϕ̈.
У випадку алгебри AP̃ (1, 1) з генераторами (7) крiм пiдалгебри L1 вказанi

вимоги задовольняють пiдалгебри L2 = 〈K + αD〉 та L3 = 〈D + ε1K + ε2P0〉,
де α �= 0, α ∈ R, а ε1, ε2 незалежно одне вiд одного набувають значення ±1.
Крiм того, в даному випадку D = D1. Анзац (16) у випадку алгебри L1 редукує
рiвняння (15) до рiвняння

Φ
(

ϕ,
1
2
ω−1ρ, 0, ρ

)
= 0.

Алгебрам L2, L3 вiдповiдає анзац (16), де ω = t2(x − 1)−1−α(x + 1)α−1 для L2

та ω = 2t+ε2
2(x−ε1)

− ε1ε2
4 ln x+ε

x−ε1
для L3. Редукованi рiвняння (15) мають вiдповiдно

вигляд

Φ
(

ϕ,
1
2
ϕ̇−2ω−1ρ, α, (1 − α2)ϕ̇−1ρ − α2

)
= 0,

Φ(ϕ, ϕ̈ϕ̇−2, ε1, ε1, ε2ϕ̈ϕ̇−1 − 1) = 0.

Нарештi, у випадку алгебри AP̃ (1, 1) з генераторами (8), крiм пiдалгебри L1,
L2, L3, вказанi вимоги задовольняє пiдалгебра L4 = 〈D〉. Тут D = D2. Редукцiя
рiвняння (15), що вiдповiдає алгебрi L1, приводить до рiвняння

Φ(2ϕρ, 4ωϕ̇, 0, 4ωϕ̇ρ) = 0.

Пiдалгебрам L2, L3, L4 вiдповiдає анзац

u = f(x, t)ϕ(ω),

де f =
(

x+1
x−1

)−α
2
, ω = t2(x + α)α−1(x − 1)−1−α — для алгебри L2; f =

(
x+1
x−1

)− ε1
2
,

ω = 2t+ε2
2(x−ε1)

− ε1ε2
4 ln x+ε

x−ε1
— для алгебри L3; f = t, ω = x — для алгебри L4.

Редукованi рiвняння (15) мають вiдповiдно вигляд

Φ(2ϕρ, 4ωϕ̇2, 2αϕρ, 2ρ, 2ρ(2ω(1 − α2)ϕ̇ − α2ϕ)) = 0,
Φ(ϕ̈, ϕ̇2, ε1ϕϕ̈, (ϕ + ε1ε2ϕ̇)ϕ̈) = 0,
Φ(0, (ω2 − 1)ϕ2,−(ω2 − 1)ϕ[(ω2 − 1)ϕ̇ + ωϕ],−(ω2 − 1)[(ω2 − 1)ϕ̇ + ωϕ]2) = 0.
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