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Пониження порядку та загальнi розв’язки
деяких класiв рiвнянь математичної
фiзики
В.I. ФУЩИЧ, В.М. БОЙКО

The procedure of lowering the order and construction of general solutions for some
classes of partial differential equations is proposed. A number of examples are
presented. The classes of general solutions of some linear and nonlinear equations
of mathematical physics are constructed.

В данiй статi пропонується процедура пониження порядку та побудови загаль-
них розв’язкiв деяких класiв диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних.

Розглянемо диференцiальне рiвняння в частинних похiдних

L(D[u]) + F (D[u]) = 0, (1)

де u = u(x), x = (x0, x1, . . . , xk); L — диференцiальний оператор першого порядку
(лiнiйний або нелiнiйний):

L ≡ ai(x, u)∂xi
, (2)

по i сумування вiд 0 до k; ai(x, u) — довiльнi гладкi функцiї, що одночасно не є
тотожними нулями; D[u] — диференцiальний вираз n-го порядку

D[u] = D
(
x, u, u(1), u(2), . . . , u(n)

)
, (3)

u(m) — набiр похiдних m-го порядку, m = 1, n; F — довiльна гладка функцiя
вiд D[u]. Як частинний випадок D[u] може залежати лише вiд x i u (в цьому
випадку будемо говорити, що порядок спiввiдношення (3) — нульовий). Таким
чином, (1) — рiвняння в частинних похiдних (n + 1)-го порядку.

Для рiвнянь типу (1) пропонується простий спосiб пониження порядку та
побудови розв’язкiв, який базується на локальнiй замiнi змiнних, яка зводить
оператор (2) до оператора диференцiювання за однiєю з незалежних змiнних,
тобто деяка “дiагоналiзацiя”.

Вводимо замiну змiнних

τ = f0(x, u),

ωa = fa(x, u), a = 1, k,

z = u,

(4)

де z(τ, �ω) — нова залежна змiнна, �ω = (ω1, . . . , ωk).
Функцiї f0, fa визначаємо з умов

L(f0) = 1, L(fa) = 0, a = 1, k, (5)
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причому f1, . . . , fk, u повиннi утворювати повний набiр функцiонально незалеж-
них iнварiантiв оператора (2). А f0 вибираємо як деякий частинний розв’язок
рiвняння Ly = 1.

Спiввiдношення (5) визначають замiну змiнних (4), при якiй оператор L зво-
диться до оператора диференцiювання

L ⇒ ∂τ . (6)

Знайшовши вигляд спiввiдношення (3) в нових змiнних (4), вихiдне рiвняння
(1) можна переписати у виглядi

∂τ

(
D̃z

)
+ F

(
D̃z

)
= 0, (7)

де D̃z — диференцiальний вираз Du в змiнних (4).
Рiвняння (7) — звичайне диференцiальне рiвняння першого порядку вiднос-

но τ для D̃z. Один раз проiнтегрувавши (7), знаходимо D̃z. Таким чином, розв’я-
завши (7), одержуємо диференцiальне рiвняння в частинних похiдних n-го по-
рядку вiдносно z(τ, �ω) (понизили порядок рiвняння (1) на одиницю) з однiєю
довiльною функцiєю вiд �ω — константою iнтегрування рiвнняня (7).
Зауваження. Алгоритм буде також ефективним i у випадку, коли в (1) F =
F (Du, f0, f1, . . . , fk), при цьому, iнтегруючи рiвняння (7), змiннi ωa будемо вва-
жати параметрами.

Проiлюструємо описаний алгоритм на прикладах для конкретних рiвнянь ма-
тематичної фiзики.

Розглянемо одновимiрне хвильове рiвняння

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0. (8)

Рiвняння (8) можна записати у виглядi (1) наступним чином(
∂

∂t
− ∂

∂x

) (
∂u

∂t
+

∂u

∂x

)
= 0. (9)

Замiна змiнних

τ = t, ω = x + t, z = u,

дає можливiсть переписати рiвняння (9) у виглядi

∂τ (zτ + 2zω) = 0,

раз проiнтегрувавши яке, одержуємо

zτ + 2zω = g(ω). (10)

Внаслiдок довiльностi g(ω), покладемо g(ω) = 2h′(ω), тодi система рiвнянь хара-
ктеристик для (10) матиме вигляд

dτ

1
=

dω

2
=

dz

2h′(ω)
.
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Знайшовши першi iнтеграли системи характеристик, одержуємо розв’язок рiвня-
ння (10)

z − h(ω) = f(ω − 2τ), (11)

h, f — довiльнi функцiї свого аргументу. Переписавши (11) в змiнних (t, x, u),
знаходимо добре вiдомий загальний розв’язок рiвняння (8)

u = h(x + t) + f(x − t).

Розглянемо рiвняння, яке було запропоновано в [1, 2] для опису руху рiдини,

L(Lu) = 0, L ≡ ∂t + u∂x. (12)

Дане рiвняння можна розглядати як узагальнення одновимiрного рiвняння Нью-
тона–Ойлера для рiдини (рiвняння простої хвилi). В розгорнотому записi рiвня-
ння (12) матиме вигляд

∂2u

∂t2
+ 2u

∂2u

∂t∂x
+

∂u

∂t

∂u

∂x
+ u

(
∂u

∂x

)2

+ u2 ∂2u

∂x2
= 0.

Замiна змiнних

τ = t, ω = x − ut, z = u,

дає можливiсть записати рiвняння (12) у виглядi

∂τ

(
zτ

1 + τzω

)
= 0. (13)

Проiнтегрувавши (13), одержуємо параметричний розв’язок

z ±
∫

dω√
h(ω) + p

= ϕ(p)

τ2 − h(ω) = p,

де p — параметр, h, ϕ — довiльнi функцiї.
Повернувшись до старих змiнних, одержуємо розв’язок рiвняння (12). Деякi

приклади неявних розв’язкiв з однiєю довiльною функцiєю для рiвняння (12)
наведенi нами в [3, 4].

Рiвняння

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ 2

∂2u

∂x∂y
= 0 (14)

можна записати у виглядi (1) наступним чином(
∂

∂t
− ∂

∂x
+

∂

∂y

)(
∂u

∂t
+

∂u

∂x
− ∂u

∂y

)
= 0. (15)

За допомогою замiни змiнних

τ = t, ω1 = t + x, ω2 = t − y, z = u, (16)
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використовуючи описаний алгоритм, одержимо наступний розв’язок рiвняння
(14)

u = f(t + x, t − y) + g(t − x, t + y).

Зауваження. Природнє узагальнення описаного алгоритму для (1) на класи
диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних наступного вигляду

Lm(Du) + bm−1L
m−1(Du) + · · · + b1L(Du) + b0 = 0, (17)

де bj = bj(Du, f0, f1, . . . , fk), j = 0,m − 1; Lm = LLL · · ·LL︸ ︷︷ ︸
m

; L, Du, f0, f1, . . . , fk

визначаються вiдповiдно з спiввiдношеннями (2)–(6).
Пiсля замiни (4)–(6) задача пониження порядку рiвняння (17) зводиться до

проблеми iнтегрування звичайного диференцiального рiвняння m-го порядку.
Для рiвняння

Dn(u) = 0, D ≡ xµ∂xµ
, µ = 0, k,

використавши замiну змiнних

τ = lnx0, ωa =
xa

x0
, a = 1, k, z = u,

одержано наступний розв’язок

u = Cn−1(ln x0)n−1 + Cn−2(ln x0)n−2 + · · · + C1 ln x0 + C0,

де Ci = Ci

(
x1
x0

; . . . ; xk

x0

)
, i = 0, n − 1.

Одерданi результати легко узагальнюються на випадок систем рiвнянь вигля-
ду

L( �D[�u]) = �F
(
f0, f1, . . . , fk, �D[�u]

)
,

де �u = (u1(x), . . . , um(x)), x = (x0, x1, . . . , xk); L, f0, f1, . . . , fk визначаються вiд-
повiдно з спiввiдношеннями (2), (4), (5), (6), де u ≡ �u; �D[�u] = (D1, . . . , Dm), де
Di = Di

(
x, �u, �u(1), �u(2), . . . , �u(n)

)
, i = 1, . . . ,m, �u(i) — набiр похiдних m-го поряд-

ку вiд кожної з компонент вектора �u; �F = (F 1, . . . , Fm). Як частинний випадок
компоненти �D[�u] можyть залежати лише вiд x i �u. Нижче наведемо приклади
реалiзацiї запропонованого алгоритму для систем.

Розглянемо систему рiвнянь Ойлера руху невязкої, нестисливої рiдини

∂�v

∂x0
+ vk ∂�v

∂xk
= �0, (18)

де �v = (v1, v2, v3), vl = vl(x0, x1, x2, x3), l = 1, 2, 3.
Систему (18) можна записати так:(

∂0 + vk∂k

)
vl = 0, l = 1, 2, 3 (19)

Пiсля замiни змiнних

τ = x0, ωa = xa − vax0, a = 1, 2, 3, zl = vl, l = 1, 2, 3
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система (19) матиме вигляд

∂τzl = 0, l = 1, 2, 3. (20)

Iнтегруючи рiвняння (20) i виконавши обернену замiну змiнних, одержуємо роз-
в’язок системи (18) у неявному виглядi

vl = gl
(
x1 − v1x0, x2 − v2x0, x3 − v3x0

)
.

де gl — довiльнi гладкi функцiї. Даний розв’язок системи (18) спiвпадає з розв’яз-
ком, одержаним iншим шляхом в [5].

Розглянемо систему рiвнянь для вектор-потенцiалу

Aν ∂Aµ

∂xν
= 0, µ = 0, . . . , 3. (21)

Вважаємо, що A0 �= 0. За допомогою замiни змiнних

τ =
x0

A0
, ωa = xaA0 − x0A

a, a = 1, 2, 3, Aµ = Aµ, µ = 0, 1, 2, 3

одержуємо розв’язок системи (21)

Aµ = gµ
(
x1A

0 − x0A
1, x2A

0 − x0A
2, x3A

0 − x0A
3
)
,

де gµ — довiльнi гладкi функцiї.
Нехай тепер маємо деяку систему рiвнянь в частинних похiдних, що визначає-

ться набором операторiв L1, . . . , Lr вигляду (2) (u ≡ �u), причому кiлькiсть опера-
торiв повинна не перевищувати кiлькiсть незалежних змiнних. Якщо оператори
утворюють комутативну алгебру Лi i ранг матрицi, складеної з коефiцiєнтiв опе-
раторiв L1, . . . , Lr, дорiвнює r, тодi iснує локальна замiна змiнних, що приводить
цi оператори до r операторiв диференцiювання вiдносно r перших незалежних
змiнних.

Розглянемо одновимiрну систему

(∂t + v∂x)u = 0,

(∂t + u∂x)v = 0,
(22)

де u = u(t, x), v = v(t, x), u �= v. Пiсля замiни змiнних

τ =
x − ut

v − u
, ω =

x − vt

u − v
, U = u, V = v (23)

система (22) матиме простий вигляд

∂τU = 0,

∂ωV = 0.
(24)

Проiнтегрувавши (24) та виконавши обернену до (23) замiну змiнних, одержуємо
розв’язок системи (22)

u = f

(
x − vt

u − v

)
, v = g

(
x − ut

v − u

)
,

де f , g — довiльнi гладкi функцiї.
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