
W.I. Fushchych, Scientific Works 2004, Vol. 6, 10–23.

Галiлей-iнварiантнi рiвняння типу
Бюргерса та Кортевега–де-Фрiза
високого порядку
В.I. ФУЩИЧ, В.М. БОЙКО

We describe nonlinear Galilei-invariant higher-order equations of Burgers and Korte-
weg–de Vries types. We study symmetry properties of these equations and construct
new nonlinear extentions for the Galilei algebra AG(1, 1).

Описанi нелiнiйнi галiлей-iнварiантнi рiвняння типу Бюргерса та Кортевега–де-
Фрiза високого порядку. Дослiджено симетрiйнi властивостi цих рiвнянь. Побу-
дованi новi нелiнiйнi розширення для алгебри Галiлея AG(1, 1).

Розглянемо нелiнiйнi одновимiрнi рiвняння вигляду

u(0) + uu(1) = F
(
u(2), u(3), . . . , u(n)

)
, (1)

де u = u(t, x); u(0) = ∂u
∂t ; u(n) = ∂nu

∂xn ; F
(
u(2), u(3), . . . , u(n)

)
— довiльна гладка фун-

кцiя, F �= const.
До класу рiвнянь (1) належать широко вiдомi рiвняння гiдродинамiки, такi

як рiвняння простої хвилi, Бюргерса, Кортевега–де-Фрiза, Кортевега–де-Фрiза–
Бюргерса:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0, (2)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ µ

∂2u

∂x2
= 0, (3)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ β

∂3u

∂x3
= 0, (4)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ µ

∂2u

∂x2
+ β

∂3u

∂x3
= 0. (5)

Рiвняння (2)–(5) широко використовуються для опису реальних хвильових
процесiв в гiдродинамiцi, зокрема теорiї мiлкої води, акустицi [1–4]. Дослiдженню
рiвнянь такого типу, зокрема, їх симетрiйних властивостей, присв’ячено ряд пуб-
лiкацiй [5–9].
Ми розглянемо деякi новi узагальнення рiвнянь типу (2)–(5) високого поряд-

ку з теоретико-алгебраїчної точки зору. Проведемо їх симетрiйну класифiкацiю,
побудуємо деякi класи точних розв’язкiв.
Спочатку сформулюємо твердження про лiївську симетрiю деяких з рiвнянь

(1). Розглянемо рiвняння:

u(0) + uu(1) = F
(
u(2)

)
, (6)
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u(0) + uu(1) = F
(
u(3)

)
, (7)

u(0) + uu(1) = F
(
u(4)

)
. (8)

Теорема 1. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (6) в залежностi
вiд F

(
u(2)

)
є такi алгебри Лi:

1) 〈P0, P1, G〉, якщо F
(
u(2)

)
— довiльна;

2) 〈P0, P1, G, Y1〉, якщо F
(
u(2)

)
= λ

(
u(2)

)k, k = const; k �= 0; k �= 1; k �= 1
3 ;

3) 〈P0, P1, G, Y2〉, якщо F
(
u(2)

)
= lnu(2);

4) 〈P0, P1, G,D,Π〉, якщо F
(
u(2)

)
= λu(2);

5) 〈P0, P1, G,R1, R2, R3, R4〉, якщо F
(
u(2)

)
= λ

(
u(2)

)1/3.
В умовах теореми λ = const, λ �= 0, а для базисних елементiв алгебр Лi

використовуються наступнi позначення:

P0 = ∂t, P1 = ∂x, G = t∂x + ∂u,

Y1 = (k + 1)t∂t + (2 − k)x∂x + (1 − 2k)u∂u,

Y2 = t∂t +
(

2x − 3
2
t2
)

∂x + (u − 3t)∂u,

D = 2t∂t + x∂x − u∂u, Π = t2∂t + tx∂x + (x − tu) ∂u,

R1 = 4t∂t + 5x∂x + u∂u, R2 = u∂x,

R3 = (2tu − x) ∂x + u∂u, R4 = (tu − x) (t∂x + ∂u) .

Доведення. Зауважимо, що в рiвняннi

u(0) + uu(1) = F
(
u(n)

)
+ C,

константу C можна завжди покласти рiвною нулевi, виконавши замiну змiнних

t̃ = t, x̃ = x − 1
2
Ct2, ũ = u + Ct. (9)

Симетрiйну класифiкацiю (6) проводимо в класi диференцiальних операторiв
першого порядку

X = ξ0(t, x, u)∂t + ξ1(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u. (10)

Знайшовши друге продовження оператора (10), умову iнварiантностi для рiвня-
ння (6), згiдно з пiдходом Лi [5, 6], запишемо у виглядi

X
2

(
u(0) + uu(1) − F

(
u(2)

))∣∣∣
u(0)=F(u(2))−uu(1)

≡ 0, (11)

де

X
2

= X +
{
ηα + ηuuα − uj(ξj

α + ξj
uuα)

}
∂uα

+

+
{
ηαi + ηαuui + ηiuuα + ηuuuiuα + ηuuαi − uji(ξj

α + ξj
uuα) −

− uj(ξ
j
αi + ξj

αuui + ξj
iuuα + ξj

uuuαui + ξj
uuαi) − uαj(ξ

j
i + ξj

uui)
}
∂uαi

,

α, i, j = 0; 1.
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Розписавши умову (11), пiсля розщеплення за похiдними u01, u1 отримуємо
систему визначальних рiвнянь на ξ0, ξ1, η, F (через нижнi iндекси позначено
диференцiювання по вiдповiднiй змiннiй):

ξ0
1 = 0, ξ0

u = 0, ξ1
uu = 0, ηuu = 2ξ1

1u, (12)

η − ξ1
0 + u

(
ξ0
0 − ξ1

1

)− Fξ1
u − Fu11

(
2η1u − ξ1

11 − 3u11ξ
1
u

)
= 0,

η0 + ηuF − ξ0
0F + uη1 − Fu11

(
η11 + u11(ηu − 2ξ1

1)
)

= 0.
(13)

Розв’язок (12) можна записати у виглядi

ξ0 = p(t), ξ1 = a(t, x)u + b(t, x),
η = a1(t, x)u2 + c(t, x)u + d(t, x),

(14)

де p(t), a(t, x), b(t, x), c(t, x), d(t, x) — гладкi функцiї, що пiдлягають визначеню.
Пiдставивши (14) в (13), пiсля розщеплення за степеннями u, одержуємо систему
рiвнянь для визначення p, a, b, c, d, F :

c + p0 − a0 − b1 = 0, d − b0 − aF − Fu11(2c1 − b11 − 3au11) = 0,
a11 = 0, a01 + c1 = 0, c0 + 2a1F + d1 − c11Fu11 = 0,

d0 + cF − p0F − Fu11

(
d11 + u11(c − 2b1)

)
= 0.

(15)

В залежностi вiд вигляду F розв’язання системи (15) зводиться до одного з на-
ступних випадкiв:

Випадок I. F — довiльна функцiя. Розщепивши (15) по похiдних функцiї F ,
одержуємо систему

a = 0, c1 = 0, d0 = 0, c + p0 − b1 = 0,

d − b0 = 0, c0 + d1 = 0, c − p0 = 0, c − 2b1 = 0,

розв’язок якої визначає випадок 1 теореми 1.
Випадок II. Fu11u11 = 0 (F �= const). Отже

F = λu11 + λ0, λ0, λ = const, λ �= 0. (16)

Внаслiдок замiни змiнних (9) можна покласти λ0 = 0. Пiдставивши (16) в (15),
пiсля розщеплення по u11 одержуємо

a = 0, c1 = 0, c0 + d1 = 0, p0 = 2b1,

c + p0 − b1 = 0, d − b0 = 0, d0 = 0.
(17)

Розв’язок системи (17) визначає вигляд базисних елементiв у випадку 4 теоре-
ми 1.

Випадок III. Fu11u11 �= 0. Диференцiюючи друге рiвняння системи (15) по u11,
пiсля спрощення одержуємо

2aFu11 − Fu11u11(2c1 − b11 − 3au11) = 0. (18)

Оскiльки Fu11u11 �= 0, тодi роздiливши (18) на Fu11u11 i продиференцiювавши по
u11, одержуємо

2a

(
Fu11

Fu11u11

)
u11

+ 3a = 0. (19)
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Необхiдно розглянути випадки a = 0 i a �= 0. Якщо a = 0, тодi з системи (15),
одержуємо випадки 2 та 3 теореми. Випадок 5 теореми одержуємо з (19), (15),
якщо a �= 0. Теорема доведена.
Теорема 1 уточнює результат отриманий в [8]. Рiвняння Бюргерса (3), як ча-

стинний випадок (6), включається в випадок 4 теореми 1.
Слiд зазначити, що найбiльш широку симетрiю в класi рiвнянь (6) (7-вимiрна

алгебра) має рiвняння

u(0) + uu(1) = λ
(
u(2)

)1/3
, (20)

Оператори 〈P0, P1, G,R1, R2, R3, R4〉, що визначають алгебру iнварiантностi (20),
задовольняють наступнi комутацiйнi спiввiдношення:

P0 P1 G R1 R2 R3 R4

P0 0 0 P1 4P0 0 2R2 R3

P1 0 0 0 5P1 0 −P1 −G
G −P1 0 0 G P1 G 0
R1 −4P0 −5P1 −G 0 −4R2 0 4R4

R2 0 0 −P1 4R2 0 −2R2 −R3

R3 −2R2 P1 −G 0 2R2 0 −2R4

R4 −R3 −G 0 −4R4 R3 2R4 0

Для зручностi, ми використовуємо таблицi для задання комутацiйних спiввiд-
ношень мiж базисними елементами алгебр Лi. Так, за допомогою наведеної вище
таблицi визначаємо

[P0, R1] = 4P0.

Наведемо cкiнченнi перетворення, що вiдповiдають операторам G, R1, R2, R3,
R4:

G : t → t̃ = t,
x → x̃ = x + θt,
u → ũ = u + θ,

R1 : t → t̃ = t exp(4θ),
x → x̃ = x exp(5θ),
u → ũ = u exp(θ),

R2 : t → t̃ = t
x → x̃ = x + θu,
u → ũ = u,

R3 : t → t̃ = t,
x → x̃ = x exp(−θ) + tu exp(θ),
u → ũ = u exp(θ),

R4 : t → t̃ = t,
x → x̃ = x + θt (ut − x) ,
u → ũ = u + θ(ut − x),

θ — груповий параметр.
Наведемо точний розв’язок (20) (нижче вказується оператор, анзац, редуко-

ване рiвняння та отриманий внаслiдок редукцiї та iнтегрування редукованого
рiвняння розв’язок):
оператор: R3 = (2tu − x) ∂x + u∂u,
анзац: xu − tu2 = ϕ(t),
редуковане рiвняння: ϕ′ = λ(2ϕ)1/3

,
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розв’язок:

xu − tu2 =
1
2

(
4
3
λt + C

)3/2

. (21)

Формула (21) задає сiм’ю точних розв’язкiв рiвняння (20) у неявному виглядi.
Теорема 2. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (7) в залежностi
вiд F

(
u(3)

)
є такi алгебри Лi:

1) 〈P0, P1, G〉, якщо F
(
u(3)

)
— довiльна;

2) 〈P0, P1, G, Y3〉, якщо F
(
u(3)

)
= λ

(
u(3)

)k, k = const; k �= 0; k �= 3
4 ;

3) 〈P0, P1, G, Y4〉, якщо F
(
u(3)

)
= lnu(3);

4) 〈P0, P1, G,D,Π〉, якщо F
(
u(3)

)
= λ

(
u(3)

)3/4.
В умовах теореми λ = const, λ �= 0,

Y3 = (2k + 1)t∂t + (2 − k)x∂x + (1 − 3k)u∂u,

Y4 = t∂t +
(

2x − 5
2
t2
)

∂x + (u − 5t)∂u.

Доведення теореми 2 проводиться аналогiчно доведенню теореми 1. Рiвнян-
ня Кортевега–де-Фрiза (4), як частинний випадок (7), включається у випадок 2
теореми 2 при k = 1.
Теорема 3. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (8) в залежностi
вiд F

(
u(4)

)
є такi алгебри Лi:

1) 〈P0, P1, G〉, якщо F
(
u(4)

)
— довiльна;

2) 〈P0, P1, G, Y5〉, якщо F
(
u(4)

)
= λ

(
u(4)

)k, k = const; k �= 0; k �= 3
5 ;

3) 〈P0, P1, G, Y6〉, якщо F
(
u(4)

)
= lnu(4);

4) 〈P0, P1, G,D,Π〉, якщо F
(
u(4)

)
= λ

(
u(4)

)3/5.
В умовах теореми λ = const, λ �= 0,

Y5 = (3k + 1)t∂t + (2 − k)x∂x + (1 − 4k)u∂u,

Y6 = t∂t +
(

2x − 7
2
t2
)

∂x + (u − 7t)∂u.

Доведення теореми 3 проводиться аналогiчно доведенню теореми 1. Теореми
1–3 дають повну симетрiйну класифiкацiю рiвнянь (6)–(8). На основi теорем 1–3
сформулюємо деякi узагальнення стосовно симетрiї рiвняння (1).
Зауваження 1. Легко переконатися, шо рiвняння (1) при довiльнiй функцiї
F
(
u(2), u(3), . . . , u(n)

)
iнварiантне вiдносно алгебри Галiлея, яка визначається опе-

раторами P0, P1, G.
Проведемо тепер симетрiйний аналiз наступного рiвняння з класу (1)

u(0) + uu(1) = F
(
u(n)

)
. (22)

Теорема 4. Для довiльного натурального n ≥ 2 максимальною алгеброю iнварi-
антностi рiвняння

u(0) + uu(1) = lnu(n) (23)
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є 4-вимiрна алгебра 〈P0, P1, G,A1〉, де

A1 = t∂t +
(

2x − 2n − 1
2

t2
)

∂x +
(
u − (2n − 1)t

)
∂u.

Теорема 5. Для довiльного натурального n ≥ 2 максимальною алгеброю iнварi-
антностi рiвняння

u(0) + uu(1) = λ
(
u(n)

)k (24)

є 4-вимiрна алгебра 〈P0, P1, G,A2〉, де

A2 = ((n − 1)k + 1) t∂t + (2 − k)x∂x + (1 − nk)u∂u,

k, λ — дiйснi константи, k �= 0, k �= 3
n+1 , λ �= 0, при n = 2 додаткова умова

k �= 1
3(див. випадок 5 теореми 1).

Теорема 6. Для довiльного натурального n ≥ 2 максимальною алгеброю iнварi-
антностi рiвняння

u(0) + uu(1) = λ
(
u(n)

)3/(n+1)
, λ = const, λ �= 0 (25)

є 5-вимiрна алгебра

〈P0, P1, G,D,Π〉. (26)

Зауваження 2. Якщо в (25) n = 1, то одержуємо рiвняння

u(0) + uu(1) = λ
(
u(1)

)3/2
. (27)

Теорема 7. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (27) є 4-вимiрна
алгебра 〈P0, P1, G,D〉.
Доведення теорем 4–7 проводиться за допомогою алгоритму Лi.

Зауваження 3. Досить цiкавим є той факт, що (26) визначає алгебру iнварiан-
тностi рiвняння (25) для будь-якого натурального n ≥ 2.
В таблицi наведено комутацiйнi спiввiдношення для операторiв (26):

P0 P1 G D Π
P0 0 0 P1 2P0 D
P1 0 0 0 P1 G
G −P1 0 0 −G 0
D −2P0 −P1 G 0 2Π
Π −D −G 0 −2Π 0

Зауваження 4. Оператори (26) визначають зображення узагальненої алгебри
Галiлея AG2(1, 1) [5].
Скiнченнi груповi перетворення, що вiдповiдають операторам D, Π в зобра-

женi (26):

D : t → t̃ = t exp(2θ),
x → x̃ = x exp(θ),
u → ũ = u exp(−θ),

Π : t → t̃ =
t

1 − θt
,

x → x̃ =
x

1 − θt
,

u → ũ = u + (x − ut) θ,

θ — груповий параметр.
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Дослiдимо iнварiантнiсть рiвняння (1) вiдносно зображення (26). Вiрне насту-
пне твердження:

Теорема 8. Рiвняння (1) iнварiантне вiдносно узагальненої алгебри Галiлея
AG2(1, 1) (26) тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

u(0) + uu(1) = u(2)Φ
(
ω3, ω4, . . . , ωn

)
, (28)

де Φ — довiльна гладка функцiя,

ωk =
1

u(2)

(
u(k)

)3/(k+1)
, u(k) =

∂ku

∂xk
, k = 3, . . . , n.

Доведення. Iнварiантнiсть рiвняння (1) вiдносно групи Галiлея очевидна. Ви-
яснимо, при яких F

(
u(2), . . . , u(n)

)
рiвняння (1) iнварiантне вiдносно перетворень,

що визначаються операторами D, Π. Використаємо алгоритм Лi. Подiявши n-м
продовженням оператора Π на рiвняння (1), одержимо

(x − tu) u(1) +
(−u − 3tu(0) − u(1)x

)
+

+
(
1 − 2tu(1)

)
u + 3tu(2)Fu(2) + 4tu(3)Fu(3) + · · · + (n + 1)tu(n)Fu(n) = 0.

Врахувавши (1), пiсля деяких спрощень отримуємо на F лiнiйне неоднорiдне
рiвняння в частинних похiдних першого порядку

3u(2)Fu(2) + 4u(3)Fu(3) + · · · + (n + 1)u(n)Fu(n) = 3F. (29)

Загальний розв’язок (29) можна записати наступним чином

F = u(2)Φ(ω3, ω4, . . . , ωn) , (30)

де Φ — довiльна гладка функцiя,

ωk =
1

u(2)

(
u(k)

)3/(k+1)
, u(k) =

∂ku

∂xk
, k = 3, . . . , n.

Отже, якщо F
(
u(2), . . . , u(n)

)
визначається згiдно iз спiввiдношеннями (30), то-

дi рiвняння (1) буде iнварiантним вiдносно оператора Π. А з спiввiдношення
[P0,Π] = D випливає iнварiантнiсть рiвняння (28) вiдносно оператора D. Тео-
рема доведена.

До класу рiвнянь (28) належить рiвняння Бюргерса (3) (при Φ = const) та
рiвняння (25). Рiвняння (28) включає, як частинний випадок, наступне рiвняння,
яке можна трактувати як узагальнення рiвняння Бюргерса та використовувати
для опису хвильових процесiв

u(0) + uu(1) =
n∑

k=2

λk

(
u(k)

)3/(k+1)
, (31)

λk — довiльнi дiйснi константи.
В таблицi наведенi одновимiрнi пiдалгебри для алгебри (26) та вiдповiднi ан-

заци.
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анзац

P1 u = ϕ(t)

G u = ϕ(t) + xt−1

P0 + αG, α ∈ R u = ϕ
(
x − α

2
t2
)

+ αt

D u = t−1/2ϕ
(
xt−1/2

)
P0 + Π u = (t2 + 1)−1/2ϕ

(
x

(t2 + 1)1/2

)
+

tx

t2 + 1

Розглянемо зображення узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, 1) (26). Ми опи-
шемо всi рiвняння другого порядку, що iнварiантнi вiдносно
алгебри Галiлея AG(1, 1) = 〈P0, P1, G〉,
розширеної алгебри Галiлея AG1(1, 1) = 〈P0, P1, G,D〉,
узагальненої алгебри Галiлея AG2(1, 1) = 〈P0, P1, G,D,Π〉.
Сраведливi наступнi твердження:

Теорема 9. Рiвняння другого порядку iнварiантне вiдносно алгебри Галiлея
AG(1, 1) тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

Φ
(
u1;u11;u0 + uu1;u00u11 − (u01)2;u01 + uu11

)
= 0, (32)

де Φ — довiльна функцiя.
Теорема 10. Рiвняння другого порядку iнварiантне вiдносно розширеної алгебри
Галiлея AG1(1, 1) тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

Φ
(

(u11)2

(u1)3
;
u0 + uu1

u11
;
u11u00 − (u01)2

(u1)4
;
u01 + uu11

(u1)2

)
= 0, (33)

де Φ — довiльна функцiя.
Теорема 11. Рiвняння другого порядку iнварiантне вiдносно узагальненої ал-
гебри Галiлея AG2(1, 1) тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

Φ

((
u00u11 − (u01)2 + 4u0u1u11 + 2uu11(u1)2 − 2u01(u1)2 − (u1)4

)3
(u11)8

;

u0 + uu1

u11
;

(
u01 + uu11 + (u1)2

)3
(u11)4

)
= 0,

(34)

де Φ — довiльна функцiя.
Спiввiдношення (32)–(34) дають повний опис галiлей-iнварiантних рiвняння

другого порядку (зображення алгебри Галiлея та її розширень визначаються ба-
зисними операторами (26)).
На завершення наведемо результат симетрiйної класифiкацiї одного нелiнiй-

ного рiвняння гiдродинамiчного типу. В роботах [10, 11] запропоновано наступне
узагальнення рiвняння Нав’є–Стокса

λ1L
v + λ2L(L
v) = F
(

v 2
)

v + λ4∇p, (35)
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де

L ≡ ∂

∂t
+ vl ∂

∂xl
+ λ3	, l = 1, 2, 3,


v =
(
v1, v2, v3

)
, vl = vl(t, 
x), p = p(t, 
x), ∇ — градiєнт, 	 — оператор Лапласа,

λ1, λ2, λ3, λ4 — довiльнi дiйснi параметри, F
(

v 2
)
— довiльна гладка функцiя.

В одновимiрному скалярному випадку (при λ3 = 0, λ4 = 0) рiвняння (35) має
вигляд

λ1Lu + λ2L(Lu) = F (u), (36)

де u = u(t, x), L ≡ ∂t + u∂x.
У тому випадку, коли λ2 = 0 та F (u) = 0, рiвняння (36) — рiвняння простої

хвилi. Якщо λ2 �= 0, тодi рiвняння (36) можна переписати у виглядi

L(Lu) + λLu = F (u), λ = const, (37)

або в розгорнутому виглядi

∂2u

∂t2
+ 2u

∂2u

∂t∂x
+

∂u

∂t

∂u

∂x
+ u

(
∂u

∂x

)2

+ u2 ∂2u

∂x2
+ λ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x

)
= F (u).

Очевидно, що при довiльнiй F (u) рiвняння (37) iнварiантне вiдносно двови-
мiрної алгебри трансляцiй, яка визначається операторами

P0 = ∂t, P1 = ∂x. (38)

Проведемо симетрiйну класифiкацiю рiвняння (37), тобто опишемо функцiї
F (u), при яких рiвняння (37) допускає бiльш широкi алгебри Лi, нiж двовимiрна
алгебра трансляцiй (38). Наведемо деякi класи точних розв’язкiв рiвняння (37),
що задаються неявно. Зрозумiло, що для дослiдження симетрiї рiвняння (37)
принципово рiзними будуть випадки λ = 0 та λ �= 0. Якщо λ �= 0, то завжди
можна вважати λ ≡ 1 (iснує замiна змiнних ), тому ми розглянемо випадки λ = 0
та λ = 1.
I. Розглядаємо рiвняння (37) у випадку λ = 0, тобто рiвняння

L(Lu) = F (u). (39)

Випадок 1.1. F (u) — довiльна неперервно-диференцiйовна функцiя. Макси-
мальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (39) у цьому випадку є двовимiрна
алгебра трансляцiй (38).

Випадок 1.2. F (u) = a exp (bu), a, b = const, a �= 0, b �= 0. Не обмежуючи
загальностi можна вважати, що b ≡ 1 (iснує замiна змiнних). Максимальною
алгеброю iнварiантностi рiвняння

L(Lu) = a exp (u) (40)

є 3-вимiрна алгебра з базисними операторами

P0, P1, Y = t∂t + (x − 2t)∂x − 2∂u. (41)
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Слiд вiдмiтити, що Y в (41) можна представити як лiнiйну комбiнацiю опера-
торiв дилатацiї та Галiлея

Y = (t∂t + x∂x) − 2(t∂x + ∂u) = D − 2G.

Оператори D та G комутують, тому перетворення, що вiдповiдають Y , можна
iнтерпретувати як деяку композицiю дилатацiйних та галiлеївських перетворень,
тобто як композицiю розтягу по t i x i перетворень Галiлея, хоча розширена ал-
гебра Галiлея не є алгеброю iнварiантностi рiвняння (40). Аналогiчнi результати
мають мiсце й для iнших випадкiв рiвняння (37).

Випадок 1.3. F (u) = a(u+b)p, a, b, p = const, a �= 0, p �= 0, p �= 1.Максимальною
алгеброю iнварiантностi рiвняння

L(Lu) = a(u + b)p

є 3-вимiрна алгебра з базисними операторами

P0, P1, R = t∂t +
(

p − 3
p − 1

x − 2b

p − 1
t

)
∂x − 2

p − 1
(u + b)∂u.

Випадок 1.4. F (u) = au + b, a, b = const, a �= 0. Внаслiдок замiни змiнних,
завжди можна покласти a ≡ 1 або a ≡ −1. Розглянемо цi випадки.
a) Алгеброю iнварiантностi рiвняння

L(Lu) = u + b

є 7-вимiрна алгебра з базисними операторами

P0, P1, Y1 = (x + bt)∂x + (u + b)∂u,

Y2 = ch t∂x + sh t∂u, Y3 = sh t∂x + ch t∂u,

Y4 = ch t∂t + (x + bt) sh t∂x + ((x + bt) ch t + b sh t)∂u,

Y5 = sh t∂t + (x + bt) ch t∂x + ((x + bt) sh t + b ch t)∂u.

b) Алгеброю iнварiантностi рiвняння

L(Lu) = −u + b

є 7-вимiрна алгебра з базисними операторами

P0, P1, R1 = (x − bt)∂x + (u − b)∂u,

R2 = cos t∂x − sin t∂u, R3 = sin t∂x + cos t∂u,

R4 = − cos t∂t + (x − bt) sin t∂x + ((x − bt) cos t − b sin t)∂u,

R5 = sin t∂t + (x − bt) cos t∂x − ((x − bt) sin t + b cos t)∂u.

Випадок 1.5. F (u) = a, a = const. У випадку a �= 0 (iснує замiна змiнних) не
обмежуючи загальностi можна покласти a ≡ 1. Тому окремо розглянемо випадки
a = 0 та a = 1.
a) Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння

L(Lu) = 0
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є 10-вимiрна алгебра з базисними операторами

P0, P1, G = t∂x + ∂u, D = t∂t + x∂x, D1 = x∂x + u∂u,

A1 =
1
2
t2∂t + tx∂x + x∂u, A2 =

1
2
t2∂x + t∂u, A3 = u∂t +

1
2
u2∂x,

A4 = (tu − x)∂t +
1
2
tu2∂x +

1
2
u2∂u,

A5 =
(
t2u − 2tx

)
∂t +

(
1
2
t2u2 − 2x2

)
∂x +

(
tu2 − 2xu

)
∂u.

(42)

b) Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння

L(Lu) = 1

є 10-вимiрна алгебра з базисними операторами

P0, P1, G = t∂x + ∂u, A2 =
1
2
t2∂x + t∂u, B1 = t∂t + 3x∂x + 2u∂u,

B2 =
(

x − 1
6
t3
)

∂x +
(

u − 1
2
t2
)

∂u,

B3 =
1
2
t2∂t +

(
tx +

1
12

t4
)

∂x +
(

x +
1
3
t3
)

∂u,

B4 =
(

u − 1
2
t2
)

∂t +
(

1
2
u2 − 1

8
t4
)

∂x +
(

tu − 1
2
t3
)

∂u,

B5 =
(

tu − x − 1
3
t3
)

∂t +
(

1
2
tu2 − 1

2
t2x − 1

24
t5
)

∂x +

+
(

1
2
u2 +

1
2
t2u − tx − 5

24
t4
)

∂u,

B6 =
(

t2u − 2tx − 1
6
t4
)

∂t +
(

1
2
t2u2 − 2x2 − 1

3
t3x − 1

72
t6
)

∂x +

+
(

tu2 − 2xu +
1
3
t3u − t2x − 1

12
t5
)

∂u.

(43)

Слiд зазначити, що пiдалгебри 〈P0, P1, G〉, 〈A1,−A2, G〉 та 〈P0, P1, G〉, 〈B3,
−A2, G〉 в зображеннях (42) i (43) вiдповiдно визначають два рiзнi нееквiвален-
тних зображення алгебри Галiлея AG(1, 1).
II. Розглядаємо рiвняння (37) у випадку λ �= 0 (вважаємо, що λ ≡ 1).
Випадок 2.1. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння

L(Lu) + Lu = F (u),

якщо F (u) — довiльна функцiя, є 2-вимiрна алгебра (38).
Випадок 2.2. F (u) = au3 − 2

9u, a = const, a �= 0. Максимальною алгеброю
iнварiантностi рiвняння

L(Lu) + Lu = au3 − 2
9
u

є 3-вимiрна алгебра з базисними операторами

P0, P1, Z = exp
(

1
3
t

)(
∂t − 1

3
u∂u

)
.
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Випадок 2.3. F (u) = au + b, a, b = const, a �= 0. Алгеброю iнварiантностi
рiвняння

L(Lu) + Lu = au + b

є 5-вимiрна алгебра з базисними операторами

P0, P1, Z1 =
(

x +
b

a
t

)
∂x +

(
u +

b

a

)
∂u,

а два iншi оператори в залежностi вiд значення константи a мають вигляд:
a) a = − 1

4

Z2 = exp
(
−1

2
t

)(
∂x − 1

2
∂u

)
, Z3 = exp

(
−1

2
t

)(
t∂x +

(
1 − 1

2
t

)
∂u

)
;

b) a > − 1
4 , a �= 0

Z4 = exp(αt)(∂x + α∂u), Z5 = exp(βt)(∂x + β∂u),

де

α =
−1 −√

4a + 1
2

, β =
−1 +

√
4a + 1

2
;

c) a < − 1
4

Z6 = exp(γt)(sin δt∂x + (γ sin δt + δ cos δt)∂u),
Z7 = exp(γt)(cos δt∂x + (γ cos δt − δ sin δt)∂u),

де

γ = −1
2
, δ =

√−(4a + 1)
2

.

Випадок 2.4. F (u) = a, a = const. Алгеброю iнварiантностi рiвняння

L(Lu) + Lu = a

є 5-вимiрна алгебра з базисними операторами

P0, P1, G = t∂x + ∂u,

Q1 =
(
x − a

2
t2
)

∂x + (u − at)∂u, Q2 = exp(−t)(∂x − ∂u).

Таким чином, проведена симетрiйна класифiкацiя рiвняння (37) (описанi ма-
ксимальнi алгебри iнварiантностi за виключенням випадкiв 1.4, 2.3, 2.4). Отрима-
нi новi, сутт’єво нелiнiйнi, зображення алгебр Лi, зокрема нелiнiйнi розширення
алгебри Галiлея AG(1, 1) (див. (42), (43)). Бiльш детальнiше результати симе-
трiйної класифiкацiї рiвняння (37) наведенi нами в [12, 13].
У випадку, коли рiвняння (37) має вигляд

L(Lu) + λLu = a, a, λ = const, (44)
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замiна змiнних

t = τ, x = ω + uτ, u = u (45)

дає можливiсть побудови загального розв’язку (44) (детальнiше див. [14]). Вна-
слiдок замiни змiнних (45)

L =
∂

∂t
+ u

∂

∂x
→ ∂τ , Lu =

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
→ uτ

1 + τuω
.

Рiвняння (44) пiсля виконання замiни матиме вигляд

∂τ

(
uτ

1 + τuω

)
+ λ

(
uτ

1 + τuω

)
= a. (46)

Один раз проiнтегрувавши рiвняння (46), необхiдно враховувати випадки λ, a =
0, або �= 0, отримуємо лiнiйне неоднорiдне рiвняння в частинних похiдних пер-
шого порядку. Знайшовши першi iнтеграли вiдповiдної системи рiвнянь характе-
ристик i виконавши обернену замiну змiнних, знаходимо розв’язки (44).
Зауваження 5. Розв’язком рiвняння 1 + τuω = 0 в змiнних (t, x, u) є x = f(t),
де f(t) — довiльна функцiя, тому (44) в цьому особливому випадку еквiвалентне
звичайному диференцiальному рiвнянню.
Наведемо деякi класи побудованих нами розв’язкiв для (44):
1) L(Lu) = 0

1.1) x − ut +
C

2
t2 = ϕ(u − Ct);

1.2) u ± ln(x − ut ∓ t) = ϕ
(
t2 − (x − ut)2

)
;

1.3) u +
t(x − ut)3

t2(x − ut)2 − 1
= ϕ

(
t2 − 1

(x − ut)2

)
;

1.4) u = ϕ

(
x − ut

exp (t2)

)
− x − ut

exp (t2)

∫
exp

(
t2
)
dt;

2) L(Lu) = a

x − ut +
a

3
t3 +

C

2
t2 = ϕ

(
u − a

2
t2 − Ct

)
;

3) L(Lu) + Lu = a

x − ut − C(t + 1) exp(−t) +
a

2
t2 = ϕ (u + C exp(−t) − at)

C = const, ϕ — довiльна функцiя.
Зауваження 6. Вище наведенi класи неявних розв’язкiв з однiєю довiльною
функцiєю. В загальному випадку розв’язки можна задавати в параметричнiй
формi.
Отже, в статтi побудованi новi нелiнiйнi галiлей-iнварiантнi узагальнення рiв-

нянь Бюргерса та Кортевега–де-Фрiза високого порядку. Описанi одновимiрнi
рiвняння другого порядку, якi iнварiантнi вiдносно узагальненої алгебри Галiлея.
Проведена симетрiйна класифiкацiя нелiнiйного одновимiрного рiвняння L(Lu)+
λLu = F (u), L = ∂t + u∂x, одержано новi нелiнiйнi розширення алгебри Галiлея.
Для F (u) = const побудованi деякi класи неявних розв’язкiв.
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