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Симметрiя та нелiївська редукцiя
нелiнiйного рiвняння Шредiнгера
В.I. ФУЩИЧ, В.I. ЧОПИК

Описанi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера, iнварiантнi вiдносно розширених груп
Галiлея. Вивчена умовна симетрiя таких рiвнянь i проведена їх редукцiя, побудованi
класи точних розв’язкiв.

1. Вступ. Розглянемо нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

L1(u) ≡ Su − uF (u, u∗) = 0, (1)

де S = i∂/∂x0 +λ∆, x0 ≡ t, ∆ = ∂2/∂x2
1 + · · ·+∂2/∂x2

n, i2 = −1, λ ∈ R, n — число
просторових змiнних.

Як вiдомо, рiвняння (1) iнварiантне вiдносно алгебри Галiлея AG(1, n) тодi i
тiльки тодi, коли F = F (uu∗). Базиснi оператори алгебри AG(1, n) мають вигляд

P0 = ∂/∂x0, Pa = ∂/∂xa, Jab = xaPb − xbPa, a, b = 1, n,

Q = i(u∂/∂u − u∗∂/∂u∗), Ga = x0Pa + (1/2λ)xaQ.
(2)

Iнших представлень алгебри Галiлея рiвняння (1) не допускає. В [1] описанi всi
нелiнiйнi рiвняння типу (1), iнварiантнi вiдносно таких розширень алгебри Галiлея
AG(1, n):

1) AG1(1, n) = 〈AG(1, n),D〉, (3)

де оператор масштабних перетворень D має вигляд

D = x2
0P0 + xaPa + kI, I = (u∂/∂u + u∗∂/∂u∗), k ∈ R;

2) AG2(1, n) = 〈AG1(1, n), A〉, (4)

де оператор проективних перетворень A має вигляд

A = x2
0P0 + x0xaPa + x2(4λ)−1Q +

n

2
x0I, x2 = xaxa, a = 1, n.

Узагальнена алгебра Галiлея AG2(1, n), доповнена оператором I, являється ма-
ксимальною алгеброю iнварiантностi вiльного рiвняння Шредiнгера (1) (F = 0).

Однак, в [1] не дослiджене таке важливе питання: чи iснують рiвняння ти-
пу (1), якi були б iнварiантнi вiдносно алгебри (2) та iнших її розширень?

У данiй роботi дано ствердну вiдповiдь на це питання. Зокрема, доведено,
що рiвняння Шредiнгера з логарифмiчною нелiнiйнiстю u ln(uu∗) допускає два
рiзних розширення алгебри AG(1, n). Вивчена умовна симетрiя рiвнянь типу (1).
Показано, що рiвняння (1) з нелiнiйнiстю u ln(uu∗−1)+uF (uu∗) умовно iнварiант-
не вiдносно алгебри Галiлея у нестандартному представленнi. Здiйснена нелiївська
редукцiя та побудованi класи точних розв’язкiв розглядуваних рiвнянь.
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2. Симетрiя Лi рiвняння (1). Iнформацiя про лiiвську симетрiю рiвняння (1)
мiститься в наступних твердженнях.

Теорема 1 [1]. Рiвняння (1) (F �= 0) iнварiантне вiдносно алгебр AG1(1, n) (3)
та AG2(1, n) (4) тодi i тiльки тодi, коли

F = λ1|u|−2/k, λ1 ∈ C, |u| = (uu∗)1/2,

F = λ2|u|4/n, λ2 ∈ C,

вiдповiдно.
Теорема 2. Серед рiвнянь класу (1) тiльки рiвняння з нелiнiйнiстю

F = λ3 ln(uu∗), λ3 ∈ C, λ3 = b + ib1 (5)

iнварiантне вiдносно алгебр [2]:

1) AG3(1, n) = 〈AG(1, n), B〉 при b1 = 0, де B = I − 2bx0Q; (6)

2) AG4(1, n) = 〈AG(1, n), C〉 при b1 �= 0,

де C = exp{2b1x0}(I + i(b/b1)Q).
(7)

Зауваження 1. При b = 0 рiвняння (1), (5) iнварiантне вiдносно алгебри
AG4(1, n) = 〈AG(1, n), C(1)〉, де

C(1) = exp{2b1x0}I. (8)

Оператор C(1) одержується з (7) при b = 0.
Теорема 3. Рiвняння (1) iнварiантне вiдносно таких алгебр:

1) A1 = 〈P0, Pa, Jab, I〉, коли F = F (uu∗−1);

2) A2 = 〈P0, Pa, Jab, C
(1)〉, коли F = ib1 ln(uu∗−1) + F1(uu∗−1),

а оператор C(1) має вигляд (8);

3) A3 = 〈P0, Pa, Jab, Q
(1), G

(1)
a 〉, де

Q(1) = exp{2βx0}Q, G
(1)
a = exp{2βx0}(Pa + (β/λ)xa)Q,

коли F = −iβ ln(uu∗−1) + F2(uu∗), β ∈ R;

(9)

4) A4 = 〈P0, Pa, Jab, Q
(1), G

(1)
a , I〉,

коли F = −iβ ln(uu∗−1), β ∈ R, β �= 0;
(10)

5) A5 = 〈P0, Pa, Jab, Q
(1), G

(1)
a , βI + β1Q〉,

коли F = β1 ln(uu∗) − iβ ln(uu∗−1), β, β1 ∈ R;

6) A6 = 〈P0, Pa, Jab, Q
(1), G

(1)
a , C(1)〉,

коли F = ib1 ln(uu∗) − iβ ln(uu∗−1), β, b1 ∈ R;

7) A7 = 〈P0, Pa, Jab, I,D(1)〉, D(1) = 2x0P0 + xaPa + dQ, d ∈ R, d �= 0,

коли F = λ4(uu∗−1)i/d, λ4 ∈ C;
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8) A8 = 〈P0, Pa, Jab, kI + dQ〉, k, d ∈ R, k �= 0, d �= 0,

коли F = F (uαu∗α∗
), α = α1 − iα2, kα1 + dα2 = 0;

9) A9 = 〈P0, Pa, Jab, I,D(2)〉, D(2) = 2x0P0 + xaPa + kI + dQ, k, d �= 0,

коли F = F (uαu∗α∗
)(uu∗)−1, α = α1 − iα2, kα1 + dα2 = 0,

де k, d, α1, α2 — довiльнi дiйснi параметри.
Наслiдок 1. З теореми 2 випливає, що рiвняння

iu0 + λ∆u = λ3 ln(uu∗)u, λ3 = b + ib1 (11)

iварiантне вiдносно таких скiнченних перетворень:

x0 → x′
0 = x0, xa → x′

a = xa, a = 1, n,

а також:

1) u → u′ = exp{θ1(1 − 2ibx0)}u при b1 = 0;
2) u → u′ = exp{θ2 exp{2b1x0(1 − i(b/b1)}}u при b1 �= 0;
3) u → u′ = exp{θ3 exp{2b1x0}}u при b �= 0, b1 �= 0,

(12)

де θ1, θ2, θ3 — груповi параметри.
Наслiдок 2. З комутацiйних спiввiдношень для оператора B: [B,P0] = c1Q,
[B,Pa] = [B, Jab] = [B,Q] = [B,Ga] = 0, c1 ∈ R; та оператора C: [C,P0] = c2C,
[C,Pa] = [C, Jab] = [C,Q] = [C,Ga] = 0, c2 ∈ R, випливає, що алгебри AG3(1, n)
та AG4(1, n) рiзнi. Тобто рiвняння Шредiнгера з логарифмiчною нелiнiйнiстю
(5) допускає два рiзних розширення алгебри Галiлея AG(1, n).
Зауваження 2. Рiвняння (5) при λ3 ∈ R (b1 = 0) спiвпадає з рiвнянням, за-
пропонованим у роботi [3]. В цiй роботi вказанi перетворення (12) (за винятком
оператора B, що їх породжує). Це рiвняння використовується в ядернiй фiзицi
для опису нуклонiв та альфа-частинок. Дослiдженню цього рiвняння присвяченi
також роботи [2, 4].

Рiвняння

iu0 + λ∆u = −iβ ln(uu∗−1) + F2(uu∗), β ∈ R, (13)

широко використовується в математичнiй фiзицi i його називають фазовим рiв-
нянням Шредiнгера [4, 5].

Наслiдок 3. З комутацiйних спiввiдношень для алгебри A3 (9):

[P0, Pa] = [P0, Jab] = [Pa, Q(1)] = [Jab, Q
(1)] = [G(1)

a , G
(1)
b ] = [Pa, Pb] = 0,

[P0, Q
(1)] = c1Q

(1), [P0, G
(1)
a ] = c2G

(1), [Pa, Jbc] = δabPc − δacPb,

[G(1)
a , Jbc] = δabG

(1)
c − δacG

(1)
b , c1, c2 ∈ R

випливає, що базиснi оператори цiєї алгебри не утворюють алгебри Галiлея.
Оператори G

(1)
a породжують такi скiнченнi перетворення:

x0 → x′
0 = x0, xa → x′

a = exp{2βx0}θa + xa,

u → u′ = u exp{i[(β/2λ) exp{4βx0}θ2 + exp{2βx0}xaθa]},
де θa — груповi параметри, θ2 = θaθa.
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3. Умовна симетрiя. Розглянемо рiвняння класу (1)

L1(u) ≡ Su − uF (uu∗) = 0, (14)

iнварiантне вiдносно алгебри Галiлея AG(1, n) (2). Вiдповiдь на питання про iсну-
вання операторiв умовної симетрiї рiвняння (14) випливає з наступних теорем.

Теорема 4. Рiвняння (14) умовно iнварiантне вiдносно таких алгебр:
1) A10 = 〈AG(1, n), Q(2)〉, Q(2) = xaPa − i ln(uu∗−1)Q, якщо F = −F ∗, i вико-

нується додаткова умова

L2(u) ≡ ∆|u| = 0, |u| = (uu∗)1/2; (15)

2) A11 = 〈A10, C
(1)〉, якщо F = ib1 ln(uu∗), b1 ∈ R, C(1) має вигляд (8) i

виконується (15);
3) A12 = 〈AG(1, n), Q(3)〉, Q(3) = x0P0 + xaPa − (i/2) ln(uu∗−1)Q, якщо функ-

цiя F приймає дiйснi значення (тобто F = F ∗) i виконується додаткова умо-
ва (15);

4) A13 = 〈A12, B〉, якщо F = b ln(uu∗), b ∈ R, оператор B має вигляд (6) i
виконується додаткова умова (15);

5) A14 = 〈AG(1, n), Q(4)〉, Q(4) = x0P0 +(i/2) ln(uu∗−1)Q i виконуються умови
F ∗ = F , L2(u) ≡ V0 + λVaVa = 0, 2V = −i ln(uu∗−1).
Теорема 5 [6]. Рiвняння (14) при

F = α1|u|2r−1
+ α2|u|−2r−1

, r, α1, α2 ∈ R, r �= 0, (16)

умовно iнварiантне вiдносно оператора

Q(5) = xaPa + rI − i ln(uu∗−1)Q, (17)

якщо L2(u) ≡ ∆|u| − α3|u|(r−2)/r = 0, α3 = α2λ
−1.

Наслiдок 4. Рiвняння Шредiнгера (14) з нелiнiйнiстю (16) умовно iнварiантне
вiдносно алгебри AG5(1, n) = 〈AG1(1, n), Q(5)〉, якщо виконується одна з умов:

α1 = 0, r = k (18)

або

α2 = 0, r = −k. (19)

Наслiдок 5. Рiвняння (14), (16) умовно iнварiантне вiдносно алгебри AG6(1, n)
= 〈AG2(1, n), Q(5)〉 при виконаннi однiєї з умов (18), (19) та умови, що k = −n/2.

Структура алгебри AG6(1, n) вивчена в роботах [7, 8].
Наслiдок 6. Оператор Q(5) породжує такi скiнченнi перетворення:

x0 → x′
0 = x0, xa → x′

a = exp(θ)xa,

u → u′ = exp(rθ) exp{exp(2θ)}(uu∗−1)1/2|u|,
θ — груповий параметр.
Теорема 6. Рiвняння (14) з нелiнiйнiстю

F = iα1|u|−r−1
+α2|u|−(1+β)r−1

+α3|u|−(1−β)r−1
, αj , β, r ∈ R, j = 1, 3,(20)
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умовно iнварiантне вiдносно оператора

Q(6) = 2x0P0 + (1 + β)xaPa + iβ ln(uu∗−1)Q + rI, r �= 0,

якщо ∆|u| = α4|u|1−(1+β)r−1
, α4 = α2λ

−1.
Наслiдок 7. Оператор Q(6) породжує такi скiнченнi перетворення:

x0 → x′
0 = exp(2θ)x0, xa → x′

a = exp((1 + β)θ)xa,

u → u′ = exp(rθ) exp{exp(−2βθ)}(uu∗−1)1/2|u|,
θ — груповий параметр.

4. Умовна галiлей-iнварiантнiсть фазового рiвняння Шредiнгера. З кому-
тацiйних спiввiдношень для алгебри A3 (9) (див. наслiдок 3) випливає, що всi
оператори цiєї алгебри, за винятком оператора P0, задовольняють комутацiйнi
спiввiдношення алгебри Галiлея [1].

Твердження. Якщо оператор P
(1)
0 має вигляд

P
(1)
0 = exp{−2βx0}(P0 − iβ ln(uu∗−1)Q), (21)

то оператори P
(1)
0 , Pa, Jab, Q(1), G

(1)
a утворюють базис алгебри Галiлея, яку

позначатимемо AG(1)(1, n).
Справедливiсть цього твердження випливає з комутацiйних спiввiдношень для

оператора P
(1)
0 :

[P (1)
0 , Pa] = [P (1)

0 , Jab] = [P (1)
0 , Q(1)] = 0, [P (1)

0 , G(1)
a ] = cPa, c ∈ R.

Вимагатимемо iнварiантнiсть фазового рiвняння Шредiнгера

Su + iβu ln(uu∗−1) = 0 (22)

вiдносно оператора P
(1)
0 . Результат сформулюємо у виглядi такої теореми.

Теорема 7. Фазове рiвняння Шредiнгера (22) умовно iнварiантне вiдносно ал-
гебри A15 = 〈AG(1)(1, n), P0, Q

(2), A(1), I〉, де
Q(2) = xaPa − i ln(uu∗−1)Q,

A(1) = exp{2βx0}(P0/β + 2xaPa − i ln(uu∗−1)Q + (β/λ)x2Q − nI),

якщо виконається додаткова умова

L2 = V0 + λVaVa − 2βV = 0, 2V = −i ln(uu∗−1), β �= 0. (23)

Оператори P
(1)
0 , Q(2) породжують такi скiнченнi перетворення:

x0 → x′
0 = (2β)−1 ln(2βθ1 + exp{2βx0}), xa → x′

a = exp{θ2}xa,

u → u′ = exp
{

2iβ exp
{

θ1 + exp(2βx0)(2θ2 + ln((4iβ)−1 ln(uu∗−1)))
2βθ1 + exp(2βx0)

}}
|u|,

де θ1, θ2 — груповi параметри.
Наслiдок 8. Алгебра A15 iзоморфна алгебрi умовної iнварiантностi вiльного
рiвняння Шредiнгера [6]. Тобто оператори P

(1)
0 , Pa, Jab, P0, Q(2), Q(1), G

(1)
a ,
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A(1), I реалiзують нове представлення алгебри AG6(1, n), доповненої операто-
ром I.

Дослiдимо симетрiйнi властивостi рiвняння (13) при додатковiй умовi (23).

Теорема 8. Рiвняння (13) умовно iнварiантне вiдносно таких алгебр Галiлея:
1) A16 = 〈AG(1)(1, n), P0〉, якщо функцiя F (uu∗) дiйсна;
2) A17 = 〈A16,D

(1)〉, якщо F = λ1|u|−2/k, λ1, k ∈ R, k �= 0, де D(1) = Q(2) +
2P0 + kI;

3) A18 = 〈A17, A
(1)〉, якщо F = λ2|u|4/n, λ2 ∈ R, k = −n/2.

Додаткова умова має вигляд (23).
Алгебра A18 iзоморфна алгебрi AG6(1, n). Це випливає з комутацiйних спiв-

вiдношень для цих алгебр [6–8].
Таким чином, доведено, що фазове рiвняння Шредiнгера умовно iнварiантне

вiдносно алгебри Галiлея у нестандартному представленнi.
Сформулюємо ще одну теорему про умовну iнварiантнiсть рiвняння (13).

Теорема 9. Рiвняння (13) умовно iнварiантне вiдносно таких алгебр:
1) A19 = 〈A3, Q

(2)〉, якщо функцiя iF (uu∗) дiйсна;
2) A20 = 〈A6, Q

(2)〉, якщо F = ib2 ln(uu∗), b2 ∈ R, при додатковiй умовi на
модуль функцiї u (15).

5. Доведення теорем. Повне доведення наведених теорем досить громiздке,
тому ми вкажемо тiльки основнi етапи його, опускаючи деталi.

Позначимо через X довiльний оператор з алгебри iнварiантностi рiвняння (1).
Для доведення теорем 1–3 необхiдно скористатися алгоритмом Лi.

1. Побудувати за формулами Лi друге продовження
(2)

X операторiв (див., на-
приклад, [1]).

2. Подiяти операторами другого продовження
(2)

X на многовид (1) i знайти ди-
ференцiальне рiвняння для функцiї F (u, u∗). Розв’язавши це рiвняння, одержимо
явний вигляд функцiй F (u, u∗), при яких рiвняння (1) має ту чи iншу симетрiю.

Для доведення теорем 4–9 потрiбно використати критерiй умовної iнварiант-
ностi. В розглядуваному випадку цей критерiй має вигляд [1, 6]

(2)

XL1 = g11L1 + g12L2 =
(2)

XL1

∣∣∣∣∣ L1 = 0
L2 = 0

= 0, (24)

(2)

XL2 = g21L1 + g22L2 =
(2)

XL2

∣∣∣∣∣ L1 = 0
L2 = 0

= 0, (25)

де g11, g12, g21, g22 — взагалi кажучи, деякi оператори. Розв’язавши систему (24),
(25), одержимо умови на u i u∗ при яких рiвняння (1) iнварiантне вiдносно опера-
тора X.

Наведемо доведення теореми 5 про умовну iнварiантнiсть рiвняння (14) вiднос-
но оператора Q(5) = X.

Дiючи оператором
(2)

X на многовид L1(u), одержимо

(2)

XL1(u) = 2L1 − 4λ∆|u||u|−1 + 2F − r(uFu + u∗Fu∗), (26)
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де Fu = ∂F/∂u, Fu∗ = ∂F/∂u∗. Отже,

L2(u) = −4λ∆|u||u|−1 + 2F − r(uFu + u∗Fu∗). (27)

Дiючи оператором
(2)

X на многовид L2(u), одержимо

(2)

XL2 = −2L2 + 4F − r2(uFu + u∗Fu∗ + u2Fuu + u∗2Fu∗u∗ + 2uu∗Fuu∗). (28)

З (26), (29) випливає, що рiвняння (14) iнварiантне вiдносно Q(5) при додатковiй
умовi L2(u) = 0, при чому нелiнiйнiсть F (|u|) повинна задовольняти умову

4F − r2(uFu + u∗Fu∗ + u2Fuu + u∗2Fu∗u∗ + 2uu∗Fuu∗) = 0,

де Fuu = ∂2F/∂u2, Fu∗u∗ = ∂2F/∂u∗2, Fuu∗ = ∂2F/∂u∂u∗. Всi iншi теореми про
умовну симетрiю доводяться по наведенiй схемi.

6. Нелiївська редукцiя рiвняння (14). Будемо шукати розв’язки чотириви-
мiрного рiвняння (14) з нелiнiйнiстю (16) у виглядi [6]

u(x) = u(x0, x1, x2, x3) = f1(x)ϕ1(ω) exp{if2(x)ϕ2(ω)}. (29)

Пiдставивши (29) у рiвняння (14), (16), одержимо

f10ϕ1 + f1ϕ1ω
ω0 + 2λf1a

f2a
ϕ1ϕ2 + λf1f2ωaωa(2ϕ1ω

ϕ2ω
+ ϕ1ϕ2ωω

) +
+ 2λf1a

f2ϕ1ϕ2ω
ωa + 2λf1f2a

ϕ1ω
ϕ2ωa + λf1∆f2ϕ1ϕ2 +

+ λf1f2ϕ1ϕ2ω
ωaa + 2λf1f2a

ϕ1ϕ2ω
ωa = Im F,

λ∆f1ϕ1 + λf1ϕ1ω
ωaa + λf1ϕ1ωω

ωaωa + 2λf1ω
ω0 − f1f20ϕ1ϕ2 −

− f1f2ϕ1ϕ2ω
ω0 − λf1f2a

f2a
ϕ1ϕ

2
2 − λf1f

2
2 ϕ2

2ω
ωaωa −

− 2λf1f2f2a
ϕ1ϕ2ϕ2ω

ωa = Re F (f1ϕ1),

(30)

де

fjµ
= ∂fj/∂xµ, ϕjω

= ∂ϕj/∂ω, ωµ = ∂ω/∂xµ,

ω = (ω1, ω2, ω3), µ = 0, 3, j = 1, 2.

Дiйснi функцiї f1(x), f2(x) повиннi бути так визначенi, щоб з (30) випливала
система рiвнянь для функцiй ϕ1(ω), ϕ2(ω), в яку входять тiльки змiннi ω =
(ω1, ω2, ω3). Тому функцiї f1, f2, ω1, ω2, ω3 повиннi задовольняти деяку систе-
му рiвнянь, яку будемо називати умовами peдукцiї. Бiльш детально про метод
редукцiї див. [9]. Отже, проблема редукцiї чотиривимiрного рiвняння (14), (16)
зводиться до розв’язання складної системи нелiнiйних рiвнянь (умов редукцiї).
Так, рiвняння (14), (16) редукується до системи ЗДР

θ1ϕ1 + θ2ϕ̇1 + λθ3ϕ1ϕ2 + λθ4(2ϕ̇1ϕ̇2 + ϕ1ϕ̈2) +
+ λθ5ϕ1ϕ̇2 + 2λθ6(ϕ̇1ϕ2 + ϕ1ϕ̇2) = 0,

θ7ϕ1 + θ8ϕ̇1 + θ9ϕ̈1 = α2ϕ
(r−2)/r
1 ,

θ10ϕ2 + θ11ϕ̇2 + λθ12ϕ
2
2 + λθ13ϕ̇

2
2 + 2λθ14ϕ2ϕ̇2 = α1ϕ

2/r
1 ,

ϕ̇j = ∂ϕj/∂ω, ϕ̈j = ∂2ϕj/∂ω2, j = 1, 2,
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якщо фукнцiї θ1, . . . , θ14 задовольняють такi умови редукцiї:

f10 = h(x)θ1(ω), ∆ω + 2f−1
1 f1a

ωa = θ9(ω)f−2/r
1 , f1ω

= h(x)θ2(ω),

f2 = θ10(ω)f2/r
1 , 2f1a

f2a
+ f1∆f2 = h(x)θ3(ω), f2ω0 = θ11(ω)f2/r

1 ,

f1f2ωaωa = h(x)θ4(ω), f2a
f2a

= θ12(ω)f2/r
1 , f1a

f2ωa = h(x)θ5(ω),

f2a
ωaωa = θ13(ω)f2/r

1 , f1f2a
ωa = h(x)θ6(ω), f2f2a

ωa = θ14(ω)f2/r
1 ,

∆f1 = θ7(ω)f (r−2)/r
1 , ωaωa = θ8(ω)f (r−2)/r

1 ,

(31)

де h(x) — довiльна функцiя вiд x, функцiї θ1, . . . , θ14 залежать вiд ω = ω(x).
Побудувати загальний розв’язок умов редукцiї (31), напевно, неможливо, але

знайти частиннi розв’язки не так важко. Далi наведемо деякi частиннi розв’язки
умов редукцiї (31) i вiдповiднi редукованi системи ЗДР для функцiй ϕ1(ω), ϕ2(ω).

1. Функцiї f1 = x
−1/2
1 , f2 = x2

1, ω = x0 задовольняють систему (31). Редукована
система ЗДР має вигляд

ϕ̇2 + 4λϕ2
2 +

4α1α2

3λ
= 0, ϕ1 =

(
3λ

4α2

)
, α2 �= 0, λα2 > 0. (32)

Загальний розв’язок рiвняння (32) задається виразом

ϕ2 =




√
α1α2√
3λ

tg
(

c − 4
√

α1α2√
3

)
при α1α2 > 0,

2
λ

√−α1α2√
3

(
1 − c exp

{−4
√

3−1
√−α1α2ω

}) −√−α1α2 при α1α2 < 0,

1
4λω + c

при α1 = 0.

(33)

Таким чином, формули (29), (32), (33) визначають однопараметричну сiм’ю роз-
в’язкiв нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (14), (16). Використовуючи симетрiю
AG(1, n) рiвняння (14), за цим розв’язком можна побудувати [1] багатопарамет-
ричну сiм’ю розв’язкiв рiвняння (14), (16).

2. Функцiї f1 = x1, f2 = x2
1, ω = x0, r = 1, α2 = 0 задовольняють систему (31).

Редукована система ЗДР для ϕ1 i ϕ2 має вигляд

ϕ̇1 + 6λϕ1ϕ2 = 0, ϕ̇2 + 4λϕ2
2 + α1ϕ

2
1 = 0. (34)

Останнi еквiвалентнi системi

ϕ2 = − 1
6λ

ṫ, t = ln ϕ1(ω), ẗ − 2
3
ṫ2 − 6λα1 exp(2t) = 0. (35)

В (35) зробимо замiну

ṫ2 = y(t). (36)

При цьому система редукованих рiвнянь (34) набуває вигляду

ϕ2 = − 1
6λ

√
y, ẏ − 4

3
y − 12λα1 exp(2t) = 0,
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звiдки маємо

ϕ2 = − 1
6λ

√
y, y = 18λα1 exp(2t) + c exp

(
4
3
t

)
, c = const. (37)

З системи (37) випливає

ϕ2 = −exp
(

2
3 t

)
6λ

√
c2 + 18λα1 exp

(
2
3
t

)
,

t =
3
2

ln
((√

2λα1ω + c1

)2

− c2

18λα1

)
, α1 �= 0, c1, c2 = const.

Остаточно маємо такi рiвняння:

ϕ2 = − 1
6λ

ϕ
2/3
1

√
c2 + 18λα1ϕ

2/3
1 ,

ϕ1 =
((√

2λα1ω + c1

)2

− c2

18λα1

)3/2

, c1, c2 = const.
(38)

Таким чином, при пiдстановцi ϕ1, ϕ2 з (38) в (29) одержуємо точний розв’язок
нелiнiйного рiвняння (14), (16).

3. При f1 = (x2)r/2, f2 = x2 ≡ x2
1 + x2

2 + x2
3, ω = x0 система редукованих

рiвнянь набуває вигляду

ϕ̇1 + 10λϕ1ϕ2 = 0, ϕ̇2 + 4λϕ2
2 + α1ϕ

2
1 = 0,

якщо α2 = 0, r = 1.
Якщо α2 �= 0, r = −3/2, то анзац (29) редукує (14), (16) до ЗДР

ϕ̇2 + 4λϕ2
2 +

4α1α2

15λ
= 0, ϕ1 =

(
15λ

4α2

)3/4

.

4. Функцiї f1 = (x2
1 + x2

2)
r/2, f2 = x2

1 + x2
2, ω =

√
2 arctg(x2/x1) − x0 задоволь-

няють систему (31). Система редукованих рiвнянь має вигляд:

2λϕ1ϕ̈2 + 4λϕ̇1ϕ̇2 − ϕ̇1 + 4λ(r + 1)ϕ1ϕ2 = 0,

2λϕ̇2
2 − ϕ̇2 + 4λϕ2

2 + α1ϕ
2/r
1 = 0, 2λϕ̈1 − r2λϕ1 − α2ϕ

−2/r
1 = 0.

(39)

5. Функцiї f1 = (x2
1 + x2

2)
r/2, f2 = x2

1 + x2
2, ω = (x2

1 + x2
2) exp{2α arctg(x2/x1) −√

2x0}, α ≥ 0, задовольняють систему (31). Редукованi рiвняння мають вигляд

2(1 + α2)ω2ϕ1ϕ̈2 + 4(1 + α2)ω2ϕ̇1ϕ̇2 + 4ωϕ̇1ϕ2 +

+
(

5 − 2α2 + 2r − 1√
2λ

)
ωϕ̇2ϕ1 + (1 + 2r)ϕ1ϕ2 = 0,

4(1 + α)ω2ϕ̇2
2 + 8ωϕ̇2ϕ2 −

√
2ωϕ̇2 + 4λϕ2

2 + α2ϕ
2/r
1 = 0,

4α2ωϕ̈1ϕ1 − 4α2ωϕ̇2
1 + 4(1 + α2)ω2ϕ̇2

1 + 4(1 + r + α2)ωϕ̇1ϕ1 − α2ϕ
(2−r)/r
1 = 0.

(40)

Зауважимо, що системи редукованих рiвнянь (39), (40) перевизначенi. Тому, при-
родньо, виникає питання сумiсностi систем ЗДР (39), (40). Для системи (39) при



52 В.I. Фущич, В.I. Чопик

r = −1 можна вказати такi константи c1 i c2, що ϕ1 = c1, ϕ2 = c2. Тодi анзац (29)
задаватиме точний розв’язок системи нелiнiйних рiвнянь (14), (16).

Для знаходження розв’ язкiв нелiнiйного рiвняння

Su = iα1|u|−r−1
+ α2|u|−2r−1

(41)

(частковий випадок рiвняння (14), (20)) скористаємось анзацом [10]

u = f1(x)ϕ1(ω) exp{i(f2(x)ϕ2(ω) + g(x))}. (42)

Вкажемо деякi набори функцiй f1(x), f2(x), g(x), ω(x), якi задовольнятимуть
умови редукцiї рiвняння (41) та вiдповiднi редукованi рiвняння.

6. Набiр функцiй f1 = xr
0, f2 = x−1

0 , g = x2
3/4λx0, ω = x2 задовольняє умови

редукцiї рiвняння (41). Вiдповiдна система редукованих рiвнянь матиме вигляд

λϕ1ϕ̈2 + (r + 1/2)ϕ1 + 2λϕ1ϕ̇2 = α1ϕ
(r−1)/r
1 ,

λϕ̇2
2 − ϕ2 + α2ϕ

−2/r
1 = 0, ϕ̈1 = 0.

(43)

При пiдстановцi частинного розв’язку системи (43)

ϕ1 =
(

r + 1
α1

)−r

, α1 �= 0, ϕ2 =
(

ω + c

4λ

)2

+ α2

(
r + 1
α1

)2

в анзац (42) одержуємо однопараметричну сiм’ю розв’язкiв рiвняння (41).
7. При f1 = xr

0, f2 = x−1
0 , g = x2

3/4λx0, ω = (x2
1 + x2

2)
1/2 анзац (42) редукує

рiвняння (41) до системи ЗДР

λϕ1ϕ̈1 + λω−1ϕ1ϕ̇2 + 2λϕ̇1ϕ̇2 − λϕ1ϕ̇2 + r = α1ϕ
(r−1)/r
1 ,

λϕ̇2 − ϕ2 + α2ϕ
−2/r
1 = 0, ϕ̈1 − ϕ̇1 + ω−1ϕ̇1 = 0.

8. При f1 = xr
0, f2 = x−1

0 , g = (x2
1 + x2

2)/4λx0, ω = x3 система редукованих
рiвнянь буде мати вигляд

λϕ1ϕ̈1 + 2λϕ̇1ϕ̇2 + (r + 1)ϕ1 = α1ϕ
(r−1)/r
1 ,

λϕ̇2 − ϕ2 + α2ϕ
−2/r
1 = 0, ϕ̈1 = 0.

Для редукцiї рiвняння (14) з нелiнiйнiстю, що задовольняє умову F = −F ∗,
скористаємось анзацом

u = ϕ1(ω) exp{i(f(x)ϕ2(ω) + g(x))}. (44)

Якщо виписати вiдповiднi умови редукцiї, то функцiї

f =
x2

1 + x2
2

x2
0

, g = 0, ω = ln ln(uu∗−1)1/2i − ln(x0(x2
1 + x2

2))

задовольнятимуть цi умови. Система ЗДР матиме вигляд

ϕ2(1 − 4λϕ2) = ϕ̇2(1 − 4λϕ2), 2ϕ2(2ϕ1 − ϕ̇1) = F (ϕ1)ϕ1. (45)

Для рiвняння Шредiнгера з логарифмiчною нелiнiйнiстю

F (uu∗) = ib1 ln(uu∗), b1 ∈ R, (46)
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частинний розв’язок системи рiвнянь (45)

ϕ2 =
1
4λ

, ϕ1 = exp
{

1 − c exp(−2λb1ω)
λb1

}
, b1 �= 0, c = const,

при пiдстановцi в анзац (44) задаватиме точний розв’язок (14), (46).
9. Анзац (44), де f = x−1

0 , g = 0, ω = x3, редукує рiвняння (14) з дiйсною
нелiнiйнiстю (F = F ∗) до ЗДР

ϕ1ϕ̈2 + 2ϕ1ϕ2 = 0, λϕ̇2
2 − ϕ2 = 0, λϕ̈1 = F (ϕ1)ϕ1. (47)

З (47) випливає, що ϕ1 = c1(ω + c2)−1/2, ϕ2 = ((ω + c2)/4λ)2 при F = (3/4)λ|u|8.
10. Анзац (44), де f = x−1

0 , g = 0, ω = (x2
1 + x2

2)
1/2, редукує рiвняння (14)

з дiйсною нелiнiйнiстю до ЗДР

ωϕ1ϕ̈2 + 2ω2ϕ̇1ϕ̇2 − ϕ1ϕ̇2 = 0, λϕ̇2
2 − ϕ2 = 0, λϕ̈1 − ω−1ϕ̇1 = F (ϕ1)ϕ1.

7. Анзац для фазового рiвняння Шредiнгера. Розв’язки рiвняння (22) буде-
мо шукати у виглядi (29). Для знаходження явного вигляду функцiй f1(x), f2(x),
ω(x), скористаємось тим, що фазове рiвняння Шредiнгера умовно iнварiантне вiд-
носно алгебри A15 (див. теорему 7). Наведемо деякi приклади нелiївської редукцiї
рiвняння (22) до системи ЗДР.

1) По пiдалгебрi корозмiрностi 1 〈Q(2) + kI, Jab〉 можна побудувати анзац (29),
де

f1 = (x2)k/2, f2 = exp{2βx0}x2, ω = exp{2βx0}, (48)

який редукує фазове рiвняння Шредiнгера (22) до системи ЗДР

βϕ′
1 + λ(2k + n)ϕ1ϕ2 = 0,

βϕ′
2 + 2λϕ2

2 = 0, (k2 + kn − 2k)(x2)−1 = 0.
(49)

Очевидно, ця система сумiсна тiльки тодi, коли k = 0, та k + n− 2 = 0. Загальний
розв’язок системи редукованих рiвнянь (49) має вигляд

ϕ1 = c2(2λω + c1)−(2k+n)β/2, ϕ2 =
β

2λω + c1
, c1, c2 ∈ R.

Пiдстановка ϕ1, ϕ2 в анзац (29), (48) дає такий розв’язок нелiнiйного рiвнян-
ня (22):

u = (x2)k/2c2(c1 + 2λ exp{2βx0})−(2k+n)β/2 exp
{

ix2 β exp{2βx0}
2λ exp{2βx0} + c1

}
,

де k задовольняє k(k + n − 2) = 0, n — число просторових змiнних.
2) Анзац (29), де

f1 = (x2
1+x2

2)
k/2, f2 = (x2

1+x2
2) exp{2βx0}, ω = arctg

x2

x1
−exp{2βx0},(50)

редукує рiвняння (22) до системи ЗДР

λϕ′′
2ϕ1 + 2λϕ′

1ϕ
′
2 − βϕ′

1 + 2λϕ1ϕ2(1 + k) = 0, (51a)
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λϕ′
2 + 2λϕ2

2 − βϕ′
2 = 0, (51b)

2ϕ′′
1 + k2ϕ1 = 0. (51c)

З рiвняння (51с) при k = 0 одержуємо ϕ1 = c1ω+c2, c1, c2 ∈ R. Загальна розв’язок
рiвняння (51в) має вигляд ϕ2 = λ−β

2λω+c3
, c3 ∈ R. Пiдстановка цих значень функцiй

ϕ1 i ϕ2 в рiвняння (51а) приводить до таких умов: 1) c2 = c3 = 0, λ = 2β;
2) c3 = 2c2/c1, λ = 2β = 1.

Таким чином, загальний розв’язок перевизначеної системи рiвнянь (51а)–(51с)
при k = 0 приймає такi значення:

1. ϕ1 = c1ω, ϕ2 = (4ω)−1 при λ = 2β;

2. ϕ1 = c1ω + c2, ϕ2 =
1

4ω + 4c2/c1
при λ = 2β = 1, c1 �= 0.

Пiдстановка цих значень ϕ1(ω), ϕ2(ω) в анзац (29), (50) задаватиме точний роз-
в’язок (22).

Отже, виходячи з умовної iнварiантностi фазового рiвняння Шредiнгера вiд-
носно алгебри A15, можна проводити нелiївську редукцiю i знаходити точнi не-
тривiальнi розв’язки цього нелiнiйного рiвняння.

Зауваження 4. Симетрiйним аналогом фазового рiвняння Шредiнгера (22) для
випадку, коли функцiя u дiйсна, є таке нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi

u0 + λ∆u = βu ln u, λ, β ∈ R.

В роботi [11] вказано додаткову умову, при якiй це рiвняння умовно iнварiантне
вiдносно двох рiзних представлень розширеної алгебри Галiлея AG1(1, n). Заува-
жимо, що вдається знайти загальний розв’язок одержаної перевизначеної системи
рiвнянь. Вiн має вигляд

u = exp{(αaxa − λβ−1α2 exp{βx0} + α0)} exp{βx0},
α2 = αaαa, a = 1, n, αµ ∈ R.

(В цитованiй роботi вказано лише частковий розв’язок даної системи.)

8. Роздiлення змiнних для нелiнiйного рiвняння (11). Розв’язки галiлей-
iнварiантних рiвнянь типу (14) будемо шукати у виглядi

u = f(x0,x)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2), ωk = ωk(x0,x), k = 1, 2. (52)

Опишемо всi функцiї F (uu∗), f , ω1, ω2 такi, щоб анзац (52) зводив рiвняння (14)
до системи рiвнянь

Φk(ωk, ϕk, ϕ′
k, ϕ′′

k) = 0, k = 1, 2, (53)

де ϕk — новi комплекснозначнi функцiї, кожна з яких залежить вiд однiєї змiнної
ωk, ϕ′

k = ∂ϕk/∂ωk, ϕ′′
k = ∂2ϕk/∂(ωk)2.

Пiдставляючи (52) в (14), одержуємо{
i
f0

f
+ λ

∆f

f

}
+

ϕ′
k

ϕk

{
iωk

0 + 2λ
fa

f
ωk

a + λ∆ωk

}
+

+ 2λ
ϕ′

1ϕ
′
2

ϕ1ϕ2
ω1

aω2
a + λ

ϕ′′
k

ϕk
ωk

aωk
a = F (ff∗ϕ1ϕ

∗
1ϕ2ϕ

∗
2)
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(тут по iндексах k, що повторюються, проводиться сумування). З останнього рiв-
няння випливає наступна теорема.
Теорема 10. Для того щоб анзац (52) зводив рiвняння (14) до системи рiвнянь
(53), необхiдно, щоб функцiя F (uu∗) задовольняла (5), а також виконувалися
умови:

if0 + λ∆f − λ3f ln(ff∗) = f(R1(ω1) + R2(ω2)),

iωk
0 + 2λ

fa

f
ωk

a + λ∆ωk = Gk(ωk), ω1
aω2

a = 0, λωk
aωk

a = Hk(ωk).
(54)

При виконаннi умов теореми 10 рiвняння (14) розщеплюється на таких два
рiвняння:

Rk(ωk)ϕk + Gk(ωk)ϕ′
k + Hk(ωk)ϕ′′

k = λ3ϕk(ϕkϕ∗
k),

де iндекс k приймає значення k = 1, 2.
Розглянемо випадок, коли

n = 3, f = f(x0, x3), ωk = ωk(x0, xk) (55)

i функцiя f задовольняє рiвняння Шредiнгера з логарифмiчною нелiнiйнiстю (11).
Наслiдок 9. Анзац (52), (55) розщеплює рiвняння (11) до системи рiвнянь

Gk(ωk)ϕ′
k + Hk(ωk)ϕ′′

k = λ3ϕk(ϕkϕ∗
k), (56)

де ωk задовольняють систему

iωk
0 + λ∆ωk = Gk(ωk), λωk

kωk
k = Hk(ωk), k = 1, 2.

Для часткового випадку ωk = xk система (56) зводиться до рiвнянь λϕ′′
k =

λ3ϕk(ϕkϕ∗
k), λ3 = b + ib1.
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