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Умовна симетрiя та новi зображення
алгебри Галiлея для нелiнiйних рiвнянь
параболiчного типу

В.I. ФУЩИЧ, В.I. ЧОПИК

An effective method for finding conditional symmetry operators is constructed for a class
of Galilei noninvariant parabolic equations. The obtained operators form a basis of the
Galilei algebra. The additional conditions, under which the extension of a symmetry is
possible, are obtained. For the equations under consideration, the anti-reduction is carri-
ed out and some exact solutions are found by using the conditional Galilei-invariance of
its differential consequences.

Для класу Галiлей-неiнварiангних рiвнянь параболiчного типу запропоновано кон-
структивний метод знаходження операторiв умовної симетрiї, якi утворюють базис
алгебри Галiлея. Описанi додатковi умови, при яких можливе розширення симетрiї.
Проведено антиредукцiю, а також знайденi деякi точнi розв’язки розглядуваного не-
лiнiйного рiвняння, виходячи з умовної галiлей-iнварiантностi його диференцiальних
наслiдкiв.

Вступ. В роботi [1] вказано на такий парадоксальний факт: серед нелiнiйних
рiвнянь теплопровiдностi

u0 + ∂a(f1(x, u)ua) = f2(x, u), (1)

де

u0 = ∂/∂x0, x0 ≡ t, ∂a = ∂/∂xa, ua = ∂/∂xa, x = (x1, . . . , xn), a = 1, n,

якi широко застосовуються в рiзних областях математики та фiзики, немає жодно-
го рiвняння, для якого б виконувався принцип вiдносностi Галiлея. З симетрiйної
точки зору це значить, що рiвняння (1) нi при яких f1, f2 таких, що f1 �= const,
f2 �= const одночасно, не допускає алгебри Галiлея. Але виявляється, що з мно-
жини розв’язкiв рiвняння (1) можна видiлити пiдмножини, якi залишаються iн-
варiантними при перетвореннях Галiлея. Природньо постає питання знаходження
цих розв’язкiв. Цi пiдмножини розв’язкiв можна знаходити, використовуючи опе-
ратори умовної симетрiї рiвняння [2], а також, як буде показано нижче, оператори
умовної галiлей-iнварiантностi його диференцiйних наслiдкiв.

Iснує конструктивний метод для знаходження операторiв Q-умовної симет-
рiї [2]. Основним недолiком цих операторiв є те, що вони не утворюють алгебри
Лi. В роботах [3, 4] побудовано деякi оператори умовної симетрiї для рiвнянь ти-
пу (1), якi утворюють алгебру разом з базисними операторами симетрiї Лi, цього
рiвняння. Зауважимо, що алгоритмiчного методу знаходження операторiв умовної
симетрiї, якi утворювали б алгебру Лi, до цього часу не iснує.
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В данiй роботi на прикладi нелiнiйного рiвняння

(∂0 + ua∂a)h(x, u) − ∆u = F (u), (2)

де

hu �= 0, ∆ = ∂2/∂xa∂xa, a = 1, n,

n — число просторових змiнних, запропоновано конструктивний метод знаходже-
ння алгебри умовної iнварiантностi. Цей метод грунтується на вимозi того, щоб
оператори симетрiї Лi рiвняння разом з операторами умовної симетрiї утворювали
базис алгебри Галiлея. Причому розглядаються рiзнi зображення алгебри Галiлея,
якi допускає рiвняння типу (2). Завдяки цьому вдається описати додатковi умови,
при яких можливi такi розширення симетрiї.

Процес знаходження алгебри умовної iнварiантностi ми розiб’ємо на кiлька
етапiв: перший етап — видiлення з класу рiвнянь (2) рiвняння, для якого можливе
розширення симетрiї до алгебри Галiлея; другий етап — знаходження зображення
алгебри Галiлея, iнварiантнiсть вiдносно якого ми будемо вимагати вiд видiленого
нами рiвняння; третiй етап — знаходження умов, при яких наше рiвняння умовно
галiлей-iнварiантне.

Очевидно, що наша робота буде мати змiст лише у тому випадку, коли одержа-
на перевизначена система рiвнянь буде сумiсною. У цiй статтi питання сумiсностi
ми окремо дослiджувати не будемо, але наведемо деякi нетривiальнi розв’язки
одержаних перевизначених систем.
1. Iнварiантнiсть вiдносно перетворень типу Галiлея. Опишемо всi дiйснi

функцiї h, F такi, при яких рiвняння (2) iнварiантне вiдносно операторiв

Xa = f(x0)∂a + g(x0)xa∂u, ∂u = ∂/∂u, (3)

якi породжують такi скiнченнi перетворення:

x0 → x′
0 = x0, xa → x′

a = xa + vaf(x0),
u → u′ = u + (xaνa + (1/2)v2f(x0))g(x0).

Зауважимо, що цi перетворення при f(x0) = x0 спiвпадають з перетвореннями
Галiлея.

За формулами Лi (див., наприклад, [2]) знайдемо друге продовження операто-
рiв (3):

(2)

X = X + (g′xa − f ′ua)∂u0 + g∂ua
, де ∂u0 = ∂/∂u0 , ∂ua

= ∂/∂ua
,

i подiємо ним на рiвняння (2). В результатi одержимо такi умови:

huugxa + huaf = 0, a = 1, n, (4)

−f ′hu + 2ghu + fhaa + gxahau = 0, (5)

g′huxa + hag − F ′gxa = 0. (6)

Для знаходження розв’язку системи рiвнянь (4)–(6) розглянемо два таких випад-
ки: hu = const та hu �= const.
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Випадок 1: hu = const. Не зменшуючи загальностi, можна прийняти, що hu =
1. У цьому випадку рiвняння (4) виконується тотожньо. Оскiльки h = h(u, x),
а функцiї f i g залежать тiльки вiд x0 то рiвняння (5) розпадається на такi
рiвняння:

haa = β, f ′ − 2g = βf, β ∈ R. (7)

Диференцiюючи рiвняння (6) по u, одержуємо умову на F :

F ′′ = 0 ⇔ F = αu + α1, {α, α1} ⊂ R. (8)

Враховуючи (7), (8), пiсля диференцiювання рiвняння (6) по xa маємо

g′ + (β − α)g = 0 ⇒ g = λ exp{(α − β)x0}. (9)

Пiдставляючи (9) в (7), одержуємо умову на f(x0):

f ′ − βf = 2λ exp{(α − β)x0}.
Розв’язок останнього рiвняння знаходиться у виглядi f = A(x0) exp{βx0}, де
A(x0) задовольняє рiвняння

A′ = 2λ exp{(α − β)x0}.
Iнтегруючи це рiвняння, маємо

A =




2λ

α − 2β
exp{(α − 2β)x0} + λ1 при α �= 2β,

2λx0 + λ1 при α = 2β.

Остаточно одержуємо

f =




2λ

α − 2β
exp{(α − 2β)x0} + λ1 exp{βx0} при α �= 2β,

2λx0 exp{βx0} + λ1 exp{βx0} при α = 2β.

(10)

Пiдсумовуючи попереднi результати, одержуємо, що рiвняння

u0 + uaua + βxaua − ∆u = αu, α ∈ R, (11)

допускає оператори Xa, що визначаються (3), (9), (10) (використовуючи замiну
u = u′ − α1/α, константу α1 в (8) можна прирiвняти до нуля).

Зауваження 1. Рiвняння (11) при β = α/2−1 спiвпадає з рiвнянням ренорм-групи
(RG) Вiльсона [5, 6]. Симетрiя Лi цього рiвняння знайдена в [7]. Пiдкреслимо,
що випадок α = 2β не виконується для рiвняння RG Вiльсона.

2. При β = 0 рiвняння (11) замiною

u = ln v, (12)

зводиться до нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi

v0 − ∆v = αv ln v. (13)

Симетрiйнi властивостi цього рiвняння дослiдженi в роботi [4]. Далi ми покажемо,
що рiвняння (13) може допускати ще одне зображення алгебри Галiлея.
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Знайдемо максимальну алгебру iнварiантностi (МАI) рiвняння (11).

Теорема 1. МАI рiвняння (11) задається таким набором базисних операторiв:

1) P0 = ∂0, X(1)
a = exp{βx0}∂a Jab = xa∂b − xb∂a, M = exp{αx0}∂u,

X(2)
a = exp{(α − β)x0}

{
2

α − 2β
∂a + xa∂u

}
при α �= 2β;

(14)

2) P0, X(1)
a = exp{βx0}∂a, Jab, M = exp{2βx0}∂u,

X(2)
a = exp{βx0}{2x0∂a + xa∂u} при α = 2β.

(15)

Доведення теореми проводиться за схемою Лi [2]. Оператори X
(1)
a , X

(2)
a одер-

жуються iз Xa при λ = 0 та λ1 = 0 вiдповiдно. Базиснi оператори (14) задоволь-
няють такi комутацiйнi спiввiдношення:

[P0,X
(1)
a ] = βX

(1)
a , [P0,M ] = αM,

[P0,X
(2)
a ] =

{
cX

(2)
a при α �= β, α �= 2β,

0 при α = 2β,

[P0, Jab] = [X(1)
a ,M ] = [Jab,M ] = [X(1)

a ,X
(1)
b ] = [X(2)

a ,X
(2)
b ] = 0,

[X(1)
a ,X

(2)
b ] = δabM, [X(1)

a , Jbc] = δabX
(1)
c − δabX

(1)
b ,

[X(2)
a , Jbc] = δabX

(2)
c − δacX

(2)
b ,

[Jab, Jcd] = δacJbd + δbdJac − δbcJad − δadJbc, c ∈ R.

З цих спiввiдношень випливає, що у кожному з випадкiв: 1) β = 0; 2) α = β;
3) α �= β; α �= 2β; рiвнянню (11) вiдповiдає iнша алгебра Лi. Жодна з цих алгебр
не є алгеброю Галiлея (про алгебру Галiлея див. [2, 8]).

Для випадку, коли α = 2β, оператори (15) задовольняють спiввiдношення

[P0,X
(1)
a ] = βX(1)

a , [P0,X
(2)
a ] = βX(2)

a + 2X(1)
a , [P0,M ] = 2βM,

[P0, Jab] = [X(1)
a ,M ] = [Jab,M ] = [X(1)

a ,X
(1)
b ] = [X(2)

a ,X
(2)
b ] = 0,

[X(1)
a ,X

(2)
b ] = δabM, [X(1)

a , Jbc] = δabX
(1)
c − δacX

(1)
b ,

[X(2)
a , Jbc] = δabX

(2)
c − δacX

(2)
b ,

[Jab, Jcd] = δacJbd + δbdJac − δbcJad − δadJbc.

(16)

З (16) випливає, що при β = 0 алгебра, що породжується операторами (15), за-
довольняє стандартнi комутацiйнi спiввiдношення алгебри Галiлея AG(1, n). Але
цей випадок не викликає зацiкавлення, оскiльки при α = 2β = 0 рiвняння (11)
замiною (12) зводиться до лiнiйного рiвняння теплопровiдностi (13) (α = 0). На-
далi при α = 2β ми розглядатимемо тiльки випадок, коли β �= 0. У цьому випадку
з (16) випливає, що рiвняння (11) також не допускає алгебри Галiлея.
Випадок 2: hu �= const. Для цього випадку розв’язок системи (4)–(6) задається

так:

hu = d1(u − λx2/2), ha = λd1xa(5λx2 − u) + d2, F ′ = α, dk ∈ R,

а функцiї f i g iз (3) мають вигляд

f = d exp{λx0}, g = λd exp{λx0}, d ∈ R.
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Тобто рiвняння

hu(u0 + uaua) + haua − ∆u = αu

iнварiантне вiдносно перетворень типу Галiлея, що породжуються (3). Надалi ми
обмежимося розглядом рiвняння (11).

2. Знаходження потрiбних представлень алгебри Галiлея. З комутацiйних
спiввiдношень для (14), (15) випливає, що всi оператори, за винятком P0 задоволь-
няють комутацiйнi спiввiдношення алгебри Галiлея. В роботi [4] показано, що для
алгебри Лi рiвняння (13) (частковий випадок рiвняння (11)) можна вказати такий
оператор Pt, що

[Pt,X
(1)
a ] = [Pt,M ] = [Pt, Jab] = 0, [Pt,X

(2)
a ] = c1X

(1)
a . (17)

Легко бачити, що при виконаннi (17) оператори Pt, X
(1)
a , X

(2)
a , M , Jab утворюють

базис алгебри Галiлея, яку ми позначатимемо AG(1)(1, n). Нижче ми узагальнимо
цей результат для рiвняння (11) та вкажемо нове зображення алгебри Галiлея
AG(1)(1, n), що визначається спiввiдношеннями, вiдмiнними вiд (17).
Випадок 1. Знайдемо явний вигляд оператора Pt такого, що виконуються спiв-

вiдношення (17). Шукатимемо оператор Pt у виглядi

Pt = ξ0∂0 + ξa∂a + η∂u, ξµ = ξµ(x0, x, u), η = η(x0, x, u), µ = 0, n. (18)

З умови [Pt,X
(1)
a ] = 0 одержимо такi умови на коефiцiєнтнi функцiї оператора Pt:

βξ0 = ξa
a , ξ0

a = ξb
a = ηa = 0, a �= b. (19)

Аналогiчно одержуємо такi умови на функцiї ξµ, η:

βξ0 = ηu, ξa = xaξa
a , ξ0

u = ξa
u = 0, (α − β)ξ0xa + ξa − xaηu = 0; (20)

а також

2 exp{(α − 2β)x0}((α − β)ξ0 − ξa
a)/(α − 2β) = c1 при α �= 2β,

2(βx0 + 1)ξ0 − 2x0ξ
a
a = c1 при α = 2β, c1 ∈ R.

(21)

Розв’язуючи умови (19)–(21), знаходимо явний вигляд оператора Pt. Для випадкiв,
коли α �= 2β та α = 2β, цей оператор можна записати у єдиному виглядi:

Pt = exp{(2β − α)x0}(∂0 + βxa∂a + (αu + f(x0))∂u). (22)

В результатi ми довели таке твердження.

Лема 1. Оператори Pt, X
(1)
a , M , Jab, X

(2)
a , що мають вигляд (14), (22) при

α �= 2β тa (15), (22) при α = 2β, задають базис алгебри Галiлея AG(1)(1, n), що
визначається комутацiйними спiввiдношеннями (16), (17).
Випадок 2. Нехай оператор T такий, що виконуються

[T,X(2)
a ] = [T,M ] = [T, Jab] = 0, [T,X(1)

a ] = c1X
(2)
a . (23)

Легко переконатися, що при виконаннi (23) оператори T , X
(1)
a , X

(2)
a , M , Jab утво-

рюватимуть базис алгебри Галiлея, яку ми надалi позначатимемо AG(2)(1, n).
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Оператор T шукатимемо у виглядi (18). З (23) одержимо такi умови на функцiї
ξµ, η:

ξ0
a = ξb

a = ξ0
u = ξa

u = 0, a �= b, ξa = xaξa
a , (24)

а також

ξa
a = −c22 exp{(α − β)x0}/(α − 2β), (α − β)ξ0 = ξa

a ,

(α − β)xaξ0 + ξa − 2ηa/(α − 2β) − xaηu = 0, αξ0 = ηu,

ηa = −c2 exp{(α − β)x0}xa при α �= 2β,

(25)

ηa = −c2xa, βx0ξ
0 + ξ0 − x0ξ

a
a = 0,

2βξ0 = ηu, βξ0 − ξa
a = 2c2x0,

βxaξ0 + ξa − 2x0ηa − xaηu = 0 при α = 2β.

(26)

З умов (24), (25) одержуємо явний вигляд T при α �= 2β:

T = exp{(α− β)x0}
(

∂0+ (α − β)xa∂a+
(

αu + (α − 2β)2
x2

4
+ f1(x0)

)
∂u

)
.(27)

З (24), (26) випливає

T = x2
0∂0 + (βx0 + 1)x0xa∂a +

(
x2

4
+ 2βx2

0u + f2(x0)
)

∂u при α = 2β. (28)

Лема 2. Оператори T , X
(1)
a , M , Jab, X

(2)
a , що мають вигляд (14), (21) при

α �= 2β та (15), (28) при α = 2β, реалiзують представлення алгебри Галi-
лея AG(2)(1, n). Алгебра AG(2)(1, n) задається комутацiйними спiввiдношення-
ми (16), (23).

3. Умовна галiлей-iнварiантнiсть рiвняння (11).
Випадок 1. Вимагатимемо iнварiантнiсть рiвняння (11) вiдносно алгебри Галi-

лея AG(2)(1, n). Для цього подiємо другим продовженням оператора (22):

(2)

P t = Pt + exp{(2β − α)x0}[{f ′ + (2β − α)(αu + f) − β(2β − α)xaua +

+ 2(α − β)u0}∂u0 + (α − β)ua}∂ua
+ (α − 2β)uaa∂uaa

)]

на рiвняння (11). Одержуємо:

(2)

P t{u0 + uaua + βxaua − ∆u − αu} = 2(α − β) exp{(2β − α)x0} ×
× {u0 + uaua + βxaua − ∆u − αu} + exp{(2β − α)x0} ×
× [α∆u + 2(β − α)f + f ′].

(29)

З (29) випливає, що при α = 0, 2βf + f ′ = 0 рiвняння (11) iнварiантне (у сенсi
Лi) вiдносно AG(1)(1, n). Але при α = 0 рiвняння (11) замiною (12) зводиться до
лiнiйного рiвняння

v0 + βxava − ∆v = 0,
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симетрiя якого нескiнченна [7]. Надалi ми обмежимось розглядом таких α, що
α �= 0.

Подiємо
(2)

P t на рiвняння

α∆u + 2(β − α)f + f ′ = 0. (30)

Одержимо

(2)

P t{α∆u + 2(β − α)f + f ′} =
= (α − 2β) exp{(α − 2β)x0}{α∆u + 2(β − α)f + f ′},

(31)

якщо функцiя f0(x) задовольняє рiвняння:

f ′′ + (4β − 3α)f ′ + 2(α − β)f = 0. (32)

Згiдно з критерiєм умовної iнварiантностi (див., наприклад, [2, 3]), з (29), (31)
випливає, що рiвняння (11) умовно iнварiантне вiдносно оператора Pt (22), якщо
f задовольняє (32), тобто

f = c1 exp{(α − 2β)x0} + c2 exp{(α − β)x0}, (33)

причому додаткова умова (30) з урахуванням (33) має вигляд

∆u = c1 exp{(α − 2β)x0}. (34)

Теорема 2. Рiвняння (11) умовно iнварiантне вiдносно алгебри Галiлея
AG(1)(1, n) = 〈Pt,X

(1)
a ,M, Jab,X

(2)
a 〉, де оператор Pt задається (22), (33), а опе-

ратори X
(1)
a , M , Jab, X

(2)
a мають вигляд (14) при α �= 2β та (15) при α = 2β.

Додаткова умова має вигляд (34).

Для доведення теореми нам залишається перевiрити iнварiантнiсть додатковї
умови (34) вiдносно операторiв X

(1)
a , M , Jab, X

(2)
a . Легко переконатись, що цi

оператори є абсолютними iнварiантами для цього рiвняння. Цей факт пiдтверджує
справедливiсть теореми.

Зауваження 3. Якщо вимагати додатково iнварiантнiсть вiдносно оператора P0, то
з (34) випливає умова c1 = 0. В роботi [4] знайдено МАI перевизначеної системи
рiвнянь (11), (34) при β = c1 = 0. Загальний розв’язок цiєї системи має вигляд

u = (d0 + daxa − d2α−1 exp{αx0}) exp{αx0},
де

d2 = dada, dµ ∈ R, a = 1, n, µ = 0, n.

Випадок 2. Вимагатимемо iнварiантнiсть рiвняння (11) вiдносно алгебри Галi-
лея AG(2)(1, n) при α �= 2β. Для цього подiємо другим продовженням операто-
ра T (27) на рiвняння (11). Одержимо

(2)

T {u0 + uaua + βxaua − ∆u − αu} =
= exp{(α − β)x0}[β{u0 + uaua + βxaua − ∆u − αu} + L1],
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де

L1 = βuaua + β(2β − α)xaua − (β − α)∆u +
+ (β/4)(α − 2β)2x2 − βf1 + f ′

1 − (n/2)(α − 2β)2.

Справедлива рiвнiсть

(2)

T {L1} = exp{(α − β)x0}[2βL1 + L2], (35)

причому

L2 = α(β − α)∆u + f
′′
1 − βf ′

1 + 2β2f1 + (n/2)(α − 2β)2(α + β). (36)

З (35), (36) випливає, що рiвняня L1 = 0 iнварiантне (у сенсi Лi) вiдносно опера-
тора T лише у таких випадках:

1) α = β, f ′′
1 − βf ′

1 + 2β2f1 + (n/2)(α − 2β)2(α + β) = 0; (37)

2) β = 0, f ′′ + αf ′
1 = 0. (38)

Для випадку (38) справедлива теорема.

Теорема 3. Рiвняння (11) при α �= 2β та β = 0 умовно iнварiантне вiдносно
алгебри Галiлея AG(2)(1, n) = 〈T,X

(1)
a ,M, Jab,X

(2)
a 〉, де

T = exp{αx0}
(

∂0 + αxa∂a +
(

αu + α2 x2

4
+ f1(x0)

)
∂u

)
, X(1)

a = ∂a,

Jab = xa∂b − xb∂a, M = exp{αx0}∂u, X(2)
a = exp{αx0}{(2/α)∂a + xa∂u},

(39)

причому додаткова умова має вигляд

L1 = α∆u + f ′
1 − (n/2)α2 = 0, (40)

де функцiя f1 задовольняє лiнiйне рiвняння (38).
При f1 = const рiвняння (11), (40) iнварiантнi вiдносно алгебри AG(2)(1, n)

(39), доповненої оператором P0.

Наслiдок. Нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi (13) умовно iнварiантнe вiдно-
сно таких алгебр:

1) AG(2)(1, n) = 〈T,X(1)
a ,M, Jab,X

(2)
a 〉,

де

T = exp{αx0}
(

∂0 + αxa∂a +
(

α ln v + α2 x2

4
+ f1(x0)

)
v∂v

)
,

Jab = xa∂b − xb∂a, Pa = ∂a, M = exp{αx0}v∂v,

X(2)
a = exp{αx0}{(2/α)∂a + xav∂v}

(41)

при

f1 = d1 exp{−αx0} + d2, {d1, d2} ⊂ R;

2) 〈AG(2)(1, n), P0〉 при f1 = d2,
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причому додаткова умова має вигляд

α(v∆v − vava) − (α2n/2 + d1 exp{−αx0} + d2)v2 = 0. (42)

Зауважимо, що формули (41), (42) одержуються вiдповiдно з (39), (40) замi-
ною (12).

Зауваження 4. Ми довели, що у випадку 1 рiвняння (11) умовно iнварiантне
вiдносно оператора T при додатковiй умовi L1 = 0. Але при цьому рiвняння
L1 = 0 не допускає операторiв X

(1)
a . Тому у випадку (37) рiвняння (11) не є

умовно iнварiантним вiдносно алгебри AG(2)(1, n).

Подiємо другим продовженням
(2)

T на рiвняння L2 = 0, де L2 визначено в (36).
В результатi одержимо

(2)

T {L2} = exp{(α − β)x0}[(2β − α)L2 + F (x0)],

де

F (x0) = f ′′′
1 + (α − 2β)f ′′ + β(4β − α)f ′

1 + 2β2(α − 2β)2f1 + n(α − 2β)2β2.

Звiдси робимо висновок, що рiвняння (11) при додаткових умовах L1 = 0, L2 = 0
та умовi на функцiю f1: F (x0) = 0, iнварiантне вiдносно оператора T . Але, як i у
випадку (37), рiвняння (11) при цьому не допускає алгебри AG(2)(1, n).
Випадок 3. Вимагатимемо iнварiантнiсть рiвняння (11) вiдносно алгебри Галi-

лея AG(2)(1, n) при α = 2β. Для цього подiємо другим продовженням операто-
ра T (28) на рiвняння (11). Одержимо:

(2)

T {u0 + uaua + βxaua − ∆u − αu} =
= 2x0(βx0 − 1){u0 + uaua + βxaua − ∆u − αu} + L1,

де

L1 = 2βx2
0/∆u − 2βf2 + f ′

2 − n/2. (43)

Справедливе рiвняння

(2)

T {L1} = x2
0(f

′′
2 − 2βf ′

2 + βn).

Згiдно з критерiєм умовної iнварiантностi одержуємо, що рiвняння (11) при додат-
ковiй умовi

L1 = 2βx2
0∆u − 2β/f2 + f ′

2 − n/2 = 0 (44)

iнварiантне вiдносно оператора T (28), якщо виконується

f ′′
2 − 2βf ′

2 + βn = 0. (45)

Загальний розв’язок останнього рiвняння задається так:

f2(x0) = d exp{2βx0} + nx0/2 + c, d ∈ R, c ∈ R.
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Теорема 4. Рiвняння (11) при α = 2β умовно iнварiантне вiдносно алгебри
Галiлея AG(2)(1, n) = 〈T,X

(1)
a ,M, Jab,X

(2)
a 〉, де

T = x2
0∂0 + (βx0 − 1)x0xa∂a +

(
x2

4
+ 2βx2

0u + nx0/2 + c

)
∂u, (46)

якщо виконується додаткова умова 2x2
0∆u − nx0 − 2c = 0.

Зауваження 5. Оператор T (46) при β = c = 0 спiвпадає з стандартним опера-
тором проективних перетворень [2]. У цьому випадку рiвняння (11) iнварiантне
вiдносно оператора (46) у розумiннi Лi.

Аналогом оператора масштабних перетворень для рiвняння (11) при α = 2β �= 0
є оператор

D = x0∂0 + (2βx0 + 1)xa∂a + (4βx0 + f ′
2)∂u. (47)

Подiявши другим продовженням оператора (47) на рiвняння (11), будемо мати

(2)

D{u0 + uaua + βxaua − ∆u − αu} =
= 2(2βx0 − 1){u0 + uaua + βxaua − ∆u − αu} + L1,

де

L1 = 4βx0∆u − 2βf ′
2 + f ′′

2 . (48)

Виконується рiвнiсть
(2)

D{L1} = 2x0(f ′′′
2 − 2βf ′′

2 ). Таким чином, ми показали, що
рiвняння (11), (48) при

f ′′′
2 − 2βf ′′

2 = 0 (49)

iнварiантне вiдносно оператора D що має вигляд (47).

Теорема 5. Рiвняння (11) при α = 2β умовно iнварiантне вiдносно розширеної
алгебри Галiлея AG(2)(1, n) = 〈T,X

(1)
a ,M, Jab,X

(2)
a ,D〉, де оператори T i D зада-

ються (46), (47), при виконаннi додаткових умов (44), (45) та умови третього
порядку

∂0(∆u) = 0. (50)

Для доведення теореми достатньо перевiрити, що при диференцiюваннi по x0

додаткова умова (44) спiвпадатиме з (48), (50), а умова на функцiю f2 (45) визна-
чатиме умову (49).

4. Висновки. З використанням запропонованого методу знаходження алгебр
умовної iнварiантностi ми досягли таких результатiв:

1) для нелiнiйного рiвняння (11) знайдено двi рiзних алгебри Галiлея AG(1)(1, n)
та AG(2)(1, n), якi є його алгебрами умовної iнварiантностi (див. теореми 2–4).
Причому кожна з цих алгебр допускає по два рiзних зображення (леми 1, 2);

2) знайдено додатковi умови, при яких наше рiвняння умовно галiлей-iнварi-
антне (див. (34), (40), (44), (50));

3) для редукцiї рiвняння (11) можна скористатися пiдалгебрами алгебр
AG(1)(1, n) та AG(2)(1, n), оскiльки структура алгебр Галiлея досить добре ви-
вчена [8];
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4) розв’язки рiвняння можна нетривiальним чином розмножувати по операторах
умовної симетрiї при умовi, що цi розв’язки задовольняють вiдповiднi додатковi
умови.

5. Антиредукцiя нелiнiйного рiвняння (11). Розглянемо такий анзац:

u = ϕ0(x0) + xaϕa(x0) + x2/4x0, (51)

де ϕµ(x0) — довiльнi функцiї вiд x0, x2 = xaxa, a = 1, n. Пiсля пiдстановки (51) в
рiвняня (11) одержимо

ϕ′
0 + ϕaϕa − αϕ0 − (n/2)x0 + xa(βϕa + ϕ′

a +
+ ϕa/x0 − αϕa) + x2(2β − α)/4x0 = 0.

З останнього рiвняння ми можемо зробити такий висновок: анзац (51) редукує
рiвняння (11) для функцiї u вiд (n+1) змiнної xµ при α = 2β до системи звичайних
диференцiальних рiвнянь

ϕ′
a + ϕa/x0 − βϕa = 0,

ϕ′
0 + ϕaϕa − 2βϕ0 − n/2x0 = 0,

(52)

для (n + 1) функцiї ϕµ вiд x0. Тобто анзац (51) здiйснює при α = 2β антиредук-
цiю [9] рiвняння (11) до системи (52), що складається iз (n + 1) рiвнянь.

Система рiвнянь (52), на вiдмiну вiд рiвняння (11), легко iнтегрується. Загаль-
ний розв’язок системи (52) має вигляд

ϕa = da exp{βx0}/x0, ϕ0 = exp{2βx0}(nF (x0)/2 + d2/x0), (53)

де

F (x0) =
∫

(x0 exp{2βx0})−1dx0, d2 = dada, da ∈ R, a = 1, n.

Пiдстановка (53) в анзац (51) задає нам багатопараметричну сiм’ю pозв’язкiв не-
лiнiйного рiвняння (11).

Анзац (51) породжується набором таких операторiв:

Ga = 2x0∂a + ∂ua
, ua = ∂u/∂xa. (54)

Нелокальнi оператори Ga по змiнних xa породжують стандартнi перетворення
Галiлея xa → x′

a = xa + vax0, де va — груповi параметри. Але, як ми вище довели,
рiвняння (11) не допускає цих перетворень (як у розумiннi Лi, так i в термiнах
умовної iнварiантностi).

Оскiльки анзац (51), побудований по операторах (54), редукує рiвняння (11),
то виникає питання про зв’язок цього рiвняння з нелокальними операторами Галi-
лея (54). Справедлива така теорема.

Теорема 6. Диференцiальнi наслiдки рiвняння (11) умовно iнварiантнi вiдносно
нелокальних операторiв Ga (54), причому додаткова умова має вигляд Gau = 0.

Доведення теореми проведемо для випадку n = 1. Продиференцiюемо рiвнян-
ня (11) по x1 та проведемо у ньому нелокальну замiну

V 1 = u1. (55)
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Одержимо рiвняння

V 1
0 + βx1V

1
1 + 2V 1V 1

1 − V 1
11 + (β − α)V 1 = 0, (56)

де

V 1 = V 1(x0, x1), V 1
0 = ∂V 1/∂x0, V 1

1 = ∂V 1/∂x1.

Пiсля використання (55) оператор G1 набуває вигляду

G1 = 2x0∂1 + ∂V 1 . (57)

Дiючи другим продовженням оператора G1 (57) на (56), одержуємо

(2)

G1{V 1
0 + βx1V

1
1 + 2V 1V 1

1 − V 1
11 + (β − α)V 1} = βG1V

1 при α = 2β.

Згiдно з критерiєм умовної iнварiантностi [2, 3] рiвняння (56) Q-умовно iнварi-
антне вiдносно оператора Галiлея (57) при α = 2β. Враховуючи, що ми провели
замiну (55), переконаємося у справедливостi теореми 6 при n = 1.

Пiдсумовуючи попереднi результати, ми можемо зробити такий важливий вис-
новок: для редукцiї та знаходження точних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь важ-
ливо знати симетрiйнi властивостi не тiльки самого рiвняння, а й симетрiю
його диференцiальних наслiдкiв.

1. Фущич В.И., Как расширить симметрию дифференциальных уравнений? в сб. Симметрия и
решения нелинейных уравнений математической физики, Киев, Ин-т математики АН УССР,
1987, 4–16.

2. Фущич В.И., Штелень В.М., Серов Н.И., Симметрийный анализ и точные решения нелинейных
уравнений математической физики, Киев, Наук. думка, 1989, 336 с.

3. Фущич В.И., Серов Н.И., Чопик В.И., Условная инвариантность и нелинейные уравнения те-
плопроводности, Докл. АН УССР, Сер. А, 1988, № 9, 17–20.

4. Myronyuk P., Chopyk V., Conditional Galilei-invariance of multidimensional nonlinear heat equation,
in Symmetry Analysis of Equations of Mathematical Physics, Kiev, Inst. Math. Ukr. Acad. Sci.,
1992, 66–68.

5. Tokar V.I., A new renormalization scheme in the Landau–Ginzburg–Wilson model, Phys. Lett. A,
1984, 104, № 3, 135–139.

6. Filippov A.E., Breus S.A., On the physical branch of the exact (local) RG equation, Phys. Lett. A,
1991, 158, № 6. 300–306.

7. Shtelen W., Spichak S., Lie and Q-condtoonal symmetry and exact solutions of local Wilson
renormalization group equation, in Symmetry Analysis of Equations of Mathematical Physics, Kiev,
Inst. Math. Ukr. Acad Sci., 1992, 50–54.

8. Фущич В.И., Баранник Л.Ф., Баранник А.Ф., Подгрупповой анализ групп Галилея, Пуанкаре и
редукция нелинейных уравнений, Киев, Наук. думка, 1991, 299 с.

9. Фущич В.И., Серов Н.И., Репета В.К., Условная симметрия, редукция и точные решения нели-
нейного волнового уравнения, Докл. АН Украины, Сер. А, 1991, № 5, 29–34.


