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Нелокальные анзацы и решения
нелинейной системы уравнений
теплопроводности

В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ, Т.К. АМЕРОВ

Нелинейная система теплопроводности нелокальной подстановкой сведена к скаляр-
ному нелинейному уравнению теплопроводности. Лиевская и условная инвариан-
тность скалярного уравнения использована для нахождения нелокальных анзацев,
которые редуцируют исходную систему к системам обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений

Рассмотрим систему нелинейных уравнений

u0 = f(v)u11,

v0 = u11,
(1)

где u = u(x), v = v(x), x = (x0, x1) ∈ R
2, v0 = ∂v/∂x0, u0 = ∂u/∂x0, u11 =

∂2u/∂x2
1, которая часто встречается в теории тепломассопереноса. Нелокальная

замена

u = w0, v = w11 (2)

сводит систему (1) к одному уравнению

w00 = f(w11)w110. (3)

Проинтегрировав (3) по x0, будем иметь

w0 = F (w11), (4)

где F — первообразная функции f . Дважды продифференцировав (4) по x1, полу-
чим

w001 = ∂1(f(w11)w111). (5)

После замены

w11 = z (6)

имеем уравнение

z0 = ∂1(f(z)z1). (7)

Таким образом, система уравнений (1) свелась к нелинейному уравнению диффу-
зии (7).
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Лиевская симметрия уравнения (7) исчерпывающе изучена Л.В. Овсяннико-
вым [1], а условная симметрия (7) исследована в [2, 3]. В настоящей статье при-
ведены лиевские анзацы, редуцирующие уравнение (7) к обыкновенным диффе-
ренциальным уравнениям (ОДУ). Путем преобразования лиевских и некоторых
нелиевских анзацев, посредством замен (2) и (6), описаны нелокальные анзацы,
редуцирующие систему (1) к системе ОДУ. Построены семейства точных решений
системы (1).
С использованием лиевской симметрии получены следующие неэквивалентные

анзацы для уравнения (7).
A. f(z) — произвольная гладкая функция:

z = ϕ(ω), ω = x1x
−1/2
0 ;

z = ϕ(ω), ω = λ0x0 + λ1x1.
(8)

Б. f(z) = ez:

z = ϕ(ω) + (2 + λ−1) ln x1, ω = x1x
λ
0 ;

z = ϕ(ω) + λ−1x1, ω = x1 + λ ln x0;
z = ϕ(ω) − ln x0, ω = x1;
z = ϕ(ω) + 2 ln x1, ω = x1e

λx0 ;
z = ϕ(ω) + lnx1, ω = x0.

(9)

С. f(z) = zk, k — произвольная постоянная, отличная от нуля:

z = ϕ(ω)x− 1
k (2λ+1)

0 , ω = x1x
λ
0 ;

z = ϕ(ω)x−1/k
0 , ω = x1 + λ1 ln x0;

z = ϕ(ω)e−
2λ
k x0 , ω = x1e

λx0 ;

z = ϕ(ω)x2/k
1 , ω = x0

(10)

Д. f(z) = z−4/3:

z = ϕ(ω)(x2
1 + λ1)−3/2, ω = x0;

z = ϕ(ω)x−3/2
1 , ω = x0;

z = ϕ(ω)(x2
1 + α2)−3/2, ω = x0 + λ arctg

x1

α
;

z = ϕ(ω)(x2
1 − α2)−3/2, ω = x0 + λ Arth

x1

α
;

z = ϕ(ω)x−3
1 , ω = λx0 + x−1

1 ;

z = ϕ(ω)e
3
2 λx0 , ω = x1e

λx0 ;

z = ϕ(ω)x3/4
0 (x2

1 + α2)−
3
2 , ω = x0e

λ arctg
x1
α ;

z = ϕ(ω)x3/4
0 (x2

1 − α2)−
3
2 , ω = x0e

λ Arth
x1
α ;

z = ϕ(ω)x3/4
0 x−3

1 , ω = λ ln x0 + x−1
1 ;

z = ϕ(ω)x
3
2 (λ+ 1

2 )
0 , ω = x1x

λ
0 ,

(11)

где λ0 = const, λ1 = const, λ0 = const �= 0, α = const �= 0. Некоторые из анза-
цев (8)–(11) посредством преобразований (6) и (2) преобразуются в нелокальные
анзацы для системы (1).
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А. f(v) — произвольная гладкая функция:

1) u = ϕ1(ω) − ω

2
ϕ̇1(ω) + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = ϕ̈1(ω), ω = x1x
−1/2
0 ;

2) u =
λ0

λ2
1

ϕ1(ω) + x1ϕ
2(x0) + ϕ3(x0),

v = ϕ̇1(ω), ω = λ0x0 + λ1x1;

3) u =
ϕ̇1(x0)

2
x2

1 + x1ϕ
2(x0) + ϕ3(x0),

v = ϕ1(x0).

Б. f(v) = ev:

4) u = −2λx−2λ−1
0 ϕ1(ω) + λx1x

−λ−1
0 ϕ̇1(ω) + ϕ2(x0)x1 + ϕ3(x0),

v = (2 + λ−1) ln x1 + ϕ̈1(ω), ω = x1x
λ
0 ;

5) u = λϕ1(ω)x−1
0 + ϕ2(x0)x1 + ϕ3(x0),

v = x1λ
−1 + ϕ̇1(ω), ω = x1 + λ ln x0;

6) u = − 1
2x0

x2
1 + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = − ln x0 + ϕ1(x1);
7) u = −2λe−2λx0ϕ1(ω) + λx1e

−λx0 ϕ̇1(ω) + x1ϕ
2(x0) + ϕ3(x0),

v = 2 lnx1 + ϕ̈1(ω), ω = x1e
λx0 ;

8) u =
x2

1

2
ϕ̇1(x0) + x1ϕ

2(x0) + ϕ2(x0) + ϕ3(x0),

v = lnx1 + ϕ1(x0).

С. f = vk, k — произвольная постоянная (k �= 0):

9) u =
(
−1

k
(2λ + 1) − 2λ

)
x
−(2λ+1)( 1

k +1)
0 ϕ1(ω) +

+ x1λx
− 1

k (2λ+1)−λ−1
0 ϕ̇1(ω) + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = x
− 1

k (2λ+1)
0 ϕ̈1(ω), ω = x1x

λ
0 ;

10) u = x
−(1/k)−1
0

(
−1

k
ϕ1(ω) + λϕ̇1(ω)

)
+ x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = x
−1/k
0 ϕ̈(ω), ω = x1 + λ ln x0;

11) u = −1
k

x
−(1/k)−1
0 ϕ1(x1) + ϕ2(x0)x1 + ϕ3(x0),

v = x
−1/k
0 ϕ̈1(x1);

12) u = −2λ

(
1
k

+ 1
)

e2λ((1/k)+1)x0ϕ1(ω) +

+ λx1e
−λ((2/k)+1)x0 ϕ̇1(ω) + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = e−
2λ
k ϕ̈1(ω), ω = x1e

λx0 ;
13) u = −ϕ̇1(x0) ln x1 + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),
v = ϕ1(x0)x−2

1 , k = −1;
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14) u = ϕ̇1(x0)[x1 ln x1 − x1] + ϕ2(x0)x1 + ϕ3(x0),
v = ϕ1(x0)x−1

1 , k = −2;

15) u = ϕ̇1(x0)
k2

(2 + k)(2 + 2k)
x

2+2k
k

1 + x1ϕ
2(x0) + ϕ3(x0),

v = ϕ1(x0)x
2/k
1 , k �= 0;−1;−2.

Д. f(v) = v−4/3:

16) u =
1
λ2

(x2
1 + λ2)1/2ϕ̇(x0) + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = (x2
1 + λ2)−3/2ϕ1(x0);

17) u = −λ−2(x2
1 − λ2)1/2ϕ̇(x0) + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = (x2
1 − λ2)−3/2ϕ1(x0);

18) u =
1

2x1
ϕ̇1(x0) + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = x−3
1 ϕ1(x0);

19) u = −4x1/2ϕ̇1(x0) + x1ϕ
2(x0) + ϕ3(x0),

v = x
−3/2
1 ϕ1(x0);

20) u =
x2

1

2
ϕ̇1(x0) + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = ϕ1(x0);
21) u = λx1ϕ

1(ω) + x1ϕ
2(x0) + ϕ3(x0),

v = x−3
1 ϕ̇1(ω), ω = λx0 +

1
x1

;

22) u = −λ

2
e−

λ
2 x0ϕ1(ω) + λx1e

λ
2 x0 ϕ̇1(ω) + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = e
3
2 λx0 ϕ̈1(ω), ω = x1e

λx0 ;
23) u = x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),
v = ϕ1(x1);

24) u = x1x
−1/4
0

[
3
4
ϕ1(ω) + λϕ̇1(ω)

]
+ x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = x
3/4
0 x−3

1 ϕ̈1(ω), ω = λ ln x0 +
1
x1

;

25) u =
(
−λ

2
+

3
4

)
x
−λ

2 − 1
4

0 ϕ1(ω) + λx1x
λ
2 − 1

4
0 ϕ̇1(ω) + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = x
3
2 (λ+ 1

2 )
0 ϕ̈1(ω), ω = x1x

λ
0 ;

26) u = x
−1/4
0

[
3
4
ϕ1(ω) + λϕ̇1(ω)

]
+ ϕ2(x0)x1 + ϕ3(x0),

v = x
3/4
0 ϕ̈1(ω), ω = λ ln x0 + x1;

27) u =
3
4
x
−1/4
0 ϕ1(x1) + x1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = ϕ̈1(x1)x
3/4
0 ,
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где λ0 = const, λ1 = const, λ0 = const �= 0; ϕ1, ϕ2, ϕ3 — произвольные глад-
кие функции; ϕ̇1(ω) = dϕ1/dω, ϕ̈1(ω) = d2ϕ1/dω2. Выписанные выше нелиевские
анзацы редуцируют (1) к следующим системам ОДУ:

1)
1
4
ω2ϕ̈1(ω) − 1

4
ωϕ̇1(ω) +

1
2
f(ϕ̈1(ω))ω

...
ϕ1(ω) + c1ω + c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = c1x
−3/2
0 ,

ϕ̇3(x0) = c2x
−1
0 ;

2)
λ2

0

λ2
1

ϕ̇1(ω) − f(ϕ̇(ω))λ0ϕ̈
1(ω) + c1ω + c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = λ1c1,

ϕ̇3(x0) = λ0c1x0 + c2;
3) ϕ̈1(x0) = 0,

ϕ̇2(x0) = 0,
ϕ̇3(x0) = f(ϕ1(x0))ϕ̇1(x0);

4) 2λ(2λ + 1)ϕ1(ω) − (3λ2 + λ)ωϕ̇1(ω) + λ2ω2ϕ̈1(ω) −
− λω3+ 1

λ eϕ̈1(ω)...
ϕ1(ω) + c1ω + c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = c1x
−λ−2
0 ,

ϕ̇3(x0) = c2x
−2λ−2
0 ;

5) λ2ϕ̇1(ω) − λϕ1(ω)) − λeϕ̇1(ω)+(ω/λ)ϕ̈1(ω) + c1ω + c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = c1x
−2
0 ,

ϕ̇3(x0) = c2x
−2
0 + λ ln x0ϕ̇

2(x0);

6)
x2

1

2
+ eϕ1(x1) + c1x1 + c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = c1x
−2
0 ,

ϕ̇3(x0) = c2x
−2
0 ;

7) 4λ2ϕ1(ω) − 3λ2ωϕ1(ω) + λ2ϕ̈1(ω) − λeϕ̈1(ω)
...
ϕ1(ω) + c1ω + c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = c1e
−λx0 ,

ϕ̇3(x0) = c3e
−2λx0 ;

8) ϕ̈1(x0) = 0,

ϕ̇2(x0) = eϕ1(x0)ϕ̇1(x0),
ϕ̇3(x0) = 0;

9)
(
−1

k
(2λ + 1) − 2λ

) (
−1

k
(2λ + 1) − 2λ − 1

)
ϕ1(ω) −

− λ

(
2
k

(2λ + 1) + 3λ + 1
)

ωϕ̇1(ω) + λ2ω2ϕ̈1(ω) −

− [ϕ̈1(ω)]k
[
−1

k
(2λ + 1)ϕ̈1(ω) + λω

...
ϕ1(ω)

]
+ c1ω + c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = c1x
− 1

k (2λ+1)−λ−2
0 ,

ϕ̇3(x0) = c2x
− 1

k (2λ+1)−2λ−2
0 ;
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10)
1
k

(
1
k

+ 1
)

ϕ1(ω) − λ

(
2
k

+ 1
)

ϕ̇1(ω) + λ2ϕ̈1(ω) −

− [ϕ̈1(ω)]k
(
−1

k
ϕ̈1(ω) + λ

...
ϕ1(ω)

)
+ c1ω + c2 = 0,

λ ln x0ϕ̇
2(x0) = −c1,

ϕ̇3(x0) = c2;

11)
1
k

(
1
k

+ 1
)

ϕ1(x1) +
1
k

(ϕ̈1(ω))k+1 + c1x1 + c2 = 0,

x
(1/k)+2
0 ϕ̇2(x0) = c1,

x
(1/k)+2
0 ϕ̇3(x0) = c2;

12) 4λ2

(
1
k

+ 1
)2

ϕ1(ω) −
(

4
k

+ 3)λ2ωϕ̇1(ω
)

+ λ2ϕ̈1(ω) −

− [ϕ̈1(ω)]k
(
−2λ

k
ϕ̈1(ω) + λ

...
ϕ1(ω)

)
+ c1ω + c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = c1e
−λ( 2

k +1)x0 ,

ϕ̇3(x0) = c2e
−2λ( 2

k +1)x0 ;
13) ϕ̈1(x0) = 0,

ϕ̇2(x0) = 0,
ϕ̇3(x0) = ϕ̇1(x0)[ϕ1(x0)]−2;

14) ϕ̈1(x0) = 0,
ϕ̇2(x0) = ϕ̇1(x0)[ϕ1(x0)]−2,

ϕ̇3(x0) = 0;

15) ϕ̈1(x0)
k2

(2 + k)(2 + 2k)
= [ϕ1(x0)]kϕ̇1(x0),

ϕ̇2(x0) = 0,
ϕ̇3(x0) = 0;

16)
ϕ̈1(x0)

λ2
= [ϕ1(x0)]−4/3ϕ̇1(x0),

ϕ̇2(x0) = 0,
ϕ̇3(x0) = 0;

17) −λ−2ϕ̈1(x0) = [ϕ1(x0)]−4/3ϕ̇1(x0),
ϕ̇2(x0) = 0,
ϕ̇3(x0) = 0;

18) ϕ̈1(x0) = 0,

ϕ̇2(x0) = [ϕ1(x0)]−4/3ϕ̇1(x0),
ϕ̇3(x0) = 0;

19) −4ϕ̈1(x0) = [ϕ1(x0)]−4/3ϕ̇1(x0),
ϕ̇2(x0) = 0,
ϕ̇3(x0) = 0;



86 В.И. Фущич, Н.И. Серов, Т.К. Амеров

20) ϕ̈1(x0) = 2[ϕ1(x0)]−4/3ϕ̇1(x0),
ϕ̇2(x0) = 0,
ϕ̇3(x0) = 0;

21) λ2ϕ̇1(ω) − λ[ϕ̇1(ω)]−4/3ϕ̈1(ω) + c1ω + c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = −λϕ̇3(x0)x0 + c2,

ϕ̇3(x0) = c1;

22) λω
...
ϕ1(ω)[ϕ̈1(ω)]−4/3 +

3
2
λ[ϕ̈1(ω)]−1/3 − λ2ω2ϕ̈1(ω) −

− ϕ1(ω) − c1ω − c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = c1e
λ
2 x0 ,

ϕ̇3(x0) = c2e
−λ

2 x0 ;
23) ϕ̇2(x0) = 0,

ϕ̇3(x0) = 0;

24) − 3
16

ϕ1(ω) +
λ

2
ϕ̇1(ω) + λϕ̈1(ω) − (ϕ̈1(ω))−4/3

[
3
4
ϕ̈1(ω) + λ

...
ϕ1(ω)

]
+

+ c1ω + c2 = 0,

x
5/4
0 ϕ̇3(x0) = c1,

x
5/4
0 [ϕ̇2(x0) − λ ln x0ϕ̇

3(x0)] = c2;

25)
(

λ

2
− 3

4

) (
λ

2
+

1
4

)
ϕ1(ω) +

λ

2
ωϕ̇1(ω) + λ2ω2ϕ̈1(ω) +

+
(

3
2
λ +

3
4

)
(
...
ϕ1(ω))−1/3 − λω[ϕ̈1(ω)]−4/3...

ϕ1(ω) + c1ω + c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = c1x
(λ/2)−(5/4)
0 ,

ϕ̇3(x0) = c2x
−(λ/2)−(5/4)
0 ;

26) − 3
16

ϕ1(ω) +
λ

2
ϕ̇1(ω) + λ2ϕ̈1(ω) − [ϕ̈1(ω)]4/3

[
3
4
ϕ̈1(ω) + λ

...
ϕ1(ω)

]
+

+ c1ω + c2 = 0,

ϕ̇2(x0) = c1x
−5/4
0 ,

ϕ̇3(x0) = c2x
−5/4
0 + λ ln x0ϕ̇

2(x0);

27) [ϕ̈1(x1)]−1/3 +
1
4
ϕ1(x1) + c1x1 + c2 = 0,

x
5/4
0 ϕ̇2(x0) =

3
4
c1,

x
5/4
0 ϕ̇3(x0) =

3
4
c2,

где c1, c2 — произвольные постоянные.
Если проинтегрировать приведенные выше уравнения и подставить их решения

в соответствующие анзацы, то получим решения системы (1). Приведем некоторые
из них:

А. u =
c1

2
x2

1 + c3x1 +
∫

f(c1x0 + c2)dx0 + c4, v = c1x0 + c2;
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Б. u = − 1
2x0

x2
1 + x1

(
− c1

x0
+ c3

)
− c2x

−1
0 + c4,

v = − ln x0 + ln
(
−x2

1

2
− c1x1 − c2

)
;

u =
x2

1

2
(c1x0 + c2) + x1(ec1x0+c2 + c3) + c4,

v = lnx1 + c1x0 + c2;
C. u = −c1 ln x1 + c3x1 − (c1x0 + c2)−1 + c4,

v = (c1x0 + c2)x−2
1 , k = −1;

u = c1[x1 ln x1 − x1] + x1[−(c1x0 + c2)−1 + c3] + c4,

v = (c1x0 + c2)x−1
1 , k = −2;

u =
1

k + 1

(
−x0

(2 + k)(2 + 2k)
k(k + 1)

+ c1

)− 1
k−1

x
2+2k

k
1 + x1c2 + c3,

v =
[
−x0

(2 + k)(2 + 2k)
k(k + 1)

+ c1

]− 1
k−1

x
2
k
1 , k �= 0,−1,−2;

Д. u = (x2
1 + λ2)1/23(−4λ2x0 + c1)−1/4 + c2x1 + c3,

v = (x2
1 + λ2)−3/2(−4λ2x0 + c1)3/4;

u = −3(x2
1 − λ2)1/2(4λ2x0 + c0)−1/4 + x1c2 + c3,

v = (x2
1 − λ2)−3/2(4λ2x0 + c1)3/4;

u =
c1

2x1
+ x1[−3(c1x0 + c2)−1/3 + c3] + c4,

v = x−3
1 (c1x0 + c2);

u = −x
1/2
1 48(16x0 + c1)−1/4 + x1c2 + c3,

v = x
−3/2
1 (16x0 + c1)3/4;

u = −3x2
1(−8x0 + c1)−1/4 + x1c2 + c3,

v = (−8x0 + c1)3/4;
u = c1x1 + c2,

ν = ϕ1(x1), ϕ1 — произвольная гладкая функция;

u = 3x
−1/4
0 (

√
x1 − c1x1 − c2) + x1[−3c1x

−1/4
0 + c4] + [−3c2x

−1/4
0 + c5],

v = x
3/4
0 (−x

−3/2
1 ),

где ci = const, i = 1, 5.
В работе [2] для уравнения (7) приведены условно инвариантные анзацы,

используя которые, можно построить нелокальные анзацы для системы (1). При-
ведем два таких анзаца для случая, когда f(v) = λev.
По анзацам для уравнения (7):

а) z = ln(ϕ(x0) − x1) + ln(ϕ(x0) + x1) − ln(2λx0);
б) z = 2 ln(ϕ(x0) + x1) − ln(−2λx0)

(12)

находим анзацы для системы (1):

а) u = ϕ̇1[(ϕ1 − x1) ln(ϕ1 − x1) + (ϕ1 + x1) ln(ϕ1 + x1) + ϕ1] −
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− x2
1

2x0
+ ẋ1ϕ

2(x0) + ϕ3(x0),

v = ln(ϕ1 − x1) + ln(ϕ1 + x1) − ln 2λx0,

где ϕ1 = ϕ1(x0);

б) u = 2ϕ̇1(x1 + ϕ1)[ln(x1 + ϕ1) − 1] − x2
1

2x0
+ x1ϕ

2 + ϕ3,

v = 2 ln(x1 + ϕ1) − ln(−2λx0),

(13)

которые редуцируют систему (1) к следующим системам ОДУ:

а) ϕ̇1 = 0, ϕ̇2 = −ϕ1x−2
0 , ϕ̇3 =

−(ϕ1)2

2x2
0

;

б) ϕ̇1 = 0, ϕ̇2 = ϕ1x−2
0 , ϕ̇3 =

(ϕ1)2

2x2
0

.

Решив редуцированные системы, по формулам (13) найдем точные решения систе-
мы (1):

а) u = −c2
1 + x2

1

2x2
0

+ x1c2 + c3 +
c1

x0
x1,

v = ln
c2
1 − x2

1

2λx0
;

б) u = − x2
1

2x0
+

(
c2 − c1

x0

)
x1 − c2

1

2x0
+ c3,

v = 2 ln(x1 + c1) − ln(−2λx0).

Итак, приведенные результаты говорят о том, что нелинейные уравнения обла-
дают скрытыми нелокальными симметриями, которые к настоящему времени со-
вершенно не изучены и не использованы для их интегрирования.
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