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Про редукцiю рiвнянь Нав’є–Стокса
до лiнiйних рiвнянь теплопровiдностi
В.I. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ, Р.О. ПОПОВИЧ

Вiдомо [1–4], що рiвняння Нав’є–Стокса (НС)

∂u

∂t
+ (u∇)u − ∆u + ∇p = 0, div u = 0, (1)

iнваpiaнтнi вiдносно алгебри AG̃(1, 3) розширенної групи Галiлея G̃(1, 3) з бази-
сними елементами

∂t = ∂/∂t, ∂a = ∂/∂xa
, Ga = −(t∂a + ∂ua),

Jab = xa∂b − xb∂a + ua∂ub − ub∂ua , D = 2t∂t + xa∂a − ua∂ua − 2p∂p.
(2)

B (1) u = u(x) = {u1, u2, u3} — поле швидкостей рiдини, p = p(x) — тиск,
x = {t,x} ∈ R(4), ∇ = {∂/∂xa

}, a = 1, 2, 3, ∆ — лапласiан. Kpiм того, рiвняння
(1) iнварiантнi вiдносно нескiнченновимiрної алгебри A∞ з базисними елементами
[3, 4]

Q = fa∂a + ḟa∂ua − xaf̈a∂p, R = g∂p, (3)

де fa = fa(t), g = g(t) — довiльнi диференцiйовнi функцiї змiнної t, точка означає
диференцiювання по t. В [5] здiйснена редукцiя рiвнянь НС (1) до звичайних
диференцiйних рiвнянь (ЗДР).

Нижче наводяться результати дослiджень з редукцiї рiвнянь НС до двовимiр-
них ДРЧП. Для побудови анзацiв i нових змiнних використанi тi алгебри з повного
набору нееквiвалентних двовимiрних пiдалгебр алгебри AG̃(1, 3), якi мiстяться в
лiнiйнiй оболонцi onepaтopiв ∂a i Ga. Результати зведенi до таблицi, яка дає повну
iнформацiю про анзаци i змiннi ω1 i ω2. Саме цi анзаци дозволяють редукувати
рiвняння НС до систем з двох незачеплених лiнiйних рiвнянь теплопровiдностi.

В таблицi v1, v2, v3, q є диференцiйовними функцiями iнварiантних змiнних
ω1 i ω2. Пiдставивши анзаци з таблицi в рiвняння НС, одержимо такi двовимiрнi
системи ДРЧП вiд змiнних ω1 та ω2:

1◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = 0, v2

1 + v3v2
2 − v2

22 = 0,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = 0.

2◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = − v1

ω1
, v2

1 + v3v2
2 − v2

22 = 0,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = − 1
ω1

.

3◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = − v1

ω1
, v2

1 + v3v2
2 − v2

22 = − v2

ω1
,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = − 2
ω1

.
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4◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = v2, v2

1 + v3v2
2 − v2

22 = 0,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = 0.

5◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 =

1
αω1

v2 − 1
ω1

, v2
1 + v3v2

2 − v2
22 = 0,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = − 1
ω1

.

6◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = − 1

ω1
v1, v2

1 + v3v2
2 − v2

22 = − 1
ω2

1

v1 − 1
ω1

v2,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = − 2
ω1

.

7◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 =

−ω1v
1 + v2

1 + ω2
1

, v2
1 + v3v2

2 − v2
22 = −v1 + ω1v

2

1 + ω2
1

,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = − 2ω1

1 + ω2
1

.

8◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = −B(ω1)((ω1 − α)v1 − v2), B(ω1) =

1
1 + ω1(ω1 − α)

,

v2
1 + v3v2

2 − v2
22 = −B(ω1)(v1 + ω1v

2), v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0,

v3
2 = −B(ω1)(2ω1 − α).

9◦. v1
1 + (v1 + ω1v

2)v1
2 − v2 − (1 + ω2

1)v1
22 + q2 = 0,

v2
1 + (v1 + ω1v

2)v2
2 − (1 + ω2

1)v2
22 + ω1q2 = 0,

v3
1 + (v1 + ω1v

2)v3
2 − (1 + ω2

1)v3
22 = 0, v1

2 + ω1v
2
2 = 0.

10◦. v1
1 +

(
v1 + ω1v

2 − 1
α

v3

)
v1
2 − v2 −

(
1 + ω2

1 +
1
α2

)
v1
22 + q2 = 0,

v2
1 +

(
v1 + ω1v

2 − 1
α

v3

)
v2
2 −

(
1 + ω2

1 +
1
α2

)
v2
22 + ω1q2 = 0,

v3
1 +

(
v1 + ω1v

2 − 1
α

v3

)
v3
2 −

(
1 + ω2

1 +
1
α2

)
v3
22 −

1
α

q2 = 0,

v1
2 + ω1v

2
2 − 1

α
v3
2 = 0.

11◦. v1
1 + (v1 + ω1v

2)v1
2 − v2 − (1 + ω2

1)v1
22 + q2 = 0,

v2
1 + (v1 + ω1v

2)v2
2 − (1 + ω2

1)v2
22 + ω1q2 = 0,

v3
1 + (v1 + ω1v

2)v3
2 +

1
ω1

v3 − (1 + ω2
1)v3

22 = 0, v1
2 + ω1v

2
2 +

1
ω1

= 0.

12◦. v1
1 + (v1 + (ω1 − γ)v2)v1

2 − v2 − (1 + (ω1 − γ)2)v1
22 + q2 = 0,

v2
1 + (v1 + (ω1 − γ)v2)v2

2 − (1 + (ω1 − γ)2)v2
22 + (ω1 − γ)q2 = 0,

v3
1 + (v1 + (ω1 − γ)v2)v3

2 +
1
ω1

v3 − (1 + (ω1 − γ)2)v3
22 = 0,

v1
2 + (ω1 − γ)v2

2 +
1
ω1

= 0.

13◦. v1
1 + (v2 + ω1v

3)v1
2 − (1 + ω2

1)v2
22 +

v1 − αv3

ω1 − λ
= 0,

v2
1 + (v2 + ω1v

3)v2
2 − v3 − (1 + ω2

1)v2
22 + q2 = 0,
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v3
1 + (v2 + ω1v

3)v3
2 − (1 + ω2

1)v3
22 + ω1q2 = 0, v2

2 + ω1v
3
2 +

1
ω1 − λ

= 0.

14◦. v1
1 +

ω2

ω1
v1
2 + fv1

2 − K(ω1)v1
22 + ω1q2 = v3,

v2
1 +

ω2

ω1
v2
2 + fv2

2 − K(ω1)v2
22 + αq2 = − v2

ω1
,

v3
1 +

ω2

ω1
v3
2 + fv3

2 − K(ω1)v3
22 + ω1(ω1 − λ)q2 = 0, f2 +

1
ω1

= 0,

f = ω1v
1 + αv2 + ω1(ω1 − λ)v3, K(ω1) = ω2

1 + α2 + ω2
1(ω1 − λ)2.

15◦. v1
1 +

ω2

ω1
v1
2 + fv1

2 − K(ω1)v1
22 + ω1q2 − α

ω1
v2 − v3 = 0,

v2
1 +

ω2

ω1
v2
2 + fv2

2 − K(ω1)v2
22 + (µ + α(ω1 − λ))q2 +

v2

ω1
= 0,

v3
1 +

ω2

ω1
v3
2 + fv3

2 − K(ω1)v3
22 + ω1(ω1 − λ)q2 = 0, f2 +

1
ω1

= 0,

f = ω1v
1 + (µ + α(ω1 − λ))v2 + ω1(ω1 − λ)v3,

K(ω1) = ω2
1 + µ + α(ω1 − λ))2 + ω2

1(ω1 − λ)2.

16◦. v1
1 + fv1

2 − K(ω1)v1
22 −

v3

α
− ω1q2 = 0,

v2
1 + fv2

2 − K(ω1)v2
22 + v1 +

ω1

α
v3 + q2 = 0,

v3
1 + fv3

2 − K(ω1)v3
22 −

ω2
1 + 1
α

q2 = 0, f2 = 0,

f = −ω1v
1 + v2 − ω2

1 + 1
α

v3, K(ω1) = 1 + ω2
1 +

(
ω2

1 + 1
α

)2

.

17◦. v1
1 + fv1

2 + gω2v
1
2 − K(ω1)v1

22 + µq2 = −−(ω1 − β)v1 + v2

1 + ω1(ω1 − β)
,

v2
1 + fv2

2 + gω2v
2
2 − K(ω1)v2

22 + µω1q2 =
−v1 − ω1v

2

1 + ω1(ω1 − β)
,

v3
1 + fv3

2 + gω2v
3
2 − K(ω1)v3

22 + (ω1(ω1 − β) + 1)q2 = 0, f2 + g = 0,

f = µv1 + µω1v
2 + (ω1(ω1 − β) + 1)v3, g =

2ω1 − β

1 + ω1(ω1 − β)
,

K(ω1) = µ2 + µ2ω2
1 + (ω1(ω1 − β) + 1)2.

18◦. v1
1 + fv1

2 + gω2v
1
2 − K(ω1)v1

22 + (λ(ω1 − β) + µ)q2 =
v2 − (ω1 − β)v1

1 + ω1(ω1 − β)
,

v2
1 + fv2

2 + gω2v
2
2 − K(ω1)v2

22 + (µω1 − λ)q2 =
−v1 − ω1v

2

1 + ω1(ω1 − β)
,

v3
1 + fv3

2 + gω2v
3
2 − K(ω1)v3

22 + (1 + ω1(ω1 − β))q2 = 0, f2 + g = 0,

f = (λ(ω1 − β) + µ)v1 + (µω1 − λ)v2 + (1 + ω1(ω1 − β))v3,

K(ω1) = (λ(ω1 − β) + µ)2 + (µω1 − λ)2 + (1 + ω1(ω1 − β))2,

g =
2ω1 − β

1 + ω1(ω1 − β)
.
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Нумерацiя рiвнянь 1◦–18◦ вiдповiдає нумерацiї анзацiв у таблицi. Нижнi iнде-
кси 1 i 2 означають диференцiювання за iнварiантними змiнними ω1 i ω2 вiдповiд-
но.

Heлiнiйнi редукованi системи 1◦–18◦ можна звести до лiнiйних рiвнянь те-
плопровiдностi. Покажемо, як це можна зробити на прикладi найбiльш простої
системи 1◦, з якої випливає

v3 = h(ω1), q = g(ω1)ω2 − ḣ(ω1)ω2, v1
1 + h(ω1)v1

2 − v1
22 = 0,

v2
1 + h(ω1)v2

2 − v2
22 = 0,

(4)

де h, g — довiльнi диференцiйовнi функцiї вiд ω1 = t, точка означає диференцю-
вання по t = ω1. Пiсля замiни змiнних

τ = ω1, z = ω2 + H(ω1), Ḣ = −h (5)

з рiвнянь (4) одержимо два незачеплених рiвняння теплопровiдностi

v1
τ − v1

zz = 0, v2
τ − v2

zz = 0. (6)

Таким чином, за розв’язками лiнiйних рiвнянь (6) будуються розв’язки нелi-
нiйного рiвняння НС (1)

u1 = v1(t, z), u2 = v2(t, z), u3 = −Ḣ(t), p = Ḧ(t)x3 + g(t), (7)

де z = x3 + H(t). Використовуючи перетворення, породженi операторами з нескiн-
ченновимiрної алгебри iнварiантностi рiвнянь НС (1), розв’язок (7) можна звести
до простiшого вигляду, зручного для розмноження. Дiйсно, зробимо замiну змiн-
них

t̃ = t, x̃1 = x1, x̃2 = x2, x̃3 = x3 + H(t), ũ1 = u1, ũ2 = u2,

ũ3 = u3 + Ḣ(t), p̃ = p − Ḧ(t)x3 − g(t).
(8)

Це перетворення належить групi симетрiї рiвнянь НС i зводить розв’язок (7) до
вигляду

ũ1 = v1(t, z), ũ2 = v2(t, z), ũ3 = 0, p̃ = 0, z = x̃3. (9)

Зробивши аналогiчнi викладки для рiвнянь 2◦–13◦, одержимо розв’язки рiвнянь
НС

2◦. u1 =
1
t
ϕ1(τ, z) +

x1

t
, u2 = ϕ2(τ, z), u3 = −x3

t
, p = −x2

3

t2
,

де τ = 1
3 t3, z = tx3.

Тут i надалi ϕ1, ϕ2 — диференцiйовнi функцiї змiнних τ i z, що задовольняють
лiнiйне piвняння теплопровiдностi

ϕ1
τ − ϕ1

zz = 0, ϕ2
τ − ϕ2

zz = 0.

3◦. u1 =
1
t
ϕ1(τ, z) +

x1

t
, u2 =

1
t
ϕ2(τ, z) +

x2

t
, u3 = −2

x3

t
,

p = −2
x2

3

t2
, τ =

1
5
t5, z = x3t

2.

4◦. u1 = ϕ1(τ, z) + tϕ2(τ, z), u2 = ϕ2(τ, z), u3 = 0,

p = 0, τ = t, z = x3.
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5◦. u1 =
1
αt

ϕ1(τ, z) +
1
α

ϕ2(τ, z) +
1
α

ϕ2(τ, z) +
1
t

(
x1 − x3

α

)
,

u2 = ϕ2(τ, z), u3 = −x3

t
, p = −x2

3

t2
, τ =

t3

3
, z = tx3.

6◦. u1 =
1
t
ϕ1(τ, z) +

x1

t
, u2 =

1
t
ϕ2(τ, z) +

1
t2

ϕ1(τ, z) +
x2

t
+

x1

t2
,

u3 = −2
x3

t
, p = −3

x2
3

t2
, τ =

t5

5
, z = t2x3.

7◦. u1 =
1

1 + t2
(ϕ1(τ, z) + tϕ2(τ, z) + tx1 − x2),

u2 =
1

1 + t2
(−tϕ1(τ, z) + ϕ2(τ, z) + x1 + tx2), u3 = − 2t

1 + t2
x3,

p =
1 − 3t2

(1 + t2)2
x2

3, τ =
t5

5
+

2t3

3
+ t, z = (1 + t2)x3.

8◦. α = 2 : u1 =
1
t2

((t − 1)ϕ1(τ, z) − tϕ2(τ, z) + (t − 1)x1 − x2),

u2 =
1
t2

(ϕ1(τ, z) + tϕ2(τ, z) + x1 + (t − 1)x2),

u3 = −2
x3

t
, p = −3

x2
3

t
, τ =

t5

5
, z = t2x3;

0 < α < 2 : β =
√

1 − (α/2)2, u1 =

((
β +

α

2β

(
t − α

2

))
ϕ1(τ, z) +

+ (t − α)ϕ2(τ, z) + (t − α)x1 − x2

)
/(t2 − αt + 1),

u2 =
(
− 1

β

(
t − α

2

)
ϕ1(τ, z) + ϕ2(τ, z) + x1 + tx2

)
/(t2 − αt + 1),

u3 = −(2t − α)x3/(t2 − αt + 1),
p = (1 − t2 − (t − α)2 − t(t − α))x2

3/(t2 − αt + 1)2,

τ =
t5

5
− α

2
t4 +

1
3
(2 + α2)t3 − αt2 + t, z = (t2 − αt + 1)x3;

α > 2 : β1 =
α

2
+

√(α

2

)2

− 1, β2 =
α

2
−
√(α

2

)2

+ 1,

u1 =
−β2ϕ

1(τ, z)
(β1 − β2)(t − β1)

+
β1ϕ

2(τ, z)
(β1 − β2)(t − β2)

+
(t − α)x1 − x2

t2 − αt + 1
,

u2 =
ϕ1(τ, z)

(β1 − β2)(t − β1)
− ϕ2(τ, z)

(β1 − β2)(t − β2)
+

x1 + tx2

t2 − αt + 1
,

u3 = −(2t − α)x3/(t2 − αt + 1),
p = (1 − t2 − (t − α)2 − (t − α)t)x2

3/(t2 − αt + 1)2,

τ =
t5

5
− α

2
t4 +

1
3
(2 + α2)t3 − αt2 + t, z = (t2 − αt + 1)x3.

9◦. u1 = − t

1 + t2
ϕ2

z(τ, z) − x2, u2 =
1

1 + t2
ϕ2

z(τ, z), u3 = ϕ1(τ, z),

p =
2

(1 + t2)2
ϕ2(τ, z), τ =

1
3
t3 + t, z = x1 + tx2.
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10◦. u1 =
1
α

ϕ1(τ, z) +
(
− 1

β2

t

t2 + β2
+

1
α2β2

arctg
t

β

)
ϕ2

z(τ, z) − x2,

u2 =
ϕ2

z(τ, z)
t2 + β2

, u3 =
1

αβ2

(
t

t2 + β2
+

1
β

arctg
t

β

)
ϕ2

z(τ, z),

p =
2

(t2 + β2)2
ϕ2(τ, z), β =

√
1 +

1
α2

, τ =
1
3
t3 +

(
1 +

1
α2

)
t,

z = x1 + tx2 − x3

α
.

11◦. u1 = − 1
1 + t2

(ϕ2
z(τ, z) + 2tx1 − 2x2) − x1

t
,

u2 =
1

1 + t2
(ϕ2

z(τ, z) − 2x1 − 2tx2), u3 =
1
t
ϕ1(τ, z) +

x3

t
,

p =
2

t(1 + t2)2
ϕ2(τ, z) − 1 + 3t2

t2(1 + t2)2
(x1 + tx2)2, τ =

t5

5
+

t3

3
,

z = t(x1 + tx2).

12◦. u1 = − t − γ

1 + (t − γ)2
(
ϕ2

z(τ, z) +
(γ

t
− 2
)

(x1 + (t − γ)x2)
)
− x1

t
+

+
(γ

t
− 2
)

x2,

u2 =
1

1 + (t − γ)2
(
ϕ2

z(τ, z) +
(γ

t
− 2
)

(x1 + (t − γ)x2)
)

,

u3 =
1
t
ϕ1(τ, z) +

x3

t
,

p =
2ϕ2(τ, z)

t(1 + (t − γ)2)2
+

(x1 + (t − γ)x2)2

1 + (t − γ)2

( γ
t − 2

1 + (t − γ)2
− 1

t2

)
,

τ =
t5

5
− γ

2
t4 + (1 + γ2)

t3

3
, z = t(x1 + (t − γ)x2).

13◦. u1 =
1

t − λ
(ϕ1(τ, z) + α(arctg t)ϕ2

z(τ, z) + x1 − αx3) + α(x2 + tx3) ×

×
(

− 2
(1 + λ2)2

ln |t − λ| + λ

1 + λ2

1
t − λ

+
1

(1 + λ2)2
ln |1 + t2| +

+
λ3 + 3λ

(1 + λ2)2
arctg t

)
,

u2 = − t

1 + t2
ϕ2

z(τ, z) +
1

(1 + t2)(t − λ)
((2t − λ)x3 + (t2 − λt − 1)x2),

u3 =
1

1 + t2

(
ϕ2

z(τ, z) − 2t − λ

t − λ
(x2 + tx3)

)
,

p =
2

(t − λ)(1 + t2)
ϕ2(τ, z) − (x2 + tx3)2

(t − λ)2(1 + t2)
((2t − λ)(t − λ) + 1),

τ =
t5

5
− λ

t4

2
+

1
3
(1 + λ2)t3 − λt2 + λ2t, z = (t − λ)(x2 + tx3).

Для систем 14◦–18◦ знайти явний вигляд замiни змiнних, яка зводить до пар
рiвнянь теплопровiдностi, не вдалось, бо їх пошук пов’язаний з розв’язанням до-
статньо складних систем ЗДР. Наприклад, у найпростiшому з останнiх випадку
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16◦ одержимо

u1 =
(

Y i(t)
t2 + 1

− tZi(t)
t2 + 1 + α2

)
ϕi

z(τ, z) − x3

α
,

u2 =
(

tY i(t)
t2 + 1

+
Zi(t)

t2 + 1 + α2

)
ϕi

z(τ, z) + x1 +
tx3

α
,

u3 = α
Zi(t)

t2 + 1 + α2
ϕi

z(τ, z),

p = − 2α2ϕi(τ, z)
(t2 + 1)(t2 + 1 + α2)

(
Y i(t)
t2 + 1

+
tZi(t)

t2 + 1 + α2

)
,

де

z = −tx1 + x2 − t2 + 1
α

x3, τ =
1
α2

(
t5

5
+ (2 + α2)

t3

5
+ (1 + α2)t

)
,

а Y i(t)), Zi(t)), i = 1, 2 — фундаментальна система розв’язкiв рiвнянь

Ẏ (t) = 2Z/(t2 + 1 + α2), Ż(t) = −2Y/(t2 + 1). (10)

Для систем 14◦–18◦ також можна виписати вирази типу (10), але через гро-
мiздкiсть ми їх не наводимо.

Зауваження 1. Можна говорити, що для деяких множин розв’язкiв нелiнiйного
рiвняння НС (1) виконується деякий принцип суперпозицiї, оскiльки розв’язок
нелiнiйних рiвнянь НС (1) одержуємо з розв’язкiв лiнiйних рiвнянь теплопровiд-
ностi.

Зауваження 2. Алгебрами 1◦–18◦ не вичерпуються вci можливi нееквiвален-
тнi пiдалгебри алгебри AG̃(1, 3), для яких “лiнеаризуються” редукованi рiвняння,
одержанi за їx допомогою.

Зауваження 3. Одержанi результати легко узагальнюються на деякi двовимiрнi
пiдалгебри з A∞. Наприклад, розглянемо пiдалгебру з базисними елементами

Q1 = E(t)∂1 + Ė(t)∂u1 − Ë(t)x1∂p, Q2 = F (t)∂2 + Ḟ (t)∂u2 − F̈ (t)x2∂p, (11)

де E(t), F (t) — деякi гладкi ненульовi функцiї змiнної t. Вiдповiдний їй анзац має
вигляд

u1 = v1(ω1, ω2) + Ėx1/E, u2 = v2(ω1, ω2) + Ḟ x2/F, u3 = v3(ω1, ω2),

p = q(ω1, ω2) − 1
2
Ëx2

1/E − 1
2
F̈ x2

2/F,
(12)

де iнвapiaнтнi змiннi ω1 = t i ω2 = x3. Пiдставимо анзац (12) у рiвняння (1)
i проробимо з одержаною системою обчислення, аналогiчнi наведеним вище для
системи 1◦. Тут ми випишемо лише кiнцевий вираз для розв’язку рiвнянь НС (1),
одержаний за допомогою анзацу (12)

u1 = (ϕ1(τ, z) + Ė(t)x1)/E(t), u2 = (ϕ2(τ, z) + Ḟ (t)x2)/F (t),

u3 = −(Ė(t)/E(t) + Ḟ (t)/F (t))x3, p =
1
2
Ë(t)x2

1/E(t) − 1
2
F̈ (t)x2

2/F (t) +

+
x2

3

2
((Ë(t) − 2Ė(t))/E2(t) + (F̈ (t) − 2Ḟ 2(t))/F 2(t)),

де τ =
∫

E2(t)F 2(t)dt, z = E(t)F (t)x3.
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