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Условная симметрия и точные решения
уравнения нелинейной акустики
В.И. ФУЩИЧ, П.И. МИРОНЮК

1. Рассматривается нелинейное уравнение

u01 − (uu1)1 − u22 − u33 − f(u) = 0, (1)

ui ≡ ∂u
∂xi
, uij ≡ ∂2u

∂xi∂xj
, f(u) — гладкая функция, частным случаем которого

есть уравнение нелинейной акустики ограниченных звуковых пучков (уравнение
Хохлова–Заболотской) [1]

u01 − (uu1)1 − u22 − u33 = 0. (1′)

Групповые свойства уравнения (1) описываются следующей теоремой.

Теорема 1. Максимальной (в смисле Ли) группой инвариантности уравне-
ния (1) при произвольной функции f(u)) есть 7-параметрическая группа —
ядро основних групп (ЯОГ). Базисные оператори алгебры Ли ЯОГ имеют вид:
Xj+1 = ∂j, j = 0, 3, X5 = x3∂2 − x2∂3, X6 = x2∂1 + 2x0∂2, X7 = x3∂1 + 2x0∂3.

Расширение ЯОГ возможно лишь при таких специализациях функции f(u):

1) f(u) = ±eku, k �= 0, k = const.

К ЯОГ прибавляется оператор X8 = kxl∂l + 2(x0∂1 − ∂u), xl = xl (здесь и ниже
по повторяющимся латинским индексам подразумевается суммирование от 0
к 3, а по греческим — от 0 к 4).

2) f(u) = ±(um)k, k �= 0, k,m = const.

К ЯОГ прибавляется оператор X8 = kxl∂l + 2(mx0 − x1)∂1 − x2∂2 − x3∂3 − 2(u+
m)∂u.

3) f(u) = λ, λ ∈ {0; 1;−1}
В этом случае уравнение (1) инвариантно относительно бесконечноизмеримой
алгебры Ли, базис которой можно задать в таком виде:

Y1,2 = 5
∫
p1,2(x0)∂0 + p1,2(x0)

[
3
4

(
x2

2 + x2
3

)
∂1 − x1∂u

]
+

+ p1,2(x0)
[
x1∂1 + 3x2∂2 + 3x3∂3 −

(
4u+

3
4
λ

(
x2

2 + x2
3

))
∂u

]
,

где p1,2 — линейно независимые решения уравнения p′′ = λp,

Y3 = ∂0, Y4 = x3∂2 − x2∂3, Y5 = 2x1∂1 + x2∂2 + x3∂3 + 2u∂u,

Y6(A) = A′x2∂1 + 2A∂2 −A′′x2∂u, Y7(B) = B′x3∂1 + 2B∂3 −B′′x3∂u,

Y8(C) = C∂1 − C ′∂u,

(2)
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A, B, C — произвольные гладкие функции x0, штрихами обозначены соответ-
ственные производные.

Заметим, что операторы Y3, Y4, Y6

(
1
2

)
, Y7

(
1
2

)
, Y8(1), Y6(x0), Y7(x0) дают ЯОГ.

В [2] построены операторы условной инвариантности и на их основании полу-
чены точные решения уравнения (1′) при дополнительном условии

u0u1 − uu2
1 − u2

2 − u2
3 = κ, (3)

если κ = 0.
Ниже исследуется условная инвариантность уравнения (1′) дополнительным

условием (3) при κ = ±1, а также рассматривается вопрос Q-условной инвариан-
тности этого уравнения (о условной и Q-условной симметрии см. [3, 4]). При по-
мощи операторов уссловной инвариантности проводится редукция уравнения (1′) к
уравнению с меньшим числом независимых переменных, а также строятся точные
решения этого уравнения.

2. Исследуем сначала симметрию дополнительного условия (3).

Теорема 2. Максимальная локальная группа инвариантности уравнения (3)
при κ = 1 — 21-параметрическая группа. Базисные операторы соответствен-
ной алгебры Ли имеют вид:

Xµ+1 = ∂µ, µ = 0, 3, X5 = x3∂2 − x2∂3, X6 = x2∂1 + 2x0∂2,

X7 = x3∂1 + 2x0∂3, X8 = x0∂1 − ∂u, X9 = x0x2∂1 +
(
u+ x2

0

)
∂2 − x2∂u,

X10 = x0x3∂1 +
(
u+ x2

0

)
∂3 − x3∂u, X11 =

(
u− x2

0

)
∂1 + 2x0∂u,

X12 = x0∂0 +
(

2
3
x3

0 − 2ux0 − x1

)
∂1 − 2x2

0∂u,

X13 = x2∂0 + x2

(
x2

0 − u
)
∂1 + 2

(
x1 + ux0 +

1
3
x3

0

)
∂2 − 2x0x2∂u,

X14 = x3∂0 + x3

(
x2

0 − u
)
∂1 + 2

(
x1 + ux0 +

1
3
x3

0

)
∂3 − 2x0x3∂u,

X15 =
(
u+ x2

0

)
∂0 −

(
2x0x1 + u2 + 2ux2

0 −
1
3
x4

0

)
∂1 + 2

(
x1 − 2

3
x3

0

)
∂u,

X16 =
(

2x1 + ux0 − 1
3
x3

0

)
∂1 + x2∂2 + x3∂3 +

(
u+ x2

0

)
∂u,

X17 = 4x2
0∂0 +

(
x2

2 + x2
3 + +x4

0 + u2 − 6x2
0u

)
∂1 + 4x0(x2∂2 + x3∂3) +

+ 4x0

(
u− x2

0

)
∂u,

X18 = x0

(
u+ x2

0

)
∂0 +

[(
u− x2

0

)
∂1 +

1
2
x0

(
x2

2 + x2
3 − u2

)− 5
3
x3

0u+
1
6
x5

0

]
∂1 +

+
(
u+ x2

0

)
(x2∂2 + x3∂3) +

[
2x0x1 + x2

0u− 1
2

(
x2

2 + x2
3 − u2

) − 5
6
x4

0

]
∂u,

X19 = x0x2∂0 + x2

(
x1 − ux0 +

1
3
x3

0

)
∂1 +

+
[
2x0x1 +

1
2

(
x2

2 − x2
3 − u2

)
+ ux2

0 +
1
6
x4

0

]
∂2 + x2x3∂3 +

(
u− x2

0

)
∂u,

(4)
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X20 = x0x3∂0 + x3

(
x1 − ux0 +

1
3
x3

0

)
∂1 + x2x3∂2 +

+
[
2x0x1 − 1

2
(
x2

2 − x2
3 + u2

)
+ ux2

0 +
1
6
x4

0

]
∂3 +

(
u− x2

0

)
x3∂u,

X21 =
(
x2

2 + x2
3 + u2 + 2ux0 + x4

0

)
∂0 +

[
4x2

1 + 4ux0x1 − 4
3
x3

0x1 − u3 −

− x2
0u

2 − 5
3
x4

0u+
1
9
x6

0 +
(
x2

0 − u
) (
x2

2 + x2
3

)]
∂1 +

+ 4
(
x1 + ux0 +

1
3
x3

0

)
(x2∂2 + x3∂3) +

+
[
4ux1 + 4x2

0x1 +
4
3
x3

0u− 2x0

(
x2

2 + x2
3 − u2

) − 2
3
x5

0

]
∂u.

Доказательство теорем проводится методом Ли [4].
Как известно [4], максимальной локальной группой инвариантности эйкональ-

ного уравнения

v2
0 − v2

1 − v2
2 − v2

3 = 1, (5)

v = v(y0, y1, y2, y3), vl = ∂v
∂yl , l = 0, 3 есть 21-параметрическая конформная группа

C(1, 4), базисные элементы алгебри Ли AC(1, 4) которой имеют вид

Pα =
∂

∂yα
, Jαβ = yαPβ − yβPα, D = yαPα, (6)

Kα = 2yαD − s2Pα, (7)

где α, β = 0, 4, y4 = v, yα = gαβy
β , gαβ = (1,−1, . . . ,−1)δαβ , s2 = yαyα ≡

y2
0 − y2

1 − y2
3 − y2

4 , и удовлетворяют коммутационным соотношениям

[Pα, Pβ ] = 0, [Pα, Jβρ] = gαβPρ − gαβPβ , [Pα,D] = Pα,

[Jαβ , Jρσ] = gασJβρ + gβρJασ − gαρJβσ − gβσJαρ, [Jαβ ,D] = 0,
[Kα,Kβ ] = 0, [Kα, Jβρ] = gαβKρ − gαρKβ ,

[Pα,Kβ ] = 2(gαβD − Jαβ), [D,Kα] = Kα.

(8)

Выясним вопрос о взаимосвязи алгебр (4) и (6), (7).

Теорема 3. Алгебра (4) изоморфная конформной алгебре AC(1, 4), заданной
соотношениями (6)–(8).

Доказательство. Положим в (6), (7)

y0 =
1√
2

(
x0 + 2x1 + 2ux0 +

2
3
x3

0

)
,

y1 =
1√
2

(
x0 − 2x1 − 2ux0 − 2

3
x3

0

)
,

y2 = x2, y3 = x3, y4 ≡ v = u+ x2
0;

(9)
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P0 =
1√
2

[
−∂0 +

(
u− x2

0 −
1
2

)
∂1 + 2x0∂u

]
,

P1 =
1√
2

[
−∂0 +

(
u− x2

0 +
1
2

)
∂1 + 2x0∂u

]
,

P2 = −∂2, P3 = −∂3, P4 = x0∂1 − ∂u.

(10)

Вычисляя по формулам (6), (7) операторы Jαβ , D, Kα, легко убедиться, что
они есть линейными комбинациями операторов Xi (4), и наоборот, а также, что
выполняются коммутационные соотношения (8).

Следствие 1. Уравнение (3) при κ = 1 заменой (9) сводится к уравнению (5).
Действительно, используя (9), имеем

u1 =
∂u

∂x1
=

∂

∂x1

(
v − x2

0

)
=

∂v

∂yl

∂yl

∂x1
=

√
2x0(v0 − v1)u1 +

√
2(v0 − v1),

vl = ∂v
∂yl , откуда u1 =

√
2(v0−v1)

1+
√

2(v1−v0)x0
. Аналогично вычисляя u0, u2, u3, после под-

становки в (3) и упрощений получаем (5).
Аналогично теоремам 1–3 доказывается

Теорема 4. Максимальная локальная группа инвариантности уравнения (3)
при κ = −1 — 21-параметрическая конформная группа C(2, 3).
Аналог операторов (4) вследствие громоздкости приводить не будем. Базис

алгебры Ли AC(2, 3) имеет вид (6), (7), причем соответственные преобразования
(9), (10) задаются формулами

y0 =
1√
2

(
x0 + 2x1 + 2ux0 − 2

3
x3

0

)
,

y1 =
1√
2

(
x0 − 2x1 − 2ux0 +

2
3
x3

0

)
,

y2 = x2, y3 = x3, y4 ≡ v = u− x2
0;

(9′)

P0 =
1√
2

[
−∂0 +

(
u− x2

0 −
1
2

)
∂1 − 2x0∂u

]
,

P1 =
1√
2

[
−∂0 +

(
u− x2

0 +
1
2

)
∂1 − 2x0∂u

]
,

P2 = −∂2, P3 = −∂3, P4 = x0∂1 − ∂u.

(10′)

gαβ имеет сигнатуру (+ −−− +).
Следствие 2. Уравнение (3) при κ = −1 заменой (9′) сводится уравнению

v2
0 − v2

1 − v2
2 − v2

3 = −1. (5′)

3. Теорема 5. Уравнение (1′) при дополнительном условии (3) инвариантно
относительно 16-параметрической группы, изоморфной группе P̃ (1, 4) при κ =
1 и P̃ (2, 3) при κ = −1, (P̃ (1, 4), P̃ (2, 3) — расширенные группы Пуанкаре в
5-измеримом пространстве). Базисные элементы алгебр Ли AP̃ (1, 4) и AP̃ (2, 3)
имеют соответственно вид (6), (9), (10) и (6), (9′), (10′).
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Заметим, что алгебры AP̃ (1, 4) и AP̃ (2, 3) есть максимальными (в смысле Ли)
алгебрами инвариантности системы (1′), (3) с κ = ±1.
Следствие 3. Система (1′), (3) заменой (9) при κ = 1 ((9′) при κ = −1) сводится
к системе:

v00 − v11 − v22 − v33 = 0,
v2
0 − v2

1 − v2
2 − v2

3 = κ.
(11)

Действительно, вычисляя uαβ через vαβ , vα, v, yα при помощи формул (9)
или (9′) и подставляя в (1′), после упрощений получим уравнение

1
A

(v00 − v11 − v22 − v33) +
1
A3

[
2x2

0(v00 − 2v01 + v11) +

+ 2
√

2Ax0

(
∂

∂y0
− ∂

∂y1

) ] (
v2
0 − v2

1 − v2
2 − v2

3 − κ

)
= 0.

(12)

где A ≡ 1 +
√

2x0(v1 − v0), x0 выражается через (yα, v) по формула (9) или (9′).
С (12) видно, что при выполнении дополнительного условия (3) получаем систе-
му (11).

Замечание 1. С уравнения (12) получается еще другое дополнительное условие
v0 − v1 = 0, которое также сводит (12) к уравнению д’Аламбера. Этому условию в
пространстве (x, u) соответствует условие u1 = 0.
Замечание 2. Операторы X9–X16 с (4) не входят в алгебру инвариантности урав-
нения (1′), они есть операторами симметрии этого уравнения лишь при выпол-
нении дополнительного условия (3). Это означает, что уравнение (1′) без допол-
нительного условия (3) не инвариантно относительно группы P̃ (1, 4) или P̃ (2, 3),
поэтому для решений уравнения (1′) не выполняется принцип относительности
Лоренца–Пуанкаре–Эйнштейна. С теоремы 5 следует, что из множества всех ре-
шений уравнения (1′) дополнительным условием (3) выделяется подмножество,
для элементов которого указанный принцип выполняется.

Замечание 3. Используя теоремы 2, 3 работы [2], можно получить замену

y0 =
1√
2
(x0 + 2x1 + 2ux0), y1 =

1√
2
(x0 − 2x1 − 2ux0),

y2 = x2, y3 = x3, y4 ≡ v = u,

(13)

при помощи которой уравнение (3) при κ = 0 сводится к уравнению v2
0 − v2

1 − v2
2 −

v2
3 = 0, а соответственная система (1′), (3) — к системе (11) с κ = 0.
4. Исследуем Q-условную инвариантность уравнения (1′) в классе операторов

первого порядка

Q = ξl(x, u)∂l + η(x, u)∂u, (14)

l = 0, 3, x = (x0, x1, x2, x3).
Теорема 6. Уравнение (1′) Q-условно инвариантно относительно оператора

Q = 3∂1 + (a− bx1)∂u, (15)
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если функции a = a(x0, x2, x3), b = b(x0, x2, x3) удовлетворяют системе уравне-
ний:

b22 + b33 = b2, a22 + a33 + b0 − ab = 0. (16)

Никаких других операторов Q-условной инвариантности класса (4) (кроме
операторов вида R = f(x, u)X, где f(x, u) — некоторая функция, X — опера-
тор симметрии уравнения (1′)) уравнение Хохлова–Заболотской (1′) не имеет.
Теорема 6 доказывается по схеме, приведенной в [4]. Заметим, что в ходе

доказательства теоремы 6 кроме оператора Q-условной инвариантности (15) полу-
чаются и все операторы (2) лиевской симметрии уравнения (1′).

5. Перейдем к построению точных решений уравнения (1′). Учитывая следствие
3 и замечание 3, получаем, что произвольное точное решение системы (11) в про-
странстве переменных (y, v) порождает соответственное точное решение системы
(1′), (3) (а значит, и уравнения Хохлова–Заболотской (1′)).
Система типа (11) играет важную роль в теории пуанкаре-инвариантных диф-

ференциальных уравнений в частных производных [5], поэтому вопросы ее совме-
стности и построения точных решений детально изучены (см. [5] и цитированную
там литературу).
В [6] показано, что произвольное решение системи (11) при κ = 0 (как ком-

плексное, так й действительное) можно получить из формулы Бейтмена–Смирно-
ва–Соболева

ψ(v) = ϕi(v)yi, (17)

где ψ(v) — произвольная гладкая функция, ϕi(v) = ϕj(v)gij , gij = (1,−1,−1,
−1)δij , ϕj(v) — гладкие функции, удовлетворяющие условию ϕj(v)ϕj(v) = 0, а та-
кже в виде

v = F (aiy
i, biy

i), (18)

где ai = ajgij , bi = bjgij , aj , bj — постоянные, удовлетворяющие условиям ajb
j =

aja
j = bjb

j = 0, F — произвольная гладкая функция.
Переходя в (17), (18) к переменным (x, u), по формулам (13) получим классы

точных решений (1′), заданных в неявном виде.
Заметим, что в классе, заданном формулой (17), содержатся как действитель-

ные, так и комплексные решения, а в классе (18) действительные решения исчер-
пываются формулой v = Φ(aiy

i), aia
i = 0, Φ — произвольная гладкая функция;

все остальные решения этого класса являются комплексными.
В [5] построено в параметрическом виде общее решение системы (11) при κ =

±1. Там же рассмотрен ряд случаев, когда решения этой системы можно задать
в явном или неявном виде. Для примера приведем два класса точных решений
системы (1′), (3) при κ = −1 и κ = 1.
1) κ = −1.

u = x2
0 +

1√
2

(
x0 − 2x1 − 2ux0 +

2
3
x3

0 + c1

)
cosϕ(z) + x2 sinϕ(z) + ψ(z),

где z = 1√
2

(
x0 + 2x1 + 2ux0 − 2

3x
3
0

)
+ x3 + c2; c1, c2 — произвольные постоянные;

ϕ(z), ψ(z) — произвольные гладкие функции.



256 В.И. Фущич, П.И. Миронюк

2) κ = 1.

1√
2

(
x0 + 2x1 + 2ux0 +

2
3
x3

0 + c1

)
+

1√
2

(
x0 − 2x1 − 2ux0 − 2

3
x3

0 + c2

)
×

× sinϕ(z) + (x1 + c3) cosϕ(z) + ψ(z) = 0,

z = i
(
u+ x2

0

)
+ x3 + c4, i2 = −1, cj = const, j = 1, 4, ϕ(z), ψ(z) — произвольные

гладкие функции.
Широкий класс точных решений уравнения (1′) можно построить при помо-

щи оператора Q-условной инвариантности (15). Этому оператору соответствует
анзац [4]

u =
1
3
a(x0, x2, x3)x1 − 1

6
b(x0, x2, x3)x2

1 + ϕ(x0, x2, x3). (19)

Подставляя (19) в (1′), после упрощений получаем на функции a, b, ϕ систему
уравнений в частных производных:

b22 + b33 = b2, a22 + a33 + b0 − ab = 0,

ϕ22 + ϕ33 − 1
3
bϕ− 1

3
a0 +

1
9
a3 = 0,

(20)

решив которую, получим согласно (19) точное решение уравнения (1′).
Характерной особенностью анзаца (19) является то, что при его помощи про-

водится редукция по независимым и антиредукция по зависимым переменным
(от одного уравнения в пространстве (x0, x1, x2, x3, u) переходим к системе трех
уравнений в пространстве (x0, x2, x3, a, b, ϕ)). Понятно, что построить точные ре-
шения системы (20) проще, нежели уравнения (1′), поскольку практически только
первое уравнение в (20) нелинейное, а переменная x0 фактически играет роль
параметра. В [7] исследована симметрия и построены точные решения уравнения
b22 + b33 = bk. Подставив полученные там решения во второе уравнение систе-
мы (20), будем иметь линейное уравнение для нахождения функции a(x0, x2, x3),
решив которое (построив частные решения), для ϕ получаем также линейное урав-
нение.
Классы точных решений системы (20) можно построить и на основании ее

симметрии, которая описывается следующей теоремой.

Теорема 7. Максимальной группой инвариантности системы (20) является
бесконечнопараметрическая группа, базисные операторы алгебры Ли которой
имеют вид:

X1 = ∂0, X2 = x3∂2 − x2∂3, X3 = x0∂0 − a∂a − 2ϕ∂ϕ,

X4 = x2∂2 + x3∂3 − 2b∂b + 2ϕ∂ϕ,

X5 =
5
12
x2

0∂0 +
1
2
x0(x2∂2 + x3∂3) − x0b∂b −

−
[
5
6
ax0 − 1

8
(
x2

2 + x2
3

)
b+

1
2

]
∂a −

[
2
3
x0ϕ+

1
24

(
x2

2 + x2
3

)
a

]
∂ϕ,

X(A) = 2A∂2 +A′x2b∂a −
(

1
3
A′x2a+A′′x2

)
∂ϕ,

X(B) = 2B∂3 +B′x3b∂a −
(

1
3
B′x3a+B′′x3

)
∂ϕ,

(21)
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X(C) = Cb∂a −
(

1
3
Ca+ C ′

)
∂ϕ,

где A, B, C — произвольные функции от x0, ∂a = ∂
∂a , ∂b = ∂

∂b , ∂ϕ = ∂
∂ϕ .

Построив по операторам (21) соответственные анзацы [4], редуцируем систе-
му (20) к системе трех уравнений с двумя независимыми переменными.
Приведем для иллюстрации решения уравнения (1′) вида

u = −1
6
W (xi)x2

1 + ϕ(x0, x2, x3), (22)

где W (xi), i = 2, 3 — функция Вейерштрасса, являющаяся решением уравнения
d2W (xi)

dx2
i

= W 2, а ϕ — решением линейного уравнения ϕ22 + ϕ33 − 1
3W (xi)ϕ =

0, в котором переменная x0 является параметром. Эти решения неинвариантны
относительно алгебры инвариантности уравнения (1′), поэтому их нельзя получить
классическим методом Ли.
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