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Связные подгруппы
конформной группы C(1, 4)

А.Ф. БАРАННИК, Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

Предложен метод описания максимальных подалгебр ранга r, 1 ≤ r ≤ 4, конформ-
ной алгебры AC(1, 4), являющейся максимальной алгеброй инвариантности уравне-
ния эйконала. С помощью этого метода проведена классификация с точностью до
C(1, 4)-эквивалентности всех максимальных подалгебр L ранга 1, 2, 3 и 4 алгебры
AC(1, 4), удовлетворяющих условию L∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉, где V — пространство
трансляций.
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инвариантно относительно конформной группы C(1, 4) пространства Минковского
R1,4 с метрикой x2

0 − x2
1 − x2

3 − x2
4, где x4 = u [1]. Применение методов группового

анализа для построения точных решений уравнения (1) связано с задачей выделе-
ния в группе C(1, 4) связных подгрупп, удовлетворяющих заданным требованиям.
Изучение связных подгрупп группы C(1, 4) сводится к изучению подалгебр соо-
тветствующей алгебры Ли AC(1, 4). Систематическое изучение подалгебр алгебр
преобразований квантовой механики начато в основополагающей работе Патеры,
Винтериитца и Цассенхауза [2], в которой предложен метод для описания отно-
сительно определенной сопряженности классов подалгебр конечномерной алгебры
Ли с нетривиальным разрешимым идеалом и, в частности, с нетривиальным абе-
левым идеалом.
Этим методом проведена классификация подалгебр произвольных веществен-

ных трех- и четырехмерных алгебр Ли [3] и таких алгебр: AP (1, 3) [2], AP̃ (1, 3) [4],
AP̃ (1, 2) [5], AE(3) [6], AO(1, 4) [7], AO(2, 3) [8], AOpt(1, 2) [8], AOpt(1, 3) [9],
AP (1, 4) [10–13]. Подалгебры конформной алгебры AC(1, 4) изучены с точностью
до C(1, 4)-сопряженности в работе [14].
В настоящей работе предложен новый метод для классификации подалгебр

алгебры инвариантности AC(1, 4) уравнения (1). Он основан на том, что подал-
гебры алгебры AC(1, 4) изучаются с точностью до C(1, 4)-эквивалентности. Две
подалгебры L1, L2 ⊂ AC(1, 4) называются эквивалентными, если для некоторого
g ∈ C(1, 4) подалгебры gL1g

−1 и L2 обладают одними и теми же инвариантами.
Классификацию всех подалгебр конформной алгебры проводим по рангам. Две
максимальные подалгебры L1, L2 данного ранга r эквивалентны тогда и только
тогда, когда L1 и L2 C(1, 4)-сопряжены. Таким образом, в классе всех подал-
гебр алгебры AC(1, 4), эквивалентных между собой, существует с точностью до
C(1, 4)-сопряженности только одна максимальная подалгебра. В работе предложен
метод, с помощью которого подалгебры данного рода можна полностью описать.
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Указанный метод основан на разложении пространства трансляций в ортогональ-
ную сумму подпространств и на разбиении множества всех подалгебр алгебры
AC(1, 4) на классы, каждый из которых характеризуется изотропным рангом. В
ходе решения задачи получено также описание максимальных подалгебр расши-
ренной алгебры Пуанкаре AP̃ (1, 4) и решена задача о конформной сопряженности
подалгебр алгебры AP̃ (1, 4).
2. Конформная группа C(1, 4) и ее алгебра Ли. Пусть R1,4 — пространство

Минковского с метрикой gαβ , где gαβ = 0 при α �= β, α, β = 0, 1, . . . , 4, g00 =
−g11 = · · · = −g44 = 1. Отображение xi = xi(y0, y1, . . . , y4), i = 0, 1, . . . , 4, области
U ⊂ R1,4 в U называется конформным, если

∂xk

∂yα
gkl ∂xl

∂yβ
= λ(x)gαβ ,

где λ(x) �= 0, x = (x1, . . . , x4). Множество всех конформных преобразований про-
странства R1,4 образует группу C(1, 4).
Пусть O(2, 5) — группа изометрий псевдоевклидова пространства R2.5 с метри-

кой ρab, где ρab = 0 при a �= b, a, b = 1, 2, . . . , 7, ρ11 = ρ22 = −ρ33 = · · · = −ρ77 = 1.
Известно (см., например [14]), что существует гомоморфизм ϕ: O(2, 5) → C(1, 4),
сопоставляющий матрице C ∈ O(2, 5) конформное преобразование ϕC пространс-
тва R1,4. Ядро гомоморфизма ϕ состоит из ±E7, где E7 — единичная матрица
порядка 7. Поэтому часто отождествляют C(1, 4) c O(2, 5).
Гомоморфизм ϕ: O(2, 5) → C(1, 4) индуцирует изоморфизм f алгебры AO(2, 5)

на алгебру AC(1, 4). Если отождествить алгебры AO(2, 5) и AC(1, 4), то группа
O(2, 5)-автоморфизмов алгебры AO(2, 5) совпадает с группой C(1, 4)-автоморфиз-
мов алгебры AC(1, 4). Выпишем изоморфизм f в явном виде. Пусть Iab — матрица
порядка 7, имеющая единицу на пересечении a-й строки и b-го столбца и нули на
всех остальных местах (a, b = 1, . . . , 7). Базис алгебры AO(2, 5) образуют матрицы
Ω12 = I12 − I21, Ωab = −Iab + Iab, a < b; a, b = 3, . . . , 7, Ωia = −Iia − Iai, i = 1, 2;
a = 3, . . . , 7. Они связаны такими коммутационными соотношениями:

[ΩabΩcd] = ρadΩbc + ρbcΩad − ρacΩbd − ρbdΩac, a, b, c, d = 1, . . . , 7.

Базис алгебры AC(1, 4) составляют генераторы псевдовращений Jαβ , α, β =
0, 1, . . . , 4, трансляций (сдвигов) Pα, нелинейных конформных преобразований Kα,
α = 0, 1, . . . , 4, и дилатации D. Они удовлетворяют коммутационным соотношени-
ям [14]

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ− gαγJβδ− gβδJαγ , [Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ ,

[Pα, Pβ ] = 0, [Kα, Jβγ ] = gαβKγ − gαγKβ , [Kα,Kβ ] = 0,
[D,Pα] = Pα, [D,Kα] = −Kα, [D,Jαβ ] = 0, [Kα, Pβ ] = 2(gαβD − Jαβ),

(2)

где g00 = −g11 = · · · = −g44 = 1, gαβ = 0 при α �= β, α, β, γ, δ = 0, 1, . . . , 4.
Изоморфизм f : AO(2, 5) → AC(1, 4) задается таким образом:

f(Ωα+2,β+2) = Jαβ , f(Ω1,α+2 − Ωα+2,7) = Pα,

f(Ω1,α+2 + Ωα+2,7) = Kα, f(Ω17) = −D, α, β = 0, 1, . . . , 4.
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В дальнейшем будем отождествлять прообраз с образом при изоморфизме f . В свя-
зи с этим получаем два набора обозначений для одного и того же базиса, а именно:

Ωα+2,β+2 = Jαβ , Ω1,α+2 =
1
2
(Pα +Kα),

Ωα+2,n+3 =
1
2
(Kα − Pα), Ω17 = −D, α, β = 0, 1, . . . , 7; α < β.

(3)

Пусть Q1, . . . , Q7 — ортонормированный базис псевдоевклидова пространства
R2,5 с метрикой

ρ(X,X) = x2
1 + x2

2 − x2
3 − · · · − x2

5, X = xiQ
i.

Нормализатор одномерного вполне изотропного пространства 〈Q1 +Q7〉 в алгебре
AO(2, 5) совпадает с расширенной алгеброй Пуанкаре AP̃ (1, 4) = 〈P0, P1, . . . , P4〉⊕
(AO(1, 4) ⊕ 〈D〉), а нормализатор двумерного изотропного пространства 〈Q1 +
Q7, Q2 +Q6〉 совпадает с алгеброй

AOpt(1, 4) = 〈M,P1, P2, P3, G1, G2, G3〉 ⊕ (AO(3) ⊕ 〈C,S, T, Z〉),
где

AO(1, 4) = 〈Jαβ |α, β = 0, 1, . . . , 4〉, AO(3) = 〈Jαβ | a, b = 1, 2, 3〉,
M = P0 + P4, Ga = J0a − Ja4, a = 1, 2, 3, C = −(J04 +D),

Z = J04 −D, S =
1
2
(K0 +K4), T =

1
2
(P0 − P4).

Алгебра AOpt(1, 4) называется оптической алгеброй пространства R1,4.
Базисные элементы алгебры AP̃ (1, 4) удовлетворяют коммутационным соотно-

шениям (2). Генераторы алгебры AOpt(1, 4) удовлетворяют следующим коммута-
ционным соотношениям:

[Ga, Jbc] = gabGc − gacGb, [Ga, Gb] = 0, [Pa, Gb] = δabM,

[Ga,M ] = [Pa,M ] = [Jab,M ] = 0. [C,S] = 2S, [C, T ] = −2T, [T, S] = C,

[Z,M ] = −2M, [Z,Ga] = −Ga, [Z,Pa] = −Pa,

[Z,C] = [Z, S] = [Z, T ] = 0, [C,Ga] = Ga, [C,Pa] = −Pa, [C,M ] = 0,
[S,Ga] = 0, [S, Pa] = −Ga, [S,M ] = 0, [T,Ga] = Pa, [T, Pa] = 0,
[T,M ] = 0, a, b, c = 1, 2, 3.

3. Алгебра инвариантности уравнения эйконала. В работе [1] доказано, что
максимальной алгеброй инвариантности уравнений эйконала (1) является алгебра
Ли AC(1, 4) конформной группы C(1, 4) пространства Минковского R1,4 с метри-
кой x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3 − x2

4, где x4 = u. Базис алгебры AC(1, 4) составляют такие
векторные поля:

Pα = ∂α, Jαβ = gαγxγ∂β − gβγxγ∂α, D = −xα∂α,

Kα = −2(gαβxβ)D − (gβγxβxγ)∂α,

где g00 = −g11 = −g22 = −g33 = −g44 = 1, gαβ = 0 при α �= β, α, β, γ = 0, 1, 2, 3, 4.
Пусть G — подгруппа Ли группы C(1, 4). Вещественная функция f(x) =

f(x0, x1, . . . , x4), определенная на некоторой области U пространства R1,4 и не
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являющаяся тождественно постоянной, называется инвариантом группы G, если
f(x) постоянна на G-орбите каждой точки x ∈ U . Функцию f(x) называют также
инвариантом алгебры Ли AG группы G. Пусть r∗ = r∗(ξ) — общий ранг каса-
тельного отображения ξ группы G [15]. Число r∗(AG) = r∗ называется рангом
алгебры AG. Пусть L1 и L2 — подалгебры алгебры AC(1, 4). Если для некоторого
g ∈ C(1, 4) подалгебры gL1g

−1 и L2 обладают одними и теми же инвариантами,
то L1 и L2 будем называть C(1, 4)-эквивалентными.
Множество подалгебр алгебры AC(1, 4) = AO(2, 5) разобьем на три класса:

1) подалгебры, не имеющие в R2,5 инвариантных вполне изотропных подпро-
странств; 2) подалгебры, имеющие в R2,5 инвариантное вполне изотропное под-
пространство размерности 1; 3) подалгебры, имеющие в R2,5, инвариантное впол-
не изотропное подпространство размерности 2 и не имеющее в R2,5 инвариантных
вполне изотропных подпространств размерности один. Подалгебры второго клас-
са являются подалгебрами расширенной алгебры Пуанкаре AP̃ (1, 4). Подалгебры
третьего класса являются подалгебрами оптической алгебры AOpt(1, 4) и не сопря-
жены с подалгебрами алгебры AP̃ (1, 4). Основная трудность — в задаче классифи-
кации подалгебр расширенной алгебры Пуанкаре AP̃ (1, 4). Решение такой задачи
опирается на следующий алгоритм построения максимальных подалгебр ранга r
алгебры AP̃ (1, 4), не содержащихся в AP (1, 4) [16].
1. Для максимальной подалгебры K ⊂ AP (1, 4) ранга r − 1 находим ее нор-

мализатор в алгебре AP̃ (1, 4). Пусть, например. NorAP̃ (1,4)K = K + N, где N —
подалгебра.
2. Проводим классификацию с точностью до группы внутренних автоморфизмов

алгебры N всех одномерных подалгебр алгебры N с ненулевой проекцией на 〈D〉.
3. Если 〈D1 +X1〉, . . . , 〈Dt +Xt〉 — все одномерные подалгебры алгебры N, то

K⊕〈D1 +X1〉, . . . ,K⊕〈Dt +Xt〉 — все расширения ранга r подалгебры K алгебры
AP̃ (1, 4), содержащие подалгебру K.
В настоящей работе используются следующие обозначения: V = 〈P0, P1, . . .,

P4〉 — пространство трансляций расширенной алгебры Пуанкаре AP̃ (1, 4); π̂0, π̂,
ω̂ — проектирования AP̃ (1, 4) на 〈J04〉, 〈D〉, AO(3), AO(1, 4) соответственно; ψ̂,
τ̂ — проектирования AOpt(1, 4) на AO(3) и 〈D,S, T, Z〉 соответственно.
Пусть L — произвольная подалгебра алгебры AC(1, 4). Если P0 ∈ L или

P0 + P4 ∈ L, то уравнение (1) не имеет вещественных решений, инвариантных
относительно L. Поэтому в дальнейшем будем предполагать, что все рассматрива-
емые подалгебры L ⊂ AC(1, 4) удовлетворяют условию L ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉.
4. Подалгебры класса 0 алгебры AC(1, 4). Подалгебру F ⊂ AO(2, 5) отне-

сем к классу 0, если она не имеет в R2,5 инвариантных вполне изотропных подпро-
странств. Используя описание неприводимых подалгебр алгебр AO(2, 1), AO(2, 3)
и AO(2, 2), а также соотношения (3), доказываем следующую теорему.

Теорема 1. Пусть F — подалгебра класса 0 алгебры AC(1, 4). Тогда справедли-
вы следующие утверждения:
a) если F — максимальная подалгебра ранга 1, то она сопряжена с одной

из таких алгебр:

1) F1 = 〈P0 +K0 + αJ12〉, α > 0, α �= 2; 2) F2 = 〈P0 +K0〉;
3) F3 = 〈P0 +K0 + αJ12 + βJ34〉, 0 < α ≤ β, α, β �= 2;



Связные подгруппы конформной группы C(1, 4) 187

b) если F — максимальная подалгебра ранга 2, то она сопряжена с одной
из таких алгебр:

1) F1 = 〈P0 +K0, J12〉; 2) F2 = 〈P0 +K0, J12 + αJ34〉, 0 < α ≤ 1;
3) F3 = 〈J12 + α(P0 +K0), J34 + β(P0 +K0)〉, α > 0, β ≥ 0,

2α �= 1 при β = 0;

c) если F — максимальная подалгебра ранга 3, то она сопряжена с одной
из таких алгебр:

1) F1 = 〈P1 +K1 + 2J03, P2 +K2 + 2J04, J12 + J34〉;
2) F2 = AO(3) ⊕ 〈P0 +K0〉; 3) F3 = 〈P0 +K0, J12, J34〉;
4) F4 = 〈P0 −K0 − α(K4 − P4), J12, J13, J23〉, α > 0, α �= 1;

d) если F — максимальная подалгебра ранга 4, то она сопряжена с одной
из таких алгебр:

1) F1 = 〈P0 +K0 − 2J12 − 2J34, P1 +K1 + 2J02, P3 +K3 + 2J04, J13 + J24〉;
2) F2 = 〈P0 +K0 − 4J23, P2 +K2

√
3(P1 +K1) + 2J03,

−P3 −K3 + 2J02 − 2
√

3J01,K4 − P4〉;
3) F3 = 〈J12 − J34 + α(P0 +K0)〉 ⊕

⊕ 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉, α > 0;
4) F4 = 〈P0 +K0〉 ⊕AO(3) ⊕ 〈K4 − P4〉;
5) F5 = 〈P0 +K0〉 ⊕ 〈2J12 + J34,

J13 + J24 −
√

3
2

(K4 − P4), J23 − J14 +
√

3
2

(K3 − P3)〉;
6) 〈P0 +K0〉 ⊕AO(4);
7) 〈J12, J13, J14, J23, J24, J34,K1 − P1,K2 − P2,K3 − P3,K4 − P4〉;
8) 〈P1 +K1, P2 +K2, J12〉 ⊕ 〈J03, J04, J34〉;
9) 〈P1 +K1, P2 +K2, J12〉 ⊕ 〈K3 − P3,K4 − P4, J34〉.

5. Одномерные подалгебры алгебры AP̃ (1, 4). Пусть V = 〈P0, P1, . . ., P4〉 —
пространство трансляций алгебры Пуанкаре AP (1, 4). Подалгебра L ⊂ AO(1, 4)
называется подалгеброй класса 0, если V не содержит вполне изотропного под-
пространства, инвариантного относительно L. Будем говорить, что подалгебра
L ⊂ AO(1, 4) относится к классу 1 или имеет изотропный ранг 1, если ранг ма-
ксимального вполне изотропного подпространства V , инвариантного относительно
L, равен 1. Для подалгебры класса 0 изотропный ранг полагаем равным нулю.
Очевидно, любая подалгебра алгебры AO(1, 4) имеет изотропный ранг 0 или 1.
Аналогично определяются эти понятия и для подалгебры алгебры AO(1, 4).
Пусть L — подалгебра класса 0 алгебры AO(1, 4). Тогда пространство V явля-

ется прямой ортогональной суммой неприводимых L — подпространств V0, V1, . . .,
Vs, каждое из которых невырождено. По теореме Витта можно предполагать, что
V0 = 〈P0, P1, . . . , Pk0〉, V1 = 〈Pk0+1, . . . , Pk0+k1〉, . . ., Vs = 〈Pσ+1, . . . , Pσ+ks

〉, где
σ = k0 + k1 + · · · + ks−1, σ + ks = 4, k0 ≥ 0, ki ≥ 1, i = 1, . . . , s. Здесь V0
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— псевдоевклидово пространство типа (1, k0), если k0 �= 0, Vi — евклидово про-
странство размерности ki, i = 1, . . . , s. Естественно возникает задача определе-
ния подобного разложения для подалгебры L класса 1 алгебры AO(1, 4). Всегда
можно предполагать, что такая подалгебра L оставляет инвариантным подпро-
странство V(1) = 〈P0 + P4, P1, P2, P3〉. Пространство V(1) с точностью до O(1, 4)-
сопряженности является прямой ортогональной суммой L-инвариантных подпро-
странств U и W , удовлетворяющих двум условиям [16]:
а) пространство U изотропно и является ортогональной суммой U = U1+· · ·+Us

L-инвариантных подпространств U1 = 〈P0 + P4〉 ⊕ V1, . . ., Us = 〈P0 + P4〉 ⊕ Vs, где
V1 = 〈P1, . . . , Pk1〉, . . ., Vs = 〈Pσ+1, . . . , Pσ+ks

〉, σ = k1 + · · · + ks−1; каждое из
подпространств U1 содержит только следующие L-инвариантные подпространства:
0, 〈P0 + P4〉, Ui;
b) пространство W невырождено и является прямой ортогональной суммой

подпространств W1 = 〈Pl0+1, . . . , Pl0+l1〉, . . ., Wt = 〈Pσ+1, . . . , Pσ+lt〉, t ≥ 0, l0 =
σ+ ks, δ = l0 + · · ·+ lt−1, σ+ lt = 3; каждое из подпространств Wi неприводимо и
инвариантно относительно L.
Отметим, что максимальная подалгебра класса 1 алгебры AO(1, 4), оставляю-

щая V(1) инвариантным, совпадает с алгеброй 〈G1, G2, G3〉 ⊕ (AO(3) ⊕ 〈J04〉), где
Ga = J0a − Ja4, AO(3) = 〈J12, J13, J23〉, a = 1, 2, 3.
Применим эти результаты к задаче классификации максимальных подалгебр

данного ранга алгебры AP̃ (1, 4). В настоящем пункте рассматривается классифи-
кация одномерных подалгебр алгебры AP̃ (1, 4).

Теорема 2. С точностью до P̃ (1, 4)-сопряженности одномерные подалгебры
алгебры AP̃ (1, 4) исчерпываются следующими алгебрами:

1) L1 = 〈J12〉; 2) L2 = 〈J12 + P0〉; 3) L3 = 〈J12 + P0 + P4〉;
4) L4 = 〈J12 + P3〉; 5) L5 = 〈J12 + αJ34〉, 0 < α ≤ 1;
6) L6 = 〈J12 + αJ34 + P0〉; 7) L7 = 〈G1〉; 8) L8 = 〈G1 + P2〉;
9) L9 = 〈G1 + P0 − P4〉; 10) L10 = 〈J12 +G3〉;
11) L11 = 〈J12 +G3 + P0 − P4〉; 12) L12 = 〈J04〉;
13) L13 = 〈J04 + P1〉; 14) L14 = 〈J12 + cJ04〉, c > 0;
15) L15 = 〈J12 + cJ04 + P3〉, c > 0; 16) L16 = 〈J12 + αD〉, α > 0;
17) L17 = 〈J12 + J34 + αD〉, α > 0;
18) L18 = 〈J12 + cJ34 + αD〉, c > 0, α > 0; 19) L19 = 〈J04 + αD〉, α > 0;
20) L20 = 〈J12 + cJ04 + αD〉, c > 0, α > 0; 21) L21 = 〈G3 +D〉;
22) L22 = 〈J12 +G3 + αD〉, α > 0; 23) L23 = 〈J04 +D +M〉;
24) L24 = 〈J12 + α(J04) +D +M)〉, α > 0; 25) L25 = 〈D〉;
26) L26 = 〈P1〉.

Доказательство. Пусть одномерная подалгебра L содержится в AP (1, 4) и отно-
сится к классу 0. Тогда пространство V является прямой суммой неприводимых
L-подпространств. С точностью до O(1, 4)-сопряженности V = 〈P0〉 ⊕ 〈P1, P2〉 ⊕
〈P3, P4〉. Следовательно, L = 〈J12 + α34 + βP0〉. Если β �= 0, то автоморфизм вида
exp(ad tD) отображает L на 〈J24 + αJ34 + εP0〉, ε = ±1. Так как автоморфизм,
соответствующий матрице diag [−1, 1, 1, 1, 1], отображает алгебру 〈J12 +αJ34 −P0〉
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на алгебру 〈J12 + α34 + P0〉, то в рассматриваемом случае L сопряжена либо с L5,
либо с L6.
Пусть далее одномерная подалгебра L, являющаяся подалгеброй алгебры

AP (1, 4), относится к классу 1 и π̂0(L) = 0. Если V(1) = 〈P0 +P4〉⊕ 〈P1, P2〉⊕ 〈P3〉,
то ω(L) = 〈J12〉. Поэтому L = 〈J12 + X〉, где X ∈ 〈P0, P3, P4〉. В силу теоремы
Витта существует такая изометрия пространства 〈P0, P3, P4〉, которая отобража-
ет X в один из генераторов αP0, αP3, α(P0 + P4). Рассмотрим, например, алге-
бру 〈J12 + αP0〉, α �= 0. Автоморфизм вида exp(ad tD) отображает ее на алгебру
〈J12 + εP0〉, ε = ±1. Если ε = −1, то автоморфизм, соответствующий матрице
diag [−1, 1, 1, 1, 1], отображает алгебру 〈J12 + P0〉 на алгебру 〈J12 + P0〉. В двух
других случаях показываем, что L P̃ (1, 4)-сопряжена с алгебрами 〈J12 + P3〉 и
〈J12 + P0 +P4〉 соответственно. Аналогично, если пространство V(1) допускает ра-
зложение V(1) = 〈P0 + P4, P1〉 ⊕ 〈P2〉 ⊕ 〈P3〉, то получаем алгебры 〈G1〉, 〈G1 + P2〉
и 〈G1 + P2〉 и 〈G1 + P0 − P4〉, а если V(1) = 〈P0 + P4, P3〉 ⊕ 〈P1, P2〉, — то алгебры
〈J12 +G3〉, 〈J12 +G3 + P0 − P4〉.
Пусть L является подалгеброй алгебры AP (1, 4) и π̂(L) = 〈J04〉. Допустим,

например, что V(1) = 〈P0 + P4〉 ⊕ 〈P1, P2〉 ⊕ 〈P3〉. Тогда с точностью до P̃ (1, 4)-
сопряженности L = 〈J12 + cJ04 +X〉, X = αP3, c �= 0. Автоморфизм, соответству-
ющий, матрице diag [1, T, 1, 1],

T =
(

0 1
1 0

)

отображает L на 〈J12−cJ04+αP3〉. Следовательно, можно предполагать, что c > 0.
Как и выше, нетрудно убедиться, что α = 1.
Рассмотрим, наконец, случай, когда проекция L на 〈D〉 совпадает с 〈D〉. Тогда

L = 〈D + X〉, где X ∈ AP (1, 4). Поэтому задача сводится к исследованию всех
случаев, изложенных выше. Если X = J12 + cJ34 + βP0, то очевидно, алгебра
L сопряжена с алгеброй 〈J12 + cJ34 + αD〉, α > 0. Аналогично рассматриваются
остальные случаи. Теорема доказана.
Так как каждая одномерная подалгебра является максимальной подалгеброй

ранга 1, то доказанная теорема дает полную классификацию максимальных подал-
гебр ранга 1 алгебры AP̃ (1, 4) с точностью до P̃ (1, 4)-сопряженности.
6. Подалгебры ранга 2 алгебры AP̃ (1, 4). В настоящем пункте проводим

классификацию максимальных подалгебр ранга 2 алгебры AP̃ (1, 4) с точностью
до P̃ (1, 4)-сопряженности, используя одномерные подалгебры алгебры AP (1, 4),
классификация которых изложена в п. 5. Указанная задача решается в три этапа.
a) Подалгебры класса 0 алгебры AP (1, 4). Все максимальные подалгебры ранга

2, относящиеся к классу 0, описываются следующим предложением.

Предложение 1. Пусть F — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры AP (1, 4),
относящаяся к классу 0, и F ∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда она P̃ (1, 4)-сопряжена
с одной из следующих алгебр:

1) F1 = 〈J12, J34〉; 2) F2 = 〈J12 + P0, J34 + δP0〉, δ ≥ 0;
3) F3 = 〈J03, J04, J34〉.

Доказательство. Пусть F — максимальная подалгебра ранга 2, относящаяся к
классу 0, и F ∩ V = 0. Тогда пространство V является прямой ортогональной
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суммой неприводимых F -подпространств. Допустим, например, что V = 〈P0〉 ⊕
〈P1, P2〉⊕ 〈P3, P4〉. Из условия F ∩V = 0 вытекает, что F = 〈J12 +αP0, J34 +βP0〉.
Если α = β = 0, то получаем алгебру F = 〈J12, J34〉. В случае α2 + β2 �= 0 можно
предполагать, что α �= 0. С помощью автоморфизма вида exp(ad tD) алгебру F ото-
бражаем на алгебру F ′ = 〈J12+εP0, J34+β′P0〉, где ε = ±1. Автоморфизм, соответ-
ствующий матрице diag [−1, 1, 1, 1, 1], отображает F ′ на F ′′ = 〈J12+P0, J34+β′′P0〉.
Всегда можно считать, что β2 ≥ 0. Разложению V = 〈P1〉⊕ 〈P2〉⊕ 〈P0, P3, P4〉 про-
странства V соответствует подалгебра F3 предложения 1. Предложение доказано.
b) Подалгебры класса 1 алгебры AP (1, 4). Вначале проведем классификацию

подалгебр алгебры AP (1, 4), проекция которых на 〈J04〉 равна 0. Описывает такие
подалгебры следующее предложение.

Предложение 2. Пусть K — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры
AP (1, 4), относящаяся к классу 1, π̂0(K) = 0 и K ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. То-
гда K P̃ (1, 4)-сопряжена с одной из следующих, алгебр:

1) K1 = 〈G1 + P3, G2 + αP2 + βP3〉, α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0;
2) K2 = 〈G1, G2 + P2〉; 3) K3 = 〈G1 + P0 − P4, P2〉;
4) K4 = 〈G1 + P2, P3〉; 5) K5 = 〈G1, P3〉; 6) K6 = 〈G3, J12〉;
7) K7 = 〈G3 + P0 − P4, J12〉; 8) K8 = 〈P2, P3, J23〉; 9) K9 = 〈G1, G2, J12〉;
10) K10 = 〈J12 + P0 + P4, G3 + α(P0 − P4)〉, α ≥ 0;
11) K11 = 〈J12, J13, J23〉; 12) K12 = 〈J12, P3〉;
13) K13 = 〈J12 + P0 + P4, P3〉; 14) K14 = 〈J12 + P3, P4〉;
15) K15 = 〈J12 + P0, P3〉.

Доказательство. Пусть K — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры
AP (1, 4), K ∩ V = 0 и V(1) = 〈P0 + P4, P1, P2, P3〉 – разложение пространс-
тва V(1), удовлетворяющее условиям п. 5. Тогда K = 〈G1, G2, G3〉 ⊕ AO(3), где
AO(3) = 〈J12, J13, J23〉. Однако ранг алгебры K равен 3, что противоречит усло-
вию предложения. Пусть V(1) = 〈P0 +P4, P1, P2〉⊕〈P3〉. В этом случае G1, G2 ∈ K.
В силу максимальности K имеем J12 ∈ K, а потому K = 〈G1, G2, J12〉, и алгебра
K относится к типу 9 предложения 2.
Пусть V(1) = 〈P0 +P4, P1〉⊕〈P0 +P4, P2〉⊕〈P3〉. Если проекция K на 〈P3〉 равна

0, то с точностью до P̃ (1, 4)-сопряженности K обладает базисом G1, G2 + P2 и
потому относится к типу 2 предложения 2. Пусть проекция K на 〈P3〉 отлична от
нуля. Тогда K относится к типу 1 предложения 2.
Пусть V(1) = 〈P0 + P4, P3〉 ⊕ 〈P1, P2〉. Алгебра K содержит генераторы G3 +

β(P0 − P4) и J12 + δ(P0 + P4). В результате алгебра K относится к типам 6, 7, 10
предложения 2.
Случай K ∩ V = 〈P3〉 рассматривается аналогично. Предложение доказано.

Предложение 3. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры
AP (1, 4), π̂0(L) = 〈J04〉 и L ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда L P̃ (1, 4)-сопряжена
с одной из следующих алгебр:

1) L1 = 〈J04, P1〉; 2) L2 = 〈J12 + cJ04, P3〉, c > 0; 3) L3 = 〈J04, P12〉;
4) L4 = 〈G3, J12 + cJ04〉, c > 0; 5) L5 = 〈J04 + P2, P1〉;
6) L6 = 〈J04 + P3, J12 + δP3〉, δ ≥ 0; 7) L7 = 〈J04, J12 + P3〉;
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8) L8 = 〈G3, J04 + P1〉.

Доказательство. Согласно алгоритму, изложенному в п. 2, классификация всех
максимальных подалгебр ранга 2 алгебры AP (1, 4), удовлетворяющих предложе-
нию 3, сводится к нахождению всех неэквивалентных расширений одномерных
подалгебр F ранга 1, для которых π̂0(F ) = 0, с помощью одномерных подалгебр
вида 〈J04 +X〉, X ∈ AP (1, 4).

1◦. Алгебра F = 〈J12〉. Нормализатор NorAP (1,4)F1 алгебры F1 в AP (1, 4) сов-
падает с алгеброй F1 ⊕ AP (1, 2), где AP (1, 2) = 〈P0, P3, P4, J03, J04, J34〉. Поэто-
му задача свелась к нахождению всех одномерных подалгебр алгебры AP (1, 2)
с точностью до P (1, 2)-сопряженности. Алгебра AP (1, 2) содержит только такие
одномерные подалгебры с ненулевой проекцией на 〈J04〉: 〈J04〉, 〈J04 +αP3〉, α > 0.
Таким образом, получаем следующие расширения ранга 2 алгебры F1: 〈J12, J04〉,
〈J12, J04 + αP3〉, α > 0.

2◦. Алгебра F2 = 〈J12 + P3〉. Очевидно, NorAP (1,4)F2 = F2 ⊕ 〈P0, P3, P4, J04〉.
Алгебра 〈P0, P3, P4, J04〉 содержит следующие одномерные подалгебры с ненулевой
проекцией на 〈J04〉: 〈J04〉, 〈J04 + αP3〉, α ≥ 0. В результате получаем такие ма-
ксимальные подалгебры ранга 2: 〈J12 + P3, J04〉, 〈J12 + P3, J04 + αP3〉. Последняя
подалгебра сопряжена с алгеброй 〈J04 + P3, J12 + δP3〉, δ ≥ 0.
Остальные случаи рассматриваются аналогично. Предложение доказано.

с) Максимальные подалгебры ранга 2 алгебры AP̃ (1, 4). Используя классифи-
кацию подалгебр, изложенную в пп. 6а) и 6b), получаем следующую теорему.

Теорема 3. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры AP̃ (1, 4) и
L∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда L P̃ (1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) F1–F3 предложения 1; 2) K1–K15 предложения 2;
3) L1–L8 предложения 3; 4) 〈J12, J34 + αD〉, α > 0;
5) 〈J12, J04 + αD〉, α > 0; 6) 〈J12, G3 +D〉; 7) 〈J12,D〉;
8) 〈J12 + αJ34,D〉, 0 ≤ α ≤ 1; 9) 〈J12 + αJ34, J12 + βD〉, 0 ≤ α ≤ 1, β ≥ 0;
10) 〈G3,D〉; 11) 〈G3, J04 +D +M〉; 12) 〈G3, J04 + αD〉, α > 0;
13) 〈G3, J12 + βD〉, β > 0; 14) 〈G3, J12 + cJ04 + αD〉, c > 0, a > 0;
15) 〈J12 +M,J04 +D〉; 16) 〈J12 + αM, J04 +D +M〉, α ≥ 0;
17) 〈G1 + P2, J04 −D〉; 18) 〈G1 + P0 − P4, J04 − 2D〉; 19) 〈J04,D〉;
20) 〈J04, J12 + αD〉, α > 0; 21) 〈J12 + cJ04,D〉, c > 0;
22) 〈J12 + cJ04, J04 + αD〉, c > 0, α > 0; 23) 〈P3,D〉;
24) 〈P3, J12 + αD〉, α > 0; 25) 〈P3, J04 + αD〉, α > 0;
26) 〈P3, J12 + cJ04 + αD〉, c > 0, α > 0; 27) 〈P3, G1 +D〉;
28) 〈P3, J04 +D +M〉; 29) 〈P3, J12 + c(J04 +D +M)〉;
30) 〈G3 + P0 − P4, J12 + c(J04 − 2D)〉, c > 0.

Теорема доказывается с использованием алгоритма, изложенного в п. 3.

7. Подалгебры ранга 3 алгебры AP̃ (1, 4). Классификацию максимальных
подалгебр ранга 3 алгебры AP̃ (1, 4) проводим по схеме, изложенной в п. 3. Вначале
находим максимальные подалгебры ранга 3, относящиеся к классу 0.
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a) Подалгебры класса 0 алгебры AP (1, 4). Описывает все максимальные подал-
гебры класса 0 следующее предложение.
Предложение 4. Пусть F — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AP (1, 4)
и F ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда F P̃ (1, 4)-сопряжена с одной из следующих
алгебр:

1) F1 = 〈J12, P3, P4, J34〉; 2) F2 = 〈J03, J04, J34, J12〉;
3) F3 = 〈J12 + P0, P3, P4, J34〉; 4) F4 = 〈J01, J02, J03, J12, J13, J23〉;
5) F5 = 〈J12, J13, J14, J23, J24, J34〉;

Предложение 4 доказывается аналогично предложению 1.

b) Подалгебры класса 1 алгебры AP (1, 4). Докажем следующее предложение.
Предложение 5. Пусть K — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AP (1, 4),
относящаяся к классу 1, π̂0(K) = 0 и K ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда K P̃ (1, 4)-
сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) K1 = 〈G1, G2, J12, P3〉; 2) K2 = 〈G3, P1, P2, J12〉;
3) K3 = 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23〉; 4) K4 = 〈G3 + 2T, P1, P2, J12〉;
5) K5 = 〈G1, G2 + P2, P3〉; 6) K6 = 〈P1, P2, P3, J12, J13, J23〉;
7) K7 = 〈G1, G2 + P2, G3 + λP3〉, λ > 0; 8) K8 = 〈J12, J13, J23, P4〉.

Доказательство. Пусть K ∩ V = 0 и V(1) = 〈P0 + P4, P1, P2〉 ⊕ 〈P3〉 — разложение
пространства V(1), удовлетворяющее условиям п. 3. Тогда G1, G2 ∈ K и в силу ма-
ксимальности K имеем J12 ∈ K. Следовательно, K1 = 〈G1, G2, J12〉 ⊂ K и потому
K = K1 ⊕K ′. С учетом K ∩ V = 0 отсюда получаем, что K ′ = 0. Однако, ранг ал-
гебры K1 равен 2, что противоречит условию. Если V(1) = 〈P0 + P4, P1, P2, P3〉, то
получаем K = 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23〉. Если V(1) = 〈P0 +P4, P1〉⊕ 〈P0 +P4, P2〉⊕
〈P0 + P4, P3〉, то K = 〈G1, G2 + P2, G3 + λP3〉.
Случаи K ∩ V = 〈P3〉, K ∩ V = 〈P1, P2〉 рассматриваются аналогично. Предло-

жение доказано.

Предложение 6. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AP (1, 4),
относящаяся к классу 1, π̂0(L) = 〈J04〉 и L∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда L P̃ (1, 4)-
сопряжена с одной из следующих, алгебр:

1) L1 = 〈J04, P1, P2, J12〉; 2) L2 = 〈J12, J13, J23, J04〉;
3) L3 = 〈J04 + P3, P1, P2, J12〉; 4) L4 = 〈J04 + P2, G1, P3〉;
5) L5 = 〈G1, G2, J12, J04 + P3〉; 6) L6 = 〈J04, J12, P3〉.

Предложение 6 доказывается аналогично предложению 3.

с) Максимальные подалгебры ранга 3 алгебры AP (1, 4). Используя классифи-
кацию подалгебр, изложенную в пп. 7а) и 7b), а также классификацию максималь-
ных подалгебр ранга 2 алгебры AP (1, 4), изложенную в п. 6, получаем следующую
теорему.

Теорема 4. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AP̃ (1, 4) и
L∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда L P̃ (1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) F1–F5 предложения 4; 2) K1–K8 предложения 5;
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3) L1–L6 предложения 6; 4) 〈J12, J34,D〉;
5) 〈J03, J04, J34,D〉; 6) 〈J03, J04, J34, J12 + αD〉, α > 0;
7) 〈G1 + P3, G2 + αP2 + βP3, J04 − 2D〉, α > 0 ∨ α = 0, β > 0;
8) 〈G1, G2 + P2, J04 −D〉; 9) 〈G1 + P0 − P4, P2, J04 − 2D〉;
10) 〈G1 + P2, P3, J04 −D〉; 11) 〈G1, P3,D〉; 12) 〈G1, P3, J04 + αD〉, α > 0;
13) 〈G1, P3, J04 +D +M〉; 14) 〈G3, J12,D〉; 15) 〈G3, J12, J04 + αD〉, α > 0;
16) 〈G3, J12, J04 +D +M〉; 17) 〈G3 + P0 − P4, J12, J04 − 2D〉;
18) 〈P2, P3, J23,D〉; 19) 〈P2, P3, J23, J04 + αD〉, α > 0;
20) 〈P2, P3, J23, J04 +D +M〉; 21) 〈G1, G2, J12,D〉; 21) 〈G1, G2, J12,D〉;
22) 〈G1, G2, J12, J04 + αD〉, α �= 0; 23) 〈G1, G2, J04 +D +M〉;
24) 〈J12, J13, J33,D〉; 25) 〈J12, J13, J23, J04 + αD〉, α > 0;
26) 〈J12, J13, J23, J04 +D +M〉; 27) 〈J12, P3,D〉;
28) 〈J12, P3, J04 + αD〉, α > 0; 29) 〈J12, P3, J04 +D +M〉;
30) 〈J12 +M,P3, J04 +D〉; 31) 〈J12 + αM,P3, J04 +D +M〉, α > 0;
32) 〈J04, P1,D〉; 33) 〈J12 + cJ04, P3,D〉, c > 0;
34) 〈J12 + cJ04, P3, J04 + αD〉, c > 0, α > 0; 35) 〈J04, J12,D〉;
36) 〈G3, J12 + cJ04,D〉, c > 0; 37) 〈G3, J12 + cJ04, J04 + αD〉, c > 0, α �= 0.

Доказательство. Если L ⊂ AP (1, 4), то справедливость теоремы вытекает из
предложений 4–6. Проведем классификацию максимальных подалгебр ранга 3
алгебры AP̃ (1, 4), проекция которых на 〈D〉 совпадает с 〈D〉. Согласно алгори-
тму, изложенному в п. 3, для каждой максимальной подалгебры ранга 2 алгебры
AP (1, 4) необходимо найти все ее неэквивалентные расширения ранга 3 в алгебре
AP̃ (1, 4). Все вычисления приведены в таблице. Теорема доказана.

8. Подалгебры ранга 4 алгебры AP̃ (1, 4). Классификацию максимальных
подалгебр ранга 4 алгебры AP̃ (1, 4) проводим по схеме, изложенной в п. 3. В ре-
зультате получим следующую теорему.

Теорема 5. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 4 алгебры AP̃ (1, 4) и
L∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда L P̃ (1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) AO(1, 4); 2) AO′(1, 3) ⊕ 〈P3〉, где AO′(1, 3) = 〈Jαβ |α, β = 0, 1, 2, 4);
3) 〈J03, J04, J34, P1, P2, J12〉; 4) 〈P1, P2, P3, P4, J12, J13, J14, J23, J24, J34〉;
5) 〈J12, P3, P4, J34,D〉; 6) 〈J01, J03, J13, P4,D〉; 7) 〈J03, J04, J34, J12,D〉;
8) 〈J01, J02, J03, J12, J13, J23,D〉; 9) 〈J12, J13, J14, J23, J24,D〉;
10) 〈G1, G2, J12, P3,D〉; 11) 〈G3, P1, P2, J12,D〉;
12) 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23,D〉; 13) 〈P1, P2, P3, J12, J13, J23,D〉;
14) 〈J04, P1, P2, J12,D〉; 15) 〈J12, J13, J23, J04,D〉;
16) 〈J04, J12, P3,D〉; 17) 〈G1, G2, J12, P3, J04 + αD〉, α > 0;
18) 〈G1, G2, J12, P3, J04 +D +M〉;
19) 〈G3, P1, P2, J12, J04 + αD〉, α > 0; 20) 〈G3, P1, P2, J12, J04 +D +M〉;
21) 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04 + αD〉, α �= 0;
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22) 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04 +D +M〉;
23) 〈P1, P2, P3, J12, J13, J23, J04 + αD〉, α > 0;
24) 〈G3 + P0 − P4, P1, P2, J12, J04 − 2D〉;
25) 〈P1, P2, P3, J12, J13, J23, J04 +D +M〉; 26) 〈G1, G2 + P2, P3, J04 −D〉;
27) 〈J12, J13, J23, P4,D〉; 28) 〈G1, G2 + P2, G3 + λP3, J04 −D〉, λ > 0;
29) 〈P1, P2, P3, J12, J13, J23, J04〉.

9. Конформная сопряженность подалгебр алгебры AP̃ (1, 4). В пп. 5–8 про-
ведена классификация максимальных подалгебр ранга 1, 2, 3 и 4 алгебры AP̃ (1, 4)
с точностью до группы G1 P̃ (1, 4)-автоморфизмов. Все эти автоморфизмы оставля-
ют инвариантным вполне изотропное подпространство V̄(1) = 〈Q1 +Q7〉. Получен-
ное множество подалгебр алгебры AP̃ (1, 4) обозначим через U. Две подалгебры
L1, L2 ∈ U могут быть сопряжены с помощью некоторого C(1, 4)-автоморфизма, не
входящего в G1. Следовательно, на втором этапе выделяется задача классифика-
ции подалгебр из множества U с точностью до C(1, 4)-сопряженности. Отметим,
что если L1, L2 ∈ U C(1, 4)-сопряжены, то подалгебры ω̂(L1) и ω̂(L2) относя-
тся одновременно либо к классу 0, либо к классу 1. Рассмотрим вначале случай,
когда ω̂(L1) и ω̂(L2) относятся к классу 0. Обозначим через C1 и C2 матрицы
diag [1, 1, 1, 1, 1, 1,−1] и diag [1, 1, 1, 1, 1,−1, 1] соответственно. Пусть ϕi — C(1, 4)-
автоморфизм алгебры AC(1, 4), определяемый матрицей Ci, i = 1, 2. Полное реше-
ние задачи о сопряженности подалгебр L1, L2 ∈ U будет опираться на следующее
предложение.

Предложение 7. Пусть L ∈ U — подалгебра алгебры AP̃ (1, 4) и ω̂(L) относится
к классу 0. Если W — L-инвариантное вполне изотропное подпространство V ,
то существует такой P̃ (1, 4)-автоморфизм f алгебры AP̃ (1, 4), что f(L) = L
и f(W ) = 〈Q1 + εQ7〉, где ε = ±1.
Доказательство. Ограничимся рассмотрением случая, когда L ∩ V = 0. Слу-
чай L ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉 рассматривается аналогично. Так как ω̂(L) — вполне
приводимая подалгебра алгебры AO(1, 4), то она либо полупроста, либо O(1, 4)-
сопряжена с алгеброй AO(1, 2)⊕〈J34〉. Если ω̂(L) полупроста, то она имеет только
расщепляемые расширения в алгебре AP (1, 4), а потому L сопряжена либо с ал-
геброй AO(1, k), 2 ≤ k ≤ 4, либо с алгеброй AO(1, k) ⊕ 〈D〉. В случае k = 4 W ⊂
〈Q1, Q7〉, а потомуW = 〈Q1+εQ7〉. Пусть k = 3, тогдаW ⊂ 〈Q1, Q6, Q7〉. Образую-
щий вектор Q пространства W запишем в виде Q = α(Q1+Q7)+β(Q1−Q7)+γQ6.
Так как Q — изотропный вектор, то γ2 − 4αβ = 0. Подействовав на вектор Q ав-
томорфизмом, определяемым элементом exp(ad tP6), получим

exp(−tP6)Q exp(tP6) = (α+ γt+ βt2)(Q1 −Q7) + (γ + 2βt)Q6.

Если β = 0, то γ = 0, а потому W = 〈Q1 + Q7〉. Допустим, что β �= 0. Положим
γ + 2β = 0, тогда α + γt+ βt2 = 0. Следовательно, W = 〈Q1 −Q7〉. Случай k = 2
рассматривается аналогично.
Алгебра AO(1, 2) ⊕ 〈J34〉 аннулирует в пространстве V только нулевое под-

пространство. Следовательно, она имеет только расщепляемые расширения в ал-
гебре AP (1, 4) и потому L сопряжена либо с алгеброй AO(1, 2) ⊕ 〈J34〉, либо с
алгеброй AO(1, 2) ⊕ 〈J34 + αD〉. Таким образом, этот случай аналогичен случаю
L = AO(1, 4). Предложение доказано.



196 А.Ф. Баранник, Л.Ф. Баранник, В.И. Фущич

Пусть теперь f — C(1, 4)-автоморфизм, отображающий алгебру L1 ∈ U на ал-
гебру L2 ∈ U. Подпространство f−1(V(1)) вполне изотропно и инвариантно отно-
сительно подалгебры L1. В силу предложения 7 существует P (1, 4)-автоморфизм
ψ, отображающий 〈Q1 − Q7〉 на f−1(V(1)), причем ψ(L1) = L1. Автоморфизм fψ
отображает L1 на L2, a 〈Q1 − Q7〉 нa V(1). Таким образом, можно предполагать,
что f(L1) = L2 и f(〈Q1 − Q7〉) = V(1). Автоморфизм fϕ1 отображает V(1) на V(1)

и потому fϕ1 = f1, где f1 — некоторый P̃ (1, 4)-автоморфизм. Отсюда f = f1ϕ1.
Последнее соотношение дает возможность проверить, будут ли сопряжены алге-
бры L1 ∈ U и L2 ∈ U с помощью некоторого C(1, 4)-автоморфизма, не входящего
в G1. С этой целью действуем на алгебру L1 автоморфизмом ϕ1 и получаем алге-
бру ϕ(L1). Если L1 и L2 сопряжены, то выполняется условие ϕ1(L1) ⊂ AP̃ (1, 4).
При выполнении этого условия остается проверить алгебры ϕ1(L1) и L2 на со-
пряженность относительно группы P̃ (1, 4)-автоморфизмов, а эта задача решена в
предыдущих пунктах.
Пусть далее L1, L2 ∈ U C(1, 4)-сопряжены и ω̂(L1), ω̂(L2) относятся к классу 1.

Вполне изотропное подпространство V(2) = 〈Q1 +Q7, Q2 +Q6〉 инвариантно отно-
сительно каждой из подалгебр L1, L2. Цепочка подпространств 0 ⊂ V(1) ⊂ V(2)

является композиционным рядом каждого из Li-модулей V(2), i = 1, 2. Справедли-
во следующее предложение.
Предложение 8. Пусть L ∈ U — подалгебра алгебры AP̃ (1, 4) и ω̂(L) относится
к классу 1. Если W — максимальное вполне изотропное подпространство V ,
инвариантное относительно L, и K — композиционный ряд L-модуля W , то
существует такой P̃ (1, 4)-автоморфизм f алгебры AP̃ (1, 4), что f(L) = L,
f(W ) = 〈Q1 + ε1Q7, Q2 + ε2Q6〉, где εi = ±1, i = 1, 2, а композиционный ряд
f(K) модуля f(W ) имеет один из следующих видов: а) 0 ⊂ 〈Q1 +ε1Q7〉 ⊂ f(W );
b) 0 ⊂ 〈Q2 + ε2Q6〉 ⊂ f(W ).
Предложение 8 доказывается аналогично предложению 7.
Покажем, как практически применить данное предложение к задаче сопряжен-

ности двух подалгебр L1, L2 ∈ U относительно группы C(1, 4)-автоморфизмов.
Допустим, что L1 и L2 C(1, 4)-сопряжены и f — автоморфизм, отображающий L1

на L2. Подпространство f−1(V(2)) вполне изотропно и инвариантно относительно
подалгебры L1. В силу предложения 8 существует P̃ (1, 4)-автоморфизм ψ, ото-
бражающий 〈Q1 + ε1Q7, Q2 + ε2Q6〉 на f−1(V(2)), и ψ(L1) = L1. Кроме того,
автоморфизм ψ отображает композиционный ряд K одного из видов а), b) пре-
дложения 8 на композиционный ряд модуля V(2). Будем считать, что K имеет
такой вид: 0 ⊂ 〈Q2 + Q6〉 ⊂ 〈Q1 + Q7, Q2 + Q6〉. Обозначим через θ автомор-

физм, определяемый матрицей diag [T, 1, 1, 1, T ], где T =
(

0 1
1 0

)
. Автоморфизм

θ отображает K, на композиционный ряд 0 ⊂ V(1) ⊂ V(2). Нетрудно убедиться,
что f = f1, где f1 — некоторый P̃ (1, 4)-автоморфизм алгебры AP̃ (1, 4). Отсюда
вытекает, что если L1 и L2 C(1, 4)-сопряжены, то θ(L1) ⊂ AP̃ (1, 4) и подалгебры
θ(L1) и L2 P̃ (1, 4)-сопряжены. Автоморфизм θ обладает такими свойствами:

θ(Ga) = Pa, θ(Pa) = −Ga, θ(J04) = −D, θ(D) = −J04, θ(M) = M.

Из изложенного выше вытекает, что дальнейшее упрощение подалгебр из мно-
жества U достигается за счет автоморфизмов вида fθ, fψθ, fϕ, где ϕ ∈ {ϕ1, ϕ2},
f — P̃ (1, 4)-автоморфизм. В результате получаем следующие теоремы.
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Теорема 6. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 1 алгебры AP (1, 4).
Тогда она C(1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) 〈P1〉; 2) 〈J12〉; 3) 〈J12 + cJ34〉, 0 < c ≤ 1; 4) 〈J04〉;
5) 〈J12 + cJ04〉, c > 0; 6) 〈J12 + P0〉; 7) 〈J12 + P3〉; 8) 〈J12 +M〉;
9) 〈J12 + J34 + P0〉; 10) 〈J12 + cJ34 + P0〉, 0 < c < 1; 11) 〈J04 + P1〉;
12) 〈J12 + cJ04 + P3〉, c > 0; 13) 〈G3 + P1〉; 14) 〈G3 + 2T 〉;
15) 〈G3 − J12 + 2T 〉; 16) 〈J12 + cJ34 + αD〉, 0 < c ≤ 1, α > 0;
17) 〈J04 + αD〉, 0 < α ≤ 1; 18) 〈J12 + cJ04 + αD〉, 0 < c ≤ α;
19) 〈J04 −D + 2T 〉; 20) 〈J12 + c(J04 −D + 2T )〉.

Теорема 7. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры AP̃ (1, 4),
удовлетворяющая условию L∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда она C(1, 4)-сопряжена
с одной из следующих алгебр:

1) 〈P2, P3, J23〉; 2) 〈J12, P3〉; 3) 〈J04, P1〉; 4) 〈J12 + cJ04, P3〉, c > 0;
5) 〈G3, P1〉; 6) 〈J12, J34〉; 7) 〈J04, J12〉; 8) 〈G3, J12 + cJ04〉, c > 0;
9) 〈J12, J13, J23〉; 10) 〈J03, J04, J34〉; 11) 〈J12 + P0, P3〉; 12) 〈J14 + P3, P2〉;
13) 〈J12 +M,P3〉; 14) 〈J04 + P2, P1〉; 15) 〈G3 + P2, P1〉;
16) 〈G3 + 2T, P1〉; 17) 〈J12 + P0, J34 + δ0P0〉, δ ≥ 0;
18) 〈J04 + P3, J12 + δP3〉, δ ≥ 0; 19) 〈J04, J12 + P3〉;
20) 〈J12 +M,G3 + δT 〉, δ = 0; 2; 21) 〈J12, G3 + 2T 〉;
22) 〈G1 + P3, G2 + µP2 + δP3〉, µ > 0, δ ≥ 0; 23) 〈G3, J04 + P1〉;
24) 〈J12 + J34,D〉; 25) 〈J12 + cJ34,D〉, 0 < c < 1; 26) 〈J04,D〉;
27) 〈J12 + cJ04,D〉, c > 0; 28) 〈J04 + αD,P1〉, α > 0;
29) 〈J12 + cJ04 + βD,P3〉, c > 0, β > 0;
30) 〈J12 + αD, J34 + βD〉, α > 0, β ≥ 0;
31) 〈J04 + αD, J12 + βD〉, α > 0, β ≥ 0; 32) 〈J04, J12 + αD〉;
33) 〈P1, J04 −D + 2T 〉; 34) 〈J12 + c(J04 −D + 2T ), P3〉, c > 0;
35) 〈J04 +D +M,J12 + αM〉, α ≥ 0; 36) 〈J04 +D,J12 +M〉;
37) 〈J04 − 2D,G3 + 2T 〉; 38) 〈J04 −D,G3 + P1〉;
39) 〈J12 + c(J04 − 2D), G3 + 2T 〉, c > 0.

Теорема 8. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AP̃ (1, 4).
Тогда она C(1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) 〈J04, P1, P2, J12〉; 2) 〈J04, J12, P3〉; 3) 〈J12, J13, J23, J04〉;
4) 〈J04 + P3, P1, P2, J12〉; 5) 〈J04 + αD,P1, P2, J12〉, α �= 0;
6) 〈J04,D, P1〉; 7) 〈J12 + cJ04,DP3〉, c > 0; 8) 〈J04, J12,D〉;
9) 〈J12, J13, J23, J04 + αD〉; 10) 〈J04 +D +M,J12 + αM,P3〉, α ≥ 0;
11) 〈J04 +D,J12 +M,P3〉; 12) 〈P1, P2, P4, J12, J14, J24〉;
13) 〈J12, P3, P4, J34〉; 14) 〈G3, J04, P1〉; 15) 〈J12, J13, J23, P4〉;
16) 〈G3, J04, J12〉; 17) 〈G1, G2, J12, J04〉; 18) 〈J03, J04, J34, J12〉;
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19) 〈J12 + P0, P3, P4, J34〉; 20) 〈J12 + αD,P3, P4, J34〉;
21) 〈J03, J04, J34,D〉; 22) 〈J03, J04, J34, J12 + αD〉, α > 0;
23) 〈J04 −D + 2T, P1, P2, J12〉; 24) 〈J12, J13, J23, J04 −D + 2T 〉;
25) 〈G3, P1, P2, J12〉; 26) 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23〉;
27) 〈J01, J02, J03, J12, J13, J23〉; 28) 〈G3 + 2T, P1, P2, J12〉;
29) 〈G1, G2 − P2, P3〉; 30) 〈G3, J04 + P2, P1〉; 31) 〈G1, G2, J12, J04 + P3〉;
32) 〈J04 + αD, J12 + βD,P3〉, α2 + β2 �= 0; 33) 〈G3, J04 + αD,P1〉;
34) 〈J12, J34,D〉; 35) 〈J04 − 2D,G3 + 2T, P1〉; 36) 〈J04 +D +M,G3, P1〉;
37) 〈J12, J04 − 2D,G3 + 2T 〉; 38) AO(4).

Теорема 9. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 4 алгебры AP̃ (1, 4).
Тогда она (1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) 〈P1, P2, P3, P4, J12, J13, J14, J23, J24, J34〉; 2) 〈J04, P1, P2, P3, J12, J13, J23〉;
3) 〈J03, J04, J34, P1, P2, J12〉;
4) AO′(1, 3) ⊕ 〈P3〉, где AO′(1, 3) = 〈Jαβ |α, β = 0, 1, 2, 4〉; 5) AO(1, 4);
6) 〈J12,D, P3, P4, J34〉; 7) 〈D,P1, P2, P3, J12, J13, J23〉;
8) 〈J04,D, P1, P2, J12〉; 9) 〈J04 + αD,P1, P2, P3, J12, J13, J23〉;
10) 〈J04, J12,D, P3〉; 11) 〈G3 + αD, J04 + βD,P1, P2, J12〉, α2 + β2 �= 0;
12) 〈J12, J14, J24,D, P3〉; 13) 〈J03, J04, J34, P2,D〉; 14) AO(4) ⊕ 〈D〉;
15) 〈J03, J04, J34, J12,D〉; 16) 〈J12, J13, J23, J04,D〉; 17) AO′(1, 3) ⊕ 〈D〉;
18) 〈J04 −D + 2T, P1, P2, P3, J12, J13, J23〉;
19) 〈J04 − 2D,G3 + 2T, P1, P2, J12〉; 20) 〈J04 +D +M,G3, P1, P2, J12〉;
21) 〈J04 −D,G1, G2 + P2, P3〉.

10. Подалгебры оптической алгебры AOpt(1, 4). Целью настоящего пун-
кта является описание подалгебр алгебры AOpt(1, 4), не имеющих в R2,5 инва-
риантных вполне изотропных подпространств размерности 1. Подалгебры алгебры
AOpt(1, 4), имеющие в R2,5 инвариантное вполне изотропное подпространство ра-
змерности 1, сопряжены с подалгебрами расширенной алгебры Пуанкаре AP̃ (1, 4)
и их классификация по рангам изложена в пп. 5–9.
Пусть L — подалгебра алгебры AOpt(1, 4). Если τ̂(L) ⊂ 〈C, T, Z〉, то L C(1, 4)-

сопряжена с подалгеброй алгебры AP̃ (1, 4) [14]. Учитывая это, доказываем следу-
ющие теоремы.

Теорема 10. Одномерные подалгебры алгебры AOpt(1, 4), не сопряженные с по-
далгебрами алгебры AP̃ (1, 4), исчерпываются с точностью до C(1, 4)-сопря-
женности такими алгебрами:

1) 〈S + T 〉; 2) 〈S + T ±M〉; 3) 〈J12 + α(S + T )〉, α > 0;
4) 〈S + T + αZ〉, α > 0; 5) 〈J12 + α(S + T ) ±M〉;
6) 〈J12 + S + T +G1 + P2〉; 7) 〈J12 + α(S + T ) + βZ〉, α > 0, β > 0.

Теорема 11. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры AOpt(1, 4),
не сопряженная с подалгеброй алгебры AP̃ (1, 4). Тогда она C(1, 4)-сопряжена с
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одной из следующих алгебр:

1) 〈S + T + J12, G1 + P2〉; 2) 〈J12, S + T 〉; 3) 〈S + T + J12 +M,G1 + P2〉;
4) 〈S + T,Z〉; 5) 〈S + T + αJ12, Z〉, α > 0;
6) 〈S + T + J12 + λZ,G1 + P2〉, λ > 0; 7) 〈J12 + αZ, S + T + βZ〉, α > 0;
8) 〈J12, S + T + αZ〉, α > 0; 9) 〈J12 +M,S + T + γM〉;
10) 〈J12, S + T +M〉.

Теорема 12. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 3 или 4 алгебры
AOpt(1, 4), не сопряженная с подалгеброй алгебры AP̃ (1, 4). Тогда она C(1, 4)-
сопряжена с одной из таких алгебр:

1) AO(3) ⊕ (S + T + γM〉, γ < 0; 2) 〈S + T, J12, Z〉;
3) AO(3) ⊕ 〈S + T + αZ〉; 4) 〈S + T + J12, Z,H1 + P2〉;
5) 〈S + T + 2J12 + γM,H1 + P2 +

√
2P3,H2 − P1 −

√
2H3〉, γ < 0;

6) 〈αZ + S + T + 2J12,H1 + P2 +
√

2P3,H2 − P1 −
√

2H3〉, α ∈ R;

7) 〈Z, S + T + 2J12, G1 + P2 +
√

2P3, G2 − P1 −
√

2G3〉;
8) AO(3) ⊕ 〈S + T,Z〉.
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