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Нелиевские анзацы и условная симметрия
нелинейного уравнения Шредингера
В.И. ФУЩИЧ, И.А. ЕГОРЧЕНКО

Предложен новый подход к построению анзацев, редуцирующих многомерное не-
линейное уравнение Шредингера к обыкновенным дифференциальным уравнениям.
При этом, кроме известных решений, получаемых с помощью лиевской симметрии,
найдены решения, порождаемые операторами условной инвариантности уравнения
Шредингера.

Введение и постановка задачи. Рассмотрим нелинейное уравнение Шредин-
гера

L = 2iut + ∆u− uF (|u|) = 0. (1)

Здесь u — комплекснозначная функция, u = u(t, �x), �x = (x1, . . . , xn), |u| =
√
uu∗,

звездочка обозначает комплексное сопряжение, F — произвольная функция;

ut ≡ ∂u

∂t
, ua ≡ ∂u

∂xa
, ∆u ≡ ∂2u

∂xa∂xa
.

Здесь и далее по повторяющимся индексам подразумевается суммирование,

xaxa ≡ xax
a = x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n.

Уравнение (1) инвариантно относительно алгебры Галилея с базисными операто-
рами

∂t ≡ ∂

∂t
, ∂a ≡ ∂

∂xa
, Jab = xa∂b − xb∂a,

Ga = t∂a + ixa(u∂u − u∗∂u∗), a, b = 1, . . . , n, M = i(u∂u − u∂u∗)
(2)

для произвольной функции F .
В [1–3] построены точные решения уравнения (1) методом редукции к обыкно-

венным дифференциальным уравнениям. При этом использована лиевская симме-
трия уравнения (1), т.е. инвариантность (1) относительно алгебры (2).
Далее будет предложен способ редукции уравнения (1), не использующий в

явном виде его симметрию, к обыкновенным дифференциальным уравнениям. Этот
способ позволяет построить такие решения уравнения (1), которые не могут быть
получены, если использовать только лиевскую симметрию. В дальнейшем, для
краткости изложения, будем подробно рассматривать построение тех решений,
которые могут быть получены с использованием лиевской симметрии.
Для редукции уравнения (1) используем следующую подстановку:

u = exp{if(t, �x )}ϕ(ω), (3)
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где f , ω — некоторые неизвестные действительные функции от t и �x. Выраже-
ние (3) будет анзацем для (1), если эта подстановка сведет уравнение (1) к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям для функции, зависящей только от новой
переменной ω.
Из этого следуют условия на функции f и ω:

2ft + fafa = R(ω), ∆f = Q(ω),
faωa + ωt = S(ω), ∆ω = V (ω), ωaωa = T (ω),

(4)

где R, Q, S, V , T — произвольные достаточно гладкие функции, зависящие только
от переменной ω.
Таким образом, задача о редукции уравнения (1) к обыкновенным дифференци-

альным уравнениям сводится к построению в явном виде функций f и ω, удовле-
творяющих системе нелинейных уравнений (4). Если f и ω являются решениями
системы (4), то уравнение (1) посредством анзаца (3) редуцируется к уравнению

2iS(ω)ϕ′ −R(ω)ϕ+ iQ(ω)ϕ+ ϕ′V (ω) + ϕ′′T (ω) = ϕF (|ϕ|). (5)

Сначала кратко изложим основные результаты, полученные в работе.

1. Новые анзацы для уравнения Шредингера. Для n = 2, n = 3 найдены
общие решения системы (4) с точностью до эквивалентности относительно под-
становок вида (3).
При n = 2 найден следующий анзац вида (3), который не может быть получен

из операторов симметрии уравнения (1):

ω = t, f =
1
2
x2

1(t+B1) + 2B3x1x2 + x2
2(t+B2)

(t+B1)(t+B2) −B2
3

, (6)

где B1, B2, B3 — произвольные постоянные.
При B3 = 0 анзац (3), (6) сводится к известному, для которого

f =
x2

1

t+B2
+

x2
2

t+B1
.

При n = 3 получены следующие анзацы, порождаемые операторами условной
инвариантности: 1) ω = t, f имеет вид (6); 2) ω = t,

f =
1
2
{−(xaba)2 + x2

1τ2τ3 + x2
2τ1τ2 + x2

3τ1τ3 + 2x1x2τ3b3 + 2x1x3τ2b2 +

+ 2x2x3τ1b1}{τ1τ2τ3 − b21τ1 − b22τ2 − b23τ3 + 2b1b2b3}−1,

(7)

τk ≡ t+ ak, ak, bk — постоянные.

2. Условная симметрия и решения уравнения (1). Понятие “Условная сим-
метрия (инвариантность) дифференциального уравнения” введено в [4, 5]. Даль-
нейшее развитие и применение этого понятия привело к существенному расшире-
нию возможностей теоретико-алгебраического метода исследования уравнений. С
использованием этого подхода в работах [4–9] построены широкие классы точных
решений многих нелинейных уравнений математической физики.
В настоящей работе мы искали в явном виде решения системы (4) и соо-

тветствующие им анзацы (3). Среди найденных таким образом анзацев есть и
нелиевские, для которых соответствующие им операторы не входят в алгебру (2).
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Операторы условной инвариантности, соответствующие анзацу (3), ω = t для
произвольного n, описывает следующая теорема.

Теорема 1. Уравнение Шредингера (1), к которому дописаны дополнительные
условия

La = ua − ifau = 0, (8)

ивариантно относительно операторов

Qa = r(t, �x)(∂a + ifa(u∂u − u∗∂u∗), a = 1, . . . , n, (9)

где r(t, �x) — произвольная ненулевая функция, f(t, �x) удовлетворяет уравнени-
ям

2ft + fafa = 0, ∆f = Q(t), (10)

Q(t) — некоторая функция.

Замечание 1. Анзац (3) представляет собой общее решение системы (8).

Доказательство теоремы 1. Необходимое и достаточное условие инвариантности
системы (1), (8) относительно операторов (9) имеет вид

kaQ
2
a(2iut + ∆u− uF (|u|)

∣∣∣L = 0
La = 0

= 0,

kaQ
1
a(ua − ifau)

∣∣∣
La=0

= 0,
(11)

где ka — произвольные постоянные, Q1
a, Q

2
a — первое и второе лиевские продол-

жения операторов Qa.
Первое из определяющих уравнений (11) приводится к виду

2i(ηt − ξa
t ua) + ηaa + 2ηuaua − 2ξb

auab − ξb
aaub = 0, η = irkafau, ξa = kar.

С учетом дополнительных условий (8) получаем

−2ukar(fat + fbfab) + irfabbka = 0

вследствие уравнений (10).
Из второго уравнения (11)

ηa + ηuua − ξb
aub − ifabξ

bu− ifaη = 0

— тождественное равенство с учетом (8). Теорема доказана.
Запишем операторы условной инвариантности, соответствующие анзацу (3),

ω = t, f имеет вид (6), (7).
1) n = 2, f имеет вид (6):

Q1 =
[
(t+B1)(t+B2) −B2

3

]
∂x1 + [x2B3 + x1(t+B1)]M,

Q2 =
[
(t+B1)(t+B2) −B2

3

]
∂x2 + [x1B3 + x2(t+B2)]M,

(12)

где M ≡ i[u∂u − u∗∂u∗ ];
2) n = 3, f имеет вид (6): Q1, Q2 определяются соотношениями (12), ∂x3 ;
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3) n = 3, f имеет вид (7):

Qk = T∂k +NkM, k = 1, 2, 3,
T = (t+ a1)(t+ a2)(t+ a3) − b21(t+ a1)2 − b22(t+ a2)2 − b23(t+ a3) + 2b1b2b3,
Nk = −xk(bcxc) + xaτlτm + xlτmbm + xmτlbl, τ = t+ al,

по k нет суммирования, {1, 2, 3} = {k, l,m}.
Анзац (3), ω = t, f имеет вид (6) или (7), редуцирует (1) к уравнению

i(Q(t)ϕ+ 2ϕ′) = ϕF (|ϕ|), (13)

где Q(t) = ∆t. Если представить Q(t) в виде Q(t) = θ(t)/θ(t), то

ϕ =
c√
θ

exp
{
− i

2

∫
F

(
c√
θ

)
dt

}
, (14)

c — произвольная постоянная; Q(f) = 2t+B1+B2
(t+B1)(t+B2)−B2

3
, f имеет вид (6);

Q(t) =
3t2 + 2t(a1 + a2 + a3) + a1a2 + a1a3 + a2a3 − b21 − b22 − b23

(t+ a1)(t+ a2) − b21(t+ a1) − b22(t+ a2) − b23(t+ a3) − 2b1b2b3
,

f имеет вид (7).
Решения уравнения (1) записываются в виде

u = exp i
{
f(t, �x) − 1

2

∫
F

(
c√
θ

)
dt

}
c√
θ
,

где f имеют вид (6), (7), θ = d
dt ln ∆f .

3. Совместность и симметрия системы (4). Так как мы рассматриваем только
действительные функции f и ω, то T (ω) в (4) должна быть неотрицательной. Сле-
довательно, уравнение ωaωa = T (ω) локальными преобразованиями можно приве-
сти к виду T (ω) ≡ 0 или T (ω) = 1.
1. В случае ωaωa = 0, ωa = 0, можно положить ω = ω(t). При подстановке

ω = t система (4) приобретает вид

2ft + fafa = R(t), ∆f = Q(t). (15)

Нашей целью является описание всех анзацев вида (3), редуцирующих уравне-
ние (1) к обыкновенным дифференциальным уравнениям. Поэтому без ограниче-
ния общности можно привести (4) к более простому виду таким образом, что
получаемые при решении этой системы анзацы будут эквивалентными, т.е. приве-
дут к одинаковым решениям уравнения (1).
Очевидно, анзацы вида (3) эквивалентны с точностью до преобразований f →

f + ρ(ω), поэтому можно считать, что R(t) ≡ 0.
Далее докажем, что условие совместимости системы (15) R(t) = 0 необходимо

для произвольного n и достаточно для n = 2, 3.

Теорема 2. Система

2ft + fafa = 0, ∆f = Q(t) (16)
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совместна только в случае, если

Q(t) =
θ′

θ
, θ(n+1) ≡ 0. (17)

Доказательство. {fab} — матрица вторых производных функции f размерности
(n× n). Через Sk обозначим tr({fab}k) и докажем, что

Sk =
(−1)k−1

(k − 1)

(
d

dt

)k−1

Q(t). (18)

Дифференцируя по xb и xc первое уравнение (16), получаем

fbct + fabcfa + fabfac = 0. (19)

Доказательство проводится методом математической индукции; S1 = Q(t) —
утверждение для k = 1 верно.
Умножив равенство (19) на fba1 · · · fan−1c, получаем

1
n

(Sn)t +
1

n− 1
(Sn−1)afa + Sn+1 = 0,

так как Sn−1, по предположению, функция от t, то (Sn1)a = 0 и Sn+1 = − 1
n (Sn)t,

т.е. из справедливости утверждения для k = n следует его справедливость для
k = n+ 1.
По теореме Гамильтона–Кэли для матрицы W размерности (n×n) справедливо

соотношение

Wn =
n−1∑
k=1

(−1)k+1MkW
n−k + (−1)n+1E detW, (20)

Mk — сумма главных миноров порядка k матрицы W , E — единичная матрица
размерности (n× n).
Если взять следы от равенства (20) и от этого же равенства, умноженного

на W , W = {fab}, то получим следующие уравнения для Sk:

Sn +
n−1∑
k=1

(−1)kMkSn−k + (−1)n · ndetW = 0,

Sn+1 +
n−1∑
k=1

(−1)kMkSn+1−k + (−1)n · S1 detW = 0,

откуда

n−1∑
k=0

(−1)kMk(S1Sn−k − nSn+1−k) = 0 (M0 = 1). (21)

Методом математической индукции легко показать, что

Mk =
1
k

k−1∑
l=0

(−1)k−l−1MlSk−1,
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откуда, положив Q(t) = θ(t)/θ(t) и используя (18), получаем Mk = 1
k

θ(k)

θ .
Подставим в (21) выражения Mk и Sk через θ(t):

k−1∑
k=0

(−1)k 1
k!
θ(k)

θ


 θ̇
θ


 (−1)n−k−1

(n− k − 1)!

(
θ̇

θ

)(n−k−1)

− n(−1)n−k

(n− k)!

(
θ̇

θ

)(n−k)

 =

=
(−1)n−1

(n− 1)!θ

n∑
k=0

Ck
n

(
θ̇

θ

)(n−k)

θ(k) =
(−1)n−1

(n− 1)!
θ(n+1)

θ
= 0,

θ(n+1) = 0, что и требовалось доказать.

2. ωaωa = 1. В [10] установлено, что при n = 3 ∆ω = N/ω, N = 0, 1, 2 (при
n = 2 N = 0, 1).
Покажем, что с точностью до эквивалентности анзацев можно положить S(ω)

= 0. Уравнение faωa + ωt = S(ω) имеет общее решение для f :

f = ϕ(Ωi) −
∫
ωt

ωt
dx1 +

∫
S(ω)dω, (22)

ωt

ω1
= R(x1,Ωi), Ωi — интегралы уравнения faωa = 0. Так как анзацы (3) экви-

валентны с точностью до преобразования f̃ → f + ρ(ω), то из (22) следует, что
можно положить S = 0.

Теорема 3. Система уравнений

2ft + fafa = R(ω), ∆f = Q(ω),
faωa + ωt = 0, ωaωa = 1, ∆ω = N/ω,

(23)

N = 0, 1 при n = 2, N = 0, 1, 2 при n = 3 совместна только в случае, когда
Q(ω) = 0, R(ω) = c1ω + c2, N = 0; R(ω) = c1/ω

2 + c2, N = 1; R(ω) = c1, N = 2;
c1, c2 — постоянные.

Замечание 2. Доказательство теоремы 3 проводится аналогична доказательству
теоремы 2. При этом нужно использовать дифференциальные следствия уравне-
ний (23) и теорему Гамильтона–Кэли.
Замечание 3. Для дальнейших рассуждении достаточно использовать тот факт,
что система (4) инвариантна относительно операторов

Jab = xa∂b − xb∂a, ∂a, Ĝa = t∂a + xa∂t. (24)

Будем искать общее решение этой системы с точностью до преобразований, поро-
ждаемых этими операторами:

xa → αaxb + βa, xa → gat+ xa, (25)

αab, ga, βa — постоянные, αabαcb = δac (символ Кронекера).

4. Решения системы (4). Нахождение решений системы (4) требует большого
числа громоздких вычислений. Поэтому остановимся более подробно на случае
ωaωa = 0, когда получаются нелиевские анзацы; опишем кратко способ построения
решений, а для ωaωa = 1 приведем список анзацев.
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1. ωaωa = 0. Пусть n произвольное. Рассмотрим общее решение уравнения
Гамильтона–Якоби 2ft + fafa = 0 ранга n (det{fab} �= 0) [11]. Рангом решения
называется ранг матрицы {fab},

f = xaya − t

2
y2

a + Φ(�y), 0 = xa − tya + Φa, (26)

y = (y1, . . . , yn) — параметры, Φ — произвольная функция.
Из (26) следует

∆f = tr
({tδab − Φyayb

}−1
)

=
d
dt detT
detT

, T = {tδab − Φyayb
}.

По теореме 2 Q(t) = θ̇(t)/θ(t), θ(n+1) ≡ 0. Следовательно, detT — полином
no t с постоянными коэффициентами. Коэффициенты detT — главные миноры
матрицы

{Φyayb
} = Φ, detT =

n−1∑
k=0

Mk(−1)ktn−k + (−1)n detΦ,

Mk — главные миноры матрицы Φ, M0 ≡ 1.
Таким образом, решение системы (16) ранга n имеет вид (26), где Φ(�y) удовле-

творяет условиям

∆Φ = A1,∣∣∣∣Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

∣∣∣∣+ · · · +
∣∣∣∣Φn−1,n−1 Φn−1,n

Φn,n−1 Φnn

∣∣∣∣ = A2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
det Φ = An.

(27)

При n = 2, n = 3 посредством преобразований Эйлера [11] из (27) можно
получить, что

Φyayb
= const, Φ = labyayb + kaya +ma,

L = {lab} — постоянная матрица, ka, ma — произвольные постоянные. Пре-
образования (25) позволяют привести выражение для f (26) к виду, когда ka =
ma = 0.
Из (26)

f =
1
2
�y{Et− 2L}�y, �x = {Et− 2L}�y,

откуда f = 1
2�x{Et − 2L}−1�x; n = 2, −2L =

(
B1 B3

B3 B2

)
— для f получается

выражение (7); n = 3, −2L =


a1 b3 b2
b3 a2 b1
b2 b1 a3


 — для f получается выражение (7).

Общее решение для уравнения Гамильтона–Якоби в (16) ранга 2 при n = 3
имеет вид

f = y1x1 + y2x2 + Ψ(y1, y2)x3 − t

2
(y2

1 + y2
2 + Ψ2(y1, y2)) + Φ(�y),
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0 = x1 + Ψy1x3 − t(y1 + ΨΨy1) + Φy1 ,

0 = x2 + Ψy1x3 − t(y2 + ΨΨy1) + Φy2 ,
(28)

Подставив выражение для ∆f из (28) во второе уравнение (16), можно пока-
зать, что ψy1 , ψy2 — постоянные и преобразованиями (25) уравнения (28) приво-
дятся к виду (26) для n = 2, следовательно, и в этом случае f имеет вид (6).
Решение рассматриваемого уравнения Гамильтона–Якоби ранга 1 имеет вид

f = Ψa(y)xa − t

2
Ψa(y)Ψa(y) + Φ(y),

0 = Ψ̇axa − tΨ̇aΨa + Φ̇(y).
(29)

Подставив выражение для ∆f из (29) во второе уравнение (16), можно пока-
зать, что Ψ̇a(y) — постоянные, Ψa = bay + ca.
С учетом (25) можно положить b2 = b3 = ca = 0, b1 = 1. Тогда f = x2

1(2t+ c0).
Решение ранга 0 для произвольного n линейно по x, f = c1x1 + c2.
2. ωaωa = 1. Пара уравнений

∆ω = N/ω, ωaωa = 1 (30)

инвариантна относительно группы вращений, параметры которой зависят от t

ya = αab(t)xa + βa(t), αabαcb = δac. (31)

Действительные решения системы (30) с точностью до преобразований (31) имеют
вид

x1,
√
x2

1 + x2
2 (n = 2);

x1,
√
x2

1 + x2
2,

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 (n = 3).
(32)

Однако вся система (4) не инвариантна относительно преобразований (31), поэто-
му подстановка в (4) решений (32) не даст общего решения системы (4).
Чтобы получить общее решение (4), вместо ω нужно подставлять размножен-

ные посредством преобразований (31) следующие решения (4):

y1,
√
y2
1 + y2

2 ,
√
y2
1 + y2

2 + y2
3 . (33)

Однако значительно проще сначала применить преобразования (31) к уравнениям
(4) и в полученную систему для �y и t подставлять выражения (33):

2(fτ + fya
(α̇abαcb(yc − βc) + β̇a)) + fyaya

= R(ω), fyaya
= 0,

fya
ωya

+ ωτ + ωya
(α̇abαcb(yc − βc) + β̇a) = 0,

∆ω =
N

ω
, ωyaya

= 1 (xa = αba(yb − βb), t = τ).

(34)

Решив систему (34), получим следующие выражения для f (с точностью до
преобразований (25)):

1) n = 2, n = 3, N = 0,

ω = x1 + at2, f = −2atx1 + at3
1
6

+ bt;
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2) n = 2, n = 3, N = 1,

ω =
√
x2

1 + x2
2, f = A arctg

x1

x2
+Bt;

3) n = 3, N = 2,

ω =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3, f = ct.

Здесь a, b, c, A, B — произвольные постоянные. Приведенным решениям си-
стемы (4) соответствуют известные лиевские анзацы для уравнения Шредингера
[1–3, 6].

5. Заключение. Мы описали все анзацы вида (3), редуцирующие уравнение
Шредингера (1) к нелинейным дифференциальным уравнениям, где функция u
зависит от двух или трех пространственных переменных.
Очевидно, анзацы, для которых соответствующие им инфинитезимальные опе-

раторы не входят в алгебру инвариантности уравнения, и аналогичные (3) (ω = t),
можно получить и для произвольного n:

f =
1
2
�x(Et+A)−1�x, �x = (x1, . . . , xm),

A — постоянная матрица (m ×m), m ≤ n, однако для n > 3 могут существовать
и другие решения.
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