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Об условной симметрии обобщенного
уравнения Кортевега-де Фриза
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ, Т.К. АМЕРОВ

Lie symmetry of the generalized Korteweg-de Vries equation is studied under k �= 1
as well as conditional symmetry under ∀ k �= 0. The obtained operators of conditi-
onal symmetry are used to find ansätze reducing the equation to ordinary differential
equations and to construct exact solutions.

Обобщим уравнение Кортевега-де Фриза (КДФ)

u0 + uu1 + u111 = 0

следующим образом:

u0 + f(u)uk
1 + u111 = 0, (1)

где u = u(x), (x0, x1), uµ = ∂u
∂xµ

= ∂µu, µ = 0, 1, u111 = ∂3u
∂x3

1
, k = const.

Групповые свойства уравнения (1) при k = 1 хорошо известны (см., напр., [1]).
В сообщении исследована лиевская симметрия уравнения (1) при k �= 1, а также
условная симметрия уравнения (1) при произвольном k. Полученные операторы
условной инвариантности используются для нахождения анзацев, редуцирующих
уравнение (1) к обыкновенным дифференциальным уравнениям (ОДУ), а также
для построения точных решений.

Лиевская симметрия.

Теорема 1. Базисные элементы максимальной алгебры инвариантности
(МАИ) уравнения (1) при k �= 1 состоят из следующих операторов:

∀ k �= 1, ∀ f(u) : 〈P0 = ∂0, P1 = ∂1〉;
k = 3, ∀ f(u) : 〈P0, P1,D1 = 3x0∂0 + x1∂1〉;
∀ k �= 1, f(u) = u−2 : 〈P0, P1,D2 = 3x0∂0 + x1∂1 + u∂u〉;
∀ k �= 1, f(u) = eu : 〈P0, P1,D = 3x0∂0 + x1∂1 + (k − 3)∂u〉;
∀ k �= 1, f(u) = λ = const : 〈P0, P1, ∂u,D = 3x0∂0 + x1∂1 +

k − 3
k − 1

u∂u〉;
k = 3, f(u) = u−2 : 〈P0, P1,D1 = 3x0∂0 + x1∂1,

D2 = 3x0∂0 + x1∂1 + u∂u〉.
Доказательство этой теоремы проводится методом Ли [2].

Условная инвариантность.

Теорема 2. Уравнение (1) k = 1 Q-условно инвариантно относительно опера-
тора Галилея

Q = x0∂1 + Φ(x1, u)∂u, (2)
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если

f(u) = λ1

√
u+ λ2, Φ(u) =

2
λ1

√
u; f(u) = λ1 lnu, Φ(u) =

u

λ1
;

f(u) = λ1 arcsinu+ λ2, Φ(u) =
√

1 − u2

λ1
; f(u) = λ1 Arshu+ λ2,

Φ(u) =
√

1 + u2

λ1
; f(u) = λ1u, Φ(u) =

1
λ1
,

где λ1, λ2 — произвольные постоянные.

Доказательство. Уравнение (1) при k = 1 условно инвариантно относительно
оператора (2), если

3

Q̃[u0 + f(u)u1 + u111

∣∣∣u0 + f(u)u1 + u111 = 0
Qu = 0

≡ 0, (3)

где
3

Q̃ — третье продолжение оператора Q, Qu = x0u1 − Φ. Расщепив (3) до
различным степеням x0, получим систему определяющих уравнений

fΦ1 + Φ1110,
−Φ + 3ΦΦu11 + 3Φ1Φu1 + f ′Φ2 = 0,
3Φ2Φuu1 + 3ΦΦuΦu1 + 3ΦΦ1Φuu = 0,
Φ3Φuuu + 3Φ2ΦuΦuu = 0.

(4)

Исследование системы (4) показало, что можно считать Φ = Φ(u). Тогда систе-
ма (4) принимает вид

f ′Φ = 1, (Φ3Φ′′)′ = 0. (5)

Решение системы (5) задается формулами

а) Φ(u) = λ1

√
u+ λ2; f(u) =

2
√
u

λ1
;

б) Φ(u) = (c1u2 + c2)1/2; f(u) =
∫

(c1u2 + c2)−1/2du+ c3,

(6)

где λ1, λ2, ci, i = 1, 3 — произвольные постоянные.
Вычисляя интеграл в формулах (6) в зависимости от постоянных c1, c2, полу-

чим утверждение теоремы.
Если рассматривать оператор галилеевского типа

Q = xm
0 ∂1 + Φ(x1, u)∂u, m = const, (7)

то справедлива более общая
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Теорема 3. Уравнение (1) Q-условно инвариантно относительно оператора (7)
если

1) f(u) = λ1u
2−k
2 + λ2u

1−k
2 , Φ(u) =

(
kλ1

2

)− 1
k √

u;

2) f(u) = (λ1 lnu)u1−k, Φ(u) = (kλ1)−
1
k u;

3) f(u) = (λ1 arcsinu+ λ2)(1 − u2)
1−k
2 , Φ(u) = (kλ1)−

1
k

√
1 − u2;

4) f(u) = (λ1 Arshu+ λ2)(1 + u2)
1−k
2 , Φ(u) = (kλ1)−

1
k

√
1 + u2;

5) f(u) = λ1u, Φ(u) = (kλ1)−
1
k ,

где m = 1
k , k �= 0, λ1, λ2 — произвольные постоянные.

6) При k = 3 уравнение (1) Q-условно инвариантно относительно оператора

Q = (3λx0)
1
3 ∂1 + Φ(u)∂u, λ = const,

если f(u) = F (u)Φ−2(u), где F (u) определяется выражением F ′ = λ
Φ − (ΦΦ′)′′,

Φ(u) — произвольная функция.

Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 2.
Операторы условной инвариантности из теоремы 3 используем для нахождения

анзацев, редуцирующих уравнение (1) к ОДУ. Эти результаты сведены в таблицу.

f(u) Анзацы Редуцированные ОДУ

1 λ1u
2−k
2 + λ2u

1−k
2 u =

[
x1
2

(
kλ1x0

2

)− 1
k

+ ϕ(x0)

]2

ϕ̇+ ϕ
kx0

+ λ2
kλ1x0

= 0

2 (λ1 lnu)u1−k u = eϕ(x0)+(kλ1x0)
− 1

k x1 ϕ̇+ ϕ
kx0

+ 1
(kλ1x0)3/k = 0

3 (λ1 arcsinu+ λ2)(1 − u2)
1−k
2 u = sin

[
ϕ(x0) + (kλ1x0)−

1
k x1

]
ϕ̇+ ϕ

kx0
+ λ2

kλ1x0
−

− 1
(kλ1x0)3/k = 0

4 (λ1 Arshu+ λ2)(1 + u2)
1−k
2 u = sh

[
ϕ(x0) + (kλ1x0)−

1
k x1

]
ϕ̇+ ϕ

kx0
+ λ2

kλ1x0
+

+ 1
(kλ1x0)3/k = 0

5 λ1u u = ϕ(x0) + (kλ1x0)−
1
k x1 ϕ̇+ ϕ

kx0
= 0

6 F (u)Φ−2(u), ψ(u) =
x1+ϕ(x0)

(3λx0)
1
3
, ϕ̇ = c1(3λx0)−

2
3

где F ′ = λ
Φ

− (ΦΦ′)′′ где ψ′(u) = 1
Φ(u)

c1 = const

Проинтегрировав редуцированные уравнения и подставив найденую функцию ϕ
в соответствующий анзац, получим точное решение уравнения (1) с соответству-
ющей нелинейностью f

1) u =

[
x1

2

(
kλ1x0

2

)− 1
k

+ λx
− 1

k
0 − λ2

λ1

]2

;

2) u = exp

[
−k(kλ1)−

3
k

k − 2
x
− 3

k +1
0 − λ2

λ1
+ λx

− 1
k

0 + (kλ1x0)−
1
k x1

]
, k �= 2,
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u = exp
[
−(2λ1)−

3
2x

− 1
2

0 lnx0 − λ2

λ1
+ λx

− 1
2

0 + (2λ1x0)−
1
k x1

]
, k = 2;

3) u = sin
[

k(kλ1)
− 3

k

k−2 x
− 3

k +1
0 − λ2

λ1
+ λx

− 1
k

0 + (kλ1x0)−
1
k x1

]
, k �= 2,

u = sin
[
(2λ1)−

3
2
lnx0√
x0

− λ2

λ1
+ λx

− 1
2

0 + (2λ1x0)−
1
2x1

]
, k = 2;

4) u = sh

[
−k(kλ1)−

3
k

k − 2
x
− 3

k +1
0 − λ2

λ1
+ λx

− 1
k

0 + (kλ1x0)−
1
k x1

]
, k �= 2,

u = sh
[
−(2λ1)−

3
2
lnx0√
x0

− λ2

λ1
+ λx

− 1
2

0 + (2λ1x0)−
1
2x1

]
, k = 2;

5) u = λx
− 1

k
0 + x1(kλ1x0)−

1
k ;

6) ψ(u) = x1(3λx0)−
1
3 + c,

где λ, c — произвольные постоянные.
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