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О точных решениях нелинейного
уравнения д’Аламбера в пространстве
Минковского R1,n

В.И. ФУЩИЧ, А.Ф. БАРАННИК

Symmetry reduction of the nonlinear d’Alembert equation �u + λuk = 0 in the Min-
kowski space R1,n is studied. Some exact solutions of this equation are found.

Рассмотрим нелинейное уравнение д’Аламбера в псевдоевклидовом пространс-
тве R1,n (n > 1)

�u + λuk = 0, (1)

где �u = u00 − u11 − · · · − unn, uµν = ∂2u
∂xµ∂xν

, u ≡ u(x), x = (x0, x1, . . . , xn),
µ, ν = 0, 1, . . . , n).
Известно [1], что если k �= 1, то максимальной алгеброй инвариантности урав-

нения (1) является расширенная алгебра Пуанкаре AP̃ (1, n), обладающая базисом
J0a = x0∂a +xa∂0, Jab = xb∂a−xa∂b, Pµ = ∂µ, S = −xµ∂µ + 2u

k−1∂u (a, b = 1, . . . , n).
Генераторы поворотов Jµν порождают алгебру AO(1, n), генераторы трансляций
Pµ порождают коммутативный идеал V , причем AP̃ (1, n) = V +⊃ AÕ(1, n), где
AÕ(1, n) = AO(1, n) ⊕ 〈S〉. В [2–4] проведена симметрийная редукция уравне-
ния (1) по некоторым подалгебрам алгебр AP̃ (1, 2) и AP̃ (1, 3) и получен ряд его
точных решений.
В настоящем сообщении подалгебры алгебра AP̃ (1, n) используются для пои-

ска инвариантных решений уравнения (1). Для этого описываем максимальные
подалгебры ранга n алгебры AP̃ (1, n), не содержащиеся в AP (1, n) и удовлетворя-
ющие условию L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Если L — одна из таких подалгебр, ω′(x, u),
ω(x) — ее основные инварианты, то анзац ω′ = ϕ(ω) редуцирует уравнение (1) к
обыкновенному дифференциальному уравнению с неизвестной функцией ϕ(ω).
В дальнейшем будем использовать такие обозначения:

AE(n − l − 1) = 〈Pl+1, . . . , Pn−1, Jl+1,l+2, . . . , Jn−2,n−1〉 (0 ≤ l ≤ n − 2);
AO(l) = 〈J12, . . . , Jl−1,l〉 (2 ≤ l ≤ n);
AO(l1; l2) = 〈Jl1+1,l2+2, . . . , Jl1+l2−1,l1+l2〉 (0 ≤ l1 < l2, l1 + l2 ≤ n);

AE′(l) = 〈G1, . . . , Gl, J12, . . . , Jl−1,l〉; AẼ′(l) = AE′(l) +⊃ 〈J0n〉;
Φ1(λ1) = 〈G1 + λ1P1, . . . Gr1 + λ1Pr1〉 +⊃ AO(r1);
Φ2(λ2) = 〈Gr1+1 + λ2Pr1+1, . . . , Gr1+r2 + λ2Pr1+r2〉 +⊃ AO(r1; r2);
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Φt(λt) = 〈Gσ+1 + λtPσ+1, . . . , Gσ+rt

+ λtPσ+rt
〉 +⊃ AO(σ; rt),

где σ = r1 + r2 + · · · + rt−1, σ + rt = n − 1.
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Теорема 1. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n − 1 алгебры AP (1, n)
и L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Тогда L P (1, n)-сопряжена одной из следующих алгебр:

1) L1 = AE(n − 1); 2) L2 = AO(l) ⊕ AE(n − l − 1) (1 < l < n);
3) L3 = AE′(l) ⊕ AE(n − l − 1) (1 ≤ l ≤ n − 1);
4) L4 = 〈J0n〉 ⊕ AO(l) ⊕ AE(n − l − 1) (2 ≤ l ≤ n − 1);

5) L5 = AẼ′(l) ⊕ AE(n − l − 1) (2 ≤ l ≤ n − 1);

6) L6 = AẼ′(l1) ⊕ AO(l1; l2) ⊕ AE(n − l − 1) (l = l1 + l2);
7) L7 = 〈G1 + P0 − Pn〉 ⊕ AE(n − 2); 8) L8 = Φ1 ⊕ Φ2 ⊕ · · · ⊕ Φt;
9) L9 = 〈J0n + αP1〉 ⊕ AE(n − 2);
10) L10 = (AE′(l) +⊃ 〈J0n + αPl+1〉) ⊕ AE(n − l − 2).

Теорема 2. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n алгебры AP̃ (1, n), не
содержащаяся в AP (1, n), и L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Тогда L P̃ (1, n)-сопряжена
одной из следующих алгебр:

1) L1,1 = L1 ⊕ 〈S〉; 2) L1,2 = L1 +⊃ 〈J0n + αS〉 (α �= 0);
3) L1,3 = L1 +⊃ 〈J0n + S + P0 + Pn〉; 4) L2,1 = L2 +⊃ 〈S〉; 5) L3,1 = L3 +⊃ 〈S〉;
6) L3,2 = L3 +⊃ 〈J0n + αS〉 (α �= 0); 7) L3,3 = L3 +⊃ 〈J0n + S + P0 + Pn〉;
8) L4,1 = L4 +⊃ 〈S〉; 9) L5,1 = L5 +⊃ 〈S〉; 10) L6,1 = L6 +⊃ 〈S〉;
11) L7,1 = L7 +⊃ 〈J0n − 2S〉; 12) L8,1 = L8 +⊃ 〈J0n − S〉.

Нетрудно убедиться, что уравнение (1) не имеет решений, инвариантных отно-
сительно L8,1. Учитывая, что редукция уравнения (1) по подалгебрам L1,1, L1,2,
L1,3 и L7,1 была проведена в [2, 4], в дальнейшем подалгебры 1–3, 11 и 12 теоремы
2 не рассматриваются. Выпишем полные системы инвариантов подалгебр, пред-
ставленных в теореме 2. Запись L : f1(x), . . . , fs(x) будет означать, что функции
f1(x), . . . , fs(x) образуют полную систему инвариантов алгебры L.
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Применяя анзац ω′ = ϕ(ω), редуцируем уравнение д’Аламбера к обыкновенно-
му дифференциальному уравнению с неизвестной функцией ϕ(ω)

L2,1 : 4(ω2 − ω)ϕ̈ +
(
− 8
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+ 6ω − 4l
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ϕ + λϕk = 0;
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1 − k

1
ω
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L3,3 : 4ϕ̈ +
4 + 2l − 2lk

1 − k
ϕ̇ + λϕk = 0;
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Выпишем некоторые точные решения д’Аламбера

L3,1 : u−4/l = σ(l)
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,

σ(k, l) = l + 2 − kl, 1 ≤ l ≤ n − 1;

L3,2 : u1−k = σ(k, l)
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σ(k, l) = − λ(1 − k)2

2(l − kl + 2)
, 1 ≤ l ≤ n − 1;
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;
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L3,3 : u2/l = σ(k, l)
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Запись L : u = u(x) означает, что решение u = u(x) уравнения (1) инвариантно
относительно подалгебры L.
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