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Точнi розв’язки та принцип суперпозицiї
для нелiнiйного хвильового рiвняння
В.I. ФУЩИЧ, В.А. ТИЧИНIН

Some classes of exact solutions are obtained for a nonlinear wave equation. The method
is suggested to construct a new solution of the nonlinear wave equation from two knows.

Нелiнiйнi хвильовi рiвняння

F (u) ≡ ux0x0 − (C(u)xx1)x1 = 0 (1)

зустрiчаються при описаннi поперечних коливань струн iз змiнною щiльнiстю, по-
здовжнiх коливань стержнiв iз змiнним модулем пружностi, при описаннi багатьох
iнших процесiв [1–5]. Груповий аналiз цього рiвняння зроблений в [3]. Нижче
одержанi деякi класи точних розв’язкiв рiвняння (1) за допомогою нелокального
перетворення його до лiнiйного. Крiм того, запропонований спосiб побудови нового
розв’язку нелiнiйного рiвняння по двох вiдомих розв’язках.
Нелiнiйне рiвняння (1) зводиться до лiнiйного

L(ϕ) ≡ ϕyy − C(y)ϕττ = 0 (2)

за допомогою нелокального перетворення [6]

A :
x0 = ϕτ , x1 = ϕy(α, β = τ, y),
u = y, δ ≡ det ‖ϕαβ‖ �= 0.

(3)

Це перетворення переводить (1) в PL(ϕ)

F (u) A−→ PL(ϕ). (4)

Оператор P має вигляд

P =
[
ϕ3

yτ + 2ϕyτϕττ (ϕyy − C(y)ϕττ ) − C(y)ϕyτϕ2
ττ

]
∂τ +

+
[
C(y)ϕ3

ττ − ϕ2
yτϕττ

]
∂y + (ϕyτϕτττ − ϕττϕyττ )(ϕyy + C(y)ϕττ ) +

+ 2
[
C(y)ϕyτϕττϕτττ − ϕ2

yτϕyττ

] − C ′(y)ϕ3
ττ .

(5)

Побудувавши розв’язки лiнiйного (2), знаходимо розв’язки нелiнiйного рiвнян-
ня (1). Розглянемо декiлька випадкiв.
1. Якщо C(u) = (au + b)−4, a, b — довiльнi сталi, розв’язок лiнiйного рiвняння

має вигляд [2]

ϕ(y, τ) = (ay + b)
[
f

(
1

ay + b
+ aτ

)
+ g

(
1

ay + b
− aτ

)]
. (6)

Розв’язок нелiнiйного рiвняння (1) задається виразом

x0 = a(au + b)(f + g), x1 = a

[
f + g − 1

au + b
(f ′ + g′)

]
. (7)
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Тут f i g — довiльнi функцiї, штрих означає похiдну за вiдповiдним аргументом.
2. C(u) = u−2, ki(s) — довiльнi функцiї параметра s (i = 1, 2). За розв’язком

лiнiйного рiвняння (2) [2]

ϕ(y, τ) = ys
[
k1(s)e

√
s(s−1)τ + k2(s)e−

√
s(s−1)τ

]
(8)

знаходимо розв’язок (1)

s−2x2
1u

2(1−s) − s1(s − 1)−1x2
0u

−2s = 4k1(s)k2(s). (9)

Аналогiчно будуються розв’язки у випадках, коли C(u) дорiвнюють

uk, expu,
(
u2 + 1

)−2 exp(−4 arctg u),

(1 + u)2(A−1)(1 − u)−2(A+1), u−4 exp
(−2u−1

)
.

Скористаємося для побудови розв’язкiв (2) роздiленням змiнних, тобто розв’я-
зок лiнiйного рiвняння шукаємо у виглядi

ϕ(y, τ) = h(τ) · g(y). (10)

Це призводить до таких результатiв:

g′′ − κC(y)g = 0, (11)

h′′ − κh = 0, (12)

(κ — стала, C(y) — довiльна функцiя),

h1(τ) = C1 ch τ
√

κ + C2 sh τ
√

κ, κ > 0,

h2(τ) = C1 + C2τ, κ = 0,

h3(τ) = C1 cos τ
√|κ| + C2 sin τ

√|κ|, κ < 0.

(13)

Якщо C(u) = λuk, де λ — довiльний дiйсний параметр, вiдповiднi розв’язки
лiнiйного рiвняння такi:
1) при k = −2, r = 1

2

√|4κλ + 1|

g1(y) = C3y
1
2+r + C4y

1
2−r, 4κλ + 1 > 0,

g2(y) = C3
√

y + C4
√

y ln y, 4κλ + 1 = 0,
g3(y) = C3

√
y cos(r ln y) + C4

√
y sin(r ln y), 4κλ + 1 < 0.

(14)

ϕ1(y, τ) = h3(τ)g1(y), λ > 0, κ < 0, (14а)

ϕ2(y, τ) = h1(τ)g3(y), λ < 0, κ > 0, (14б)

ϕ3(y, τ) = h2(τ)g1(y), −∞ < λ < +∞, κ = 0, (14в)

ϕ4(y, τ) = h3(τ)g2(y), λ > 0, κ = −(4λ)−1, (14г)

ϕ5(y, τ) = h1(τ)g2(y), λ < 0, κ = −(4λ)−1, (14д)



Точнi розв’язки та принцип суперпозицiї 115

2) при k �= −2 розв’язки рiвняння (11) можуть бути вираженi через функцiї
Бесселя [7] (i2 = −1):

g(y) =
√

yZβ

(
2i

k + 2

√
κλ · y k+2

2

)
,

(
β =

1
k + 2

)
, (15)

C3, C4 — довiльнi сталi, Zβ(x) = C3Jβ + C4Yβ — цилiндричнi функцiї, Jβ , Yβ —
Бесселевi функцiї першого та другого роду вiдповiдно. Розв’язки лiнiйного рiвня-
ння (2) мають вигляд

ϕ6(y, τ) = h1(τ)
√

yZβ(γ+), γ+ ≡ 2i

k + 2

√
κλ · y k+2

2 , (16а)

ϕ7(y, τ) = h3(τ)
√

yZβ(γ−), γ− ≡ −2
k + 2

√
κλ · y k+2

2 , (16б)

З (14a) одержуємо такий розв’язок рiвняння (1):

(
C2

1 + C2
2

)2
=

[
C1x0|κ|− 1

2
(
g1(u)

)−1 − C2x1

(
C3

(
1
2

+ r

)
ur− 1

2 +

+ C4

(
1
2
− r

)
u−r− 1

2

)−1
]2

+

[
C2x0|κ|− 1

2
(
g1(u)

)−1
+

+ C1x1

(
C3

(
1
2

+ r

)
ur− 1

2 + C4

(
1
2
− r

)
u−r− 1

2

)−1
]2

.

(17а)

Аналогiчно будуються розв’язки (1) з (14б–д). За розв’язками (16а,б) лiнiйного
рiвняння (2) знаходимо такi розв’язки рiвняння (1):

(
C2

2 ∓ C2
1

)2
=

{
C2x0

[√
|κ|uZβ(γ±)

]−1

∓

∓ C1x1

[
1

2
√

u
Zβ(γ±) +

√
uZ ′

β(γ±)
]−1

}2

∓

∓
{

C1x0

[√
|κ|uZβ(γ±)

]−1

− C2x1

[
1

2
√

u
Zβ(γ±) +

√
uZ ′

β(γ±)
]−1

}2

.

(18а,б)

Верхнiй знак вiдповiдає (16а), нижнiй — (16б).
Нехай g(y) = F (y, C3, C4) — деякий розв’язок рiвняння (11) з визначеним C(y),

тодi розв’язки вiдповiдного нелiнiйного рiвняння (1) будуються за формулою

(
C2

1 ± C2
2

)2
=

[
C2x0√|κ|F (u)

∓ C1x1

F ′(u)

]2

∓
[

C1x0√|κ|F (u)
− C2x1

F ′(u)

]2

, (19)

де верхнiй знак вiдповiдає κ > 0, нижнiй — значенням κ < 0. Якщо пiдставити
y = u в розв’язок лiнiйного рiвняння (2)

ϕ1(y, τ) = [C1 ch τ
√

κ + C2 sh τ
√

κ ] · F (y, C3, C4),

ϕ2(y, τ) =
[
C1 cos τ

√|κ| + C2 sin τ
√|κ|

]
· F (y, C3, C4),

i виключити потiм параметр τ з одержаних рiвнянь, приходимо до розв’язкiв (19).
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Побудуємо новий розв’язок нелiнiйного рiвняння (1) з вiдомих розв’язкiв u1, u2.
Скористаємося для цього принципом суперпозицiї розв’язкiв лiнiйного рiвняння
(2). В одному з простих розв’язкiв рiвняння (1) з C(u) = λu−4 надамо параметру
C значення C1, C2 �= C1. Одержуємо два рiзних розв’язки (1)

uα = −λ
1
4

[
xα

0

xα
1

(
1 − λ

1
2 C−1

α xα
0

)] 1
2

(α = 1, 2). (20)

Для (20) будуємо розв’язки лiнiйного рiвняння (2)

ϕα(y, τ) =
1
4
Cα

[
λ− 1

2 yτ + 1
]
. (21)

Тодi

ϕ3(y, τ) = k1ϕ1(y, τ) + k2ϕ2(y, τ) =
1
4
(kαCα)

[
λ− 1

2 yτ + 1
]
, (22)

kα (α = 1, 2) — довiльнi сталi. При цьому

xα
0 = ϕα,τ (y, τ) = −1

2
λ− 1

2 Cα

[
λ− 1

2 yτ + 1
]
,

xα
1 = ϕα,y(y, τ) = −1

4
Cα

[
y−2 − λ−1τ2

]
,

(23)

x3
0 = −1

2
λ− 1

2 (kαCα)
[
λ− 1

2 yτ + 1
]
,

x3
1 = −1

4
(kαCα)

[
y−2 − λ−1τ2

]
.

(24)

Внаслiдок (3) з (24) будуємо розв’язок (1)

u3 = −λ
1
4

[
x3

0

x3
1

(
1 + λ

1
2 (kαCα)−1x3

0

)] 1
2

=

= −λ
1
4

[
k1x

1
0 + k2x

2
0

k1x1
1 + k2x2

1

(
1 + λ

1
2 (kαC−1

α

(
k1x

1
0 + k2x

2
0

)) 1
2
]

.

(25)

Продиференцiювавши розв’язок (20) по xα
1 та розв’язавши одержану систему вiд-

носно xα
0 та xα

1 , знаходимо

xα
1 = −1

2
uα · (uα,xα

1
)−1,

xα
0 =

1
2
λ− 1

2 Cα ±
[
1
4
λ−1C2

α − 1
2
λ−1Cαu3

α(uα,xα
1
)−1

] 1
2

.

(26)

Тут uα,xα
1
≡ ∂uα

∂xα
1
(пiдсумовування по α немає) та

x2
0 = C2C

−1
1 x1

0 ≡ θ
(
x1

0

)
, x2

1 = C2C
−1
1 x1

1 ≡ σ
(
x1

1

)
. (27)
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Пiдставляючи (26), (27) у праву частину (25), будуємо u3

u3

(
x1

0, x
1
1

)
= −λ

1
4 Λ

1
2

[
1 + λ

1
2 (kαCα)−1 · Λ

] 1
2 · (−2)

1
2 ×

×
[
k1u1

(
x1

0, x
1
1

)
u−1

1,x1
1

(
x1

0, x
1
1

)
+ k2u2

(
θ
(
x1

0

)
, σ

(
x1

1

))
u−1

2,x2
1

(
θ
(
x1

0

)
, σ

(
x1

1

))]− 1
2
,

Λ
(
x1

0, x
1
1

)
= λ−1k1

[
1
2
λ

1
2 C1 ±

(
1
4
C2

1 − 1
2
C1u

3
1(x

1
0, x

1
1)u

−1
1,x1

1
(x1

0, x
1
1)

)]
+

+ λ−1k2

[
1
2
λ

1
2 C2 ±

(
1
4
C2

2 − 1
2
C2u

3
2

(
θ
(
x1

0

)
, σ

(
x1

1

))
u−1

2,x2
1

(
θ
(
x1

0

)
, σ

(
x1

1

)))]
.

(28)
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