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Подалгебры алгебры Пуанкаре AP (2, 3)

и симметрийная редукция нелинейного
ультрагиперболического уравнения
Даламбера. II
Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ЛАГНО, В.И. ФУЩИЧ

Настоящая работа является продолжением статьи [1].
1. Классификация подалгебр алгебры AP (2, 2). В качестве базиса алгебры

AO(2, 2) возьмем систему таких генераторов:

B1 = −1
2
(J14 + J23), B2 =

1
2
(J24 − J13), B3 =

1
2
(J12 − J34),

C1 =
1
2
(J14 − J23), C2 = −1

2
(J13 + J24), C3 =

1
2
(J12 + J34),

Пусть AP (1, 2) = 〈P1, P3, P4〉+⊃ 〈Jab | a, b = 1, 3, 4〉, AP (2, 1) = 〈P1, P2, P3〉+⊃
〈Jab | a, b = 1, 2, 3〉. Проведем на основании [2] классификацию подалгебр алгебры
AP (2, 2) относительно эквивалентности.

Теорема 1. Расщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2) с точностью до экви-
валентности исчерпываются расщепляемыми подалгебрами K ⊂ AP (1, 2), L ⊂
AP (2, 1), алгебрами K ⊕ 〈P2〉, L ⊕ 〈P4〉 и такими алгебрами:

F1 = 〈P1 + P3, P2 + P4〉, F2 = 〈B1 − B3〉,
Fj = 〈B2〉: 0, 〈P1 + P3〉, 〈P1 + P3, P2 + P4〉, 〈P1 + P3, P2 − P4〉, j = 3, 4, 5, 6,
Fj = 〈B3〉: 0, 〈P1 + P3, P2 + P4〉, j = 7, 8,
Fj = 〈−B1 + B3 + C2〉: 0, 〈P1 − P3〉, 〈P1 + P3, P2 + P4〉, j = 9, 10, 11,
F12 = 〈B1 − B3 + C3〉, F13 = 〈B1 − B3 − C3〉,
Fj = 〈B2 + eC2〉: 0, 〈P1 + P3〉, 〈P2 + P4〉, 〈P1 + P3, P2 + P4〉, 〈P1 + P3, P2 − P4〉,

0 < e < 1, j = 14, . . . , 18,
F19 = 〈B2 +C2, P2 +P4〉, Fj = 〈B2−eC3〉: 0, 〈P1 +P3, P2−P4〉, e > 0, j = 20, 21,
F22 = 〈B3 + eC3〉, 0 < |e| < 1, F23 = 〈B1 − B3, B2〉,
F24 = 〈B1 − B3, C2〉, F25 = 〈B1 − B3, C3〉, F26 = 〈B2, C2〉, F27 = 〈B2, C3〉,
F28 = 〈B3, C3〉, F29 = 〈B2 + dC2, B1 − B3〉, d > 0, d �= 1,
F30 = 〈B2 − dC3, B1 − B3〉, d > 0, F31 = 〈B1 − B3 − C2, C1 − C3〉,
F32 = 〈B1 − B3, B2 − C2, C1 − C3〉, F33 = AO(2, 2).

Доказательство. Среди эквивалентных расщепляемых подалгебр алгебры AP (2, 2)
из перечня, приведенного в [2], выбираем одну подалгебру, а остальные исклю-
чаем. Поскольку все случаи в чем-то аналогичны, ограничимся рассмотрением
только нескольких, наиболее характерных, случаев.

Так как

B1 − B3 = −1
2
(x1 + x3)(∂2 + ∂4) +

1
2
(x2 − x4)(∂1 − ∂3),
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то

〈B1 − B3, P1 − P3〉 ≈ 〈P2 + P4, P1 − P3〉,
〈B1 − B3, P1 − P3, P2 + P4〉 ≈ 〈P1 − P3, P2 + P4〉.

Далее ранги алгебр 〈B1, B2, B3〉, 〈B1 − B3, B2, C2〉, 〈B1 − B3, B2 + dC2, C1 − C3〉
равны 3. Поскольку эти алгебры суть подалгебры AO(2, 2), то функция x2

1 + x2
2 −

x2
3 − x2

4 является их инвариантом. Следовательно, рассматриваемые подалгебры
эквивалентны алгебре AO(2, 2). Теорема доказана.

Теорема 2. Нерасщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2) исчерпываются с то-
чностью до эквивалентности нерасщепляемыми подалгебрами K ⊂ AP (1, 2),
L ⊂ AP (2, 1), алгебрами K ⊕ 〈P2〉, L ⊕ 〈P4〉 и такими алгебрами:

Kj = 〈B1 − B3 + P1〉: 0, 〈P1 − P3〉, 〈P1 − P3, P2 − P4〉, j = 1, 2, 3,
K4 = 〈B1 − B3 + P2, P1 − P3〉,
K5 = 〈B1 − B3 + C1 − C3 + P3, P1 − P3, P2 + αP4〉, α > 0,
Kj = 〈B1 − B3 + C1 − C3 + P4〉: 0, 〈P1 − P3〉, j = 6, 7,
Kj = 〈B1 − B3 − C1 + C3 + P2〉: 0, 〈P1 − P3〉, j = 8, 9,
K10 = 〈B1 − B3 − C1 + C3 + P1, P1 − P3, P2 + αP4〉, α > 0,
Kj = 〈B2 + C2 + P2 + P4〉: 0, 〈P1 + P3〉, j = 11, 12,
Kj = 〈B2 + C2 + P2〉: 〈P2 + P4〉, 〈P1 + P3, P2 + P4〉, j = 13, 14,
K15 = 〈B1 − B3 + P2 − P4, C1 − C3〉, K16 = 〈B1 − B3 + P4, C1 − C3 − P4〉,
K17 = 〈B1 − B3 + P2, C1 − C3 − P4〉,
K18 = 〈B1 − B3 + C1 − C3, B2 + C2 + αP4〉, α > 0,
K19 = 〈B1 − B3 − C1 + C3, B2 + C2 + αP2〉, α > 0,
K20 = 〈B1 − B3, B2 + C2 + P2 + P4〉,
Kj = 〈B2 + 3C2, B1 − B3 + P2 − P4〉: 0, 〈P1 − P3〉, j = 21, 22,
K23 = 〈B2 + 3C2, B1 − B3 + P4, P2 + P4〉,
K24 = 〈B1 − B3, 3B2 + C2, C1 − C3 + P2 + P4〉.

Доказательство. Если ранг алгебры L ⊂ AP (2, 2) равен r, а генераторы L имеют

вид
r∑

i=1

fi(x1, . . . , xs)∂i, где s ≥ r, то L ≈ 〈P1, . . . , Pr〉.
Отсюда вытекает

〈B1 − B3 + P2, C1 − C3 + βP2 + γP4, P1 − P3〉 ≈ 〈P2, P4, P1 − P3〉,
〈B1 − B3 + P1, C1 − C3 − P1 + βP4, P1 − P3, P2〉 ≈ 〈P1, P2, P3, P4〉, β > 0.

Остальные случаи рассматриваются аналогично или по схеме, приведенной в
доказательстве теоремы 1. Теорема доказана.

2. Инвариантны подалгебр алгебры AP (2, 2) и подалгебр коразмерности
1 алгебры AP (2, 3). Пусть y1 = x1 + x3, ȳ1 = x1 − x3, y2 = x2 + x1, ȳ2 =
x2−x4. Запись L : f1(x), . . . , fs(x) означает, что функции f1(x), . . . , fs(x) образуют
полную систему инвариантов алгебры L. В силу результатов п.1 и [3] ограничимся
подалгебрами, описанными в теоремах 1 [1], 1, 2.

а) Инварианты подалгебр коразмерности 1 алгебры AP (2, 2).

F5: ȳ1ȳ2; F6: ȳ1y
−1
2 ; F8: ȳ2

1 + ȳ2
2 ; F11: 2 ln ȳ2 + ȳ1ȳ

−1
2 ; F17: ȳ1−e

1 ȳ1+e
2 ;

F18: ȳ1−e
1 y1+e

2 ; F21: arctg (y2ȳ
−1
1 ) + e

2 ln(ȳ2
1 + y2

2); F33: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2;
K3: y2

1 + 2y2; K5: α
2 y2

1 + αx2 − x4; K10: 1
2y2

1 − αx2 + x4; K14: ln ȳ1 − ȳ2;
K22: 1

2 (y2ȳ2 + y2
2y−1

1 + 1
4 ȳ2

2y1)1/2; K23: (y1ȳ1 + 1
2y1ȳ

2
2)1/2;
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K24: (y1ȳ1 + y2ȳ2 + ȳ2
2y−1

1 )1/2.

b) Инварианты подалгебр коразмерности 2 алгебры AP (2, 2).
F1: ȳ1, ȳ2; F4: (ȳ2y2)1/2, 1

2 ln(ȳ1y
−1
2 ); F10: 1

2y1ȳ2, ln y1 + 1
2y2y

−1
1 ;

F15: (y2ȳ2)1/2, 1
2 ln(ȳ1−e

1 ȳ1+e
2 ); F16: (y1ȳ1)1/2, 1

2 ln(ye−1
1 ȳe+1

2 );
F19: (y1ȳ1)1/2, ȳ2; F23: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, ȳ2y

−1
1 ;

F24: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1
4 ln(y1ȳ2); F25: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

4 ln(y2
1 + ȳ2

2);
F26: (y1ȳ1)1/2, (y2ȳ2)1/2; F27: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, y1y2 − ȳ1ȳ2;
F28: (x2

1 + x2
2)

1/2, (x2
3 + x2

4)
1/2; F29: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

4 ln(yd−1
1 ȳd+1

2 );
F30: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

2 arctg y1ȳ
−1
2 + d

4 ln(y2
1 + ȳ2

2);
F31: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

2 ln y1 − 1
4y2y

−1
1 ; F32: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

2 ln y1;
K2: y2 + 1

2y2
1 ,

1
4 ȳ2; K4: y1/2, x4 + 1

2y1ȳ2; K7: y1, x2 + y1x4;
K9: y1, x4 + y1x2; K12: 1

2 ȳ2, ln ȳ1 − 1
2y2; K13: (y1ȳ1)1/2, 1

2 ln y1 + 1
2 ȳ2;

F15: (y1ȳ1 + y2ȳ2 + y2
2y−1

1 )1/2, 1
2 ln y1; F16: (y1ȳ1 + y2ȳ2 − 2x2

2y
−1
1 − 2ȳ1)1/2, y1;

K17: 1
2{(y2 − ȳ2(1 − y1))2 + (2ȳ1 − ȳ2

2)(1 + (1 − y1)2)}1/2, y1;
K18: (y1ȳ1 + x2

2)
1/2, d ln y1 + x4; K19: (y1ȳ1 − x2

4)
1/2, d ln y1 + x2;

K20: (y1ȳ1 + y2ȳ2 + 2ȳ2 ln y1)1/2, 1
2 ln ȳ2;

K21: (y1ȳ1 + y2ȳ2 + y2
2y−1

1 )1/2, (y1ȳ2 + 2y2)y
−1/2
1 .

в) Инварианты подалгебр коразмерности 3 алгебры AP (2, 2).
F2: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

2 ln y1, 1
2 ln ȳ2; F3: (y1ȳ1)1/2, (y2ȳ2)1/2, 1

2 ln(y1ȳ
−1
2 );

F7: (x2
1 + x2

2)
1/2, (x2

3 + x2
4)

1/2, arcsin(x2(x2
1 + x2

2)
−1/2) − arcsin(x4(x2

3 + x2
4)

−1/2);
F9: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, y1ȳ2,

1
2 ln y1 + 1

4y2y
−1
1 ;

F12: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, y2
1 + ȳ2

2 , ȳ1ȳ
−1
2 − y1(y1ȳ1 + y2ȳ2)(y2

1 ȳ2 + ȳ3
2)−1 −

−2 arcsin(ȳ2(y2
1 + ȳ2

2)−1/2;
F13: (y1y1 + y2ȳ2)1/2, y2

1 + ȳ2
2 , ȳ1ȳ

−1
2 (y1ȳ1 + y2ȳ2)y1(y2

1 ȳ2 + ȳ3
2)−1 +

+2arcsin(ȳ2(y2
1 + ȳ2

2)−1/2;
F14: (y1ȳ1)1/2, (y2ȳ2)1/2, 1

2 ln(ȳ1−e
1 ȳ1+e

2 );
F20: (y1y1 + y2ȳ2)1/2, y1y2 − ȳ1ȳ2, e ln(y2

1 + ȳ2
2) − 2 arctg (ȳ2y

−1
1 );

F22: (x2
1 + x2

2)
1/2, (x2

3 + x2
4)

1/2, (1 − e) arcsin(x2(x2
1 + x2

2)
−1/2) −

−(1 + e) arcsin(x4(x2
3 + x2

4)
−1/2);

K1: x3 + 1
2y1ȳ2, 1

4y2 + 1
8y2

1 ȳ2; K6: (y1ȳ1 + x2
2)

1/2, y1, x2 + y1x4;
K8: (y1ȳ1 − x2

4)
1/2, y1, x4 + y1x2; K11: (y1ȳ1)1/2, ȳ2, 1

4y2 + 1
2 ln y1.

г) Инварианты подалгебр коразмерности 1 алгебры AP (2, 3). Здесь y1 = x1+x5,
ȳ1 = x1 − x5, y2 = x2 + x4, ȳ2 = x2 − x4.

L1: y2 − ȳ1x3 − 1
4 (2d − ȳ2

1)ȳ2 + 1
4β(2αȳ1 − 1

3 ȳ3
1); L2: x3 − 1

2 ȳ1ȳ2;
L3: x3 − 1

4 (ȳ2
1 + ȳ2

2); L4: x3 + 1
4 (ȳ2

2 − ȳ2
1 ; L5: αβ ln ȳ1 + 1

2βy2y
−1
1 − βx3 + 1

2 ȳ1ȳ2;
L6: (ȳ1ȳ2x3 − y1ȳ1 − 1

4 ȳ2
1 ȳ2

2)1/2; L7: x3 − α ln ȳ1 − 1
2 ȳ1ȳ2; L8: x3 − 1

2 ȳ1ȳ2;
L9: x3 − α ln ȳ1 − 1

2y2ȳ
−1
1 ; L10: x3 − µ

4 ln(2y2 − ȳ2
1);

L11: x3 − 1
4 ȳ2

1 + α
2 ln ȳ2; L12: 1

2 (2y2ȳ2 − 2x2
3 − ȳ2

1 ȳ2)1/2;
L13: 1√

2
(y1 − x3ȳ2 − β

2 ȳ1 + 1
4 ȳ1ȳ

2
2 + 1

2αβȳ2 − β
8 ȳ2

2 − 1
12αȳ3

2 + 1
32 ȳ4

2);

L14: x3 − 1
2 ȳ1ȳ2 + 1

4αȳ2
2 − 1

12 ȳ3
2 ; L15: (y1ȳ1 + y2ȳ2 − x2

3 − y2
1 ȳ−2

2 − 2x3y1ȳ
−1
2 )1/2;

L16: x3 + 1
2 ȳ2

1 ȳ−1
2 ; L17: x3 + α

2 ln y2 + 1
2 ȳ2

1 ȳ−1
2 ;

L18: (y1ȳ1−x2
3 +y2ȳ2−2γx3−γȳ2

1 ȳ−1
2 −γ2)1/2; L19: (y1ȳ1 +y2ȳ2−x2

3 + ȳ2
1 ȳ−1

2 )1/2;
L20: x3 + 1

2β ln(ȳ1ȳ2) + 1
2α ln(ȳ2ȳ

−1
1 ); L21: x3 − α arctg (ȳ2ȳ

−1
1 ) + 1

2β ln(ȳ2
1 + ȳ2

2).
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Значения α, β, γ, . . .для алгебр приведены в теоремах 1, 2 и леммах 1–7 [1].
3. Симметрийная редукция нелинейного ультрагиперболического уравне-

ния Даламбера. Если алгебра L ⊂ AP (2, 2) имеет только один инвариант, то
обозначим его через ω. Если полная система инвариантов алгебры L состоит из s,
s = 2, 3, инвариантов, то эти инварианты обозначим через ω1, . . . , ωs, нумеруя их
в том порядке, в каком они выписаны в п. 2.

Уравнение (1) [1] в результате подстановки u = ϕ(ω), которая соответствует
алгебрам Fj , j = 5, 6, 8, 11, 17, 18, 21, K3, E14, редуцируется к функционально-
му уравнению F (ϕ, 0) = 0; для остальных подалгебр коразмерности 1 алгебры
AP (2, 2) получаем уравнение

kϕ′′ + lω−1ϕ′ = F (ϕ, k(ϕ′)2), (1)

где k = α2 − 1, l = 0 для K5, K10; k = 1/2, l = 0 для K22; k = 1, l = 3 для F33,
K24; k = 1, l = 1 для K23.

Пусть ϕi = ∂ϕ/∂ωi, ϕij = ∂2ϕ/∂ωi∂ωj . Подстановка u = ϕ(ω1, ω2), соответ-
ствующая алгебре F1 , редуцирует уравнение (1) [1] к функциональному уравне-
нию F (ϕ, 0) = 0. В остальных случаях получаем следующие уравнения:

ϕ11 + kω−1
1 ϕ12 + lω−1

1 ϕ1 = F (ϕ, (ϕ1)2 + kω−1
1 ϕ1ϕ2),

где k = −1, l = 1 для F4; k = 1 + e, l = 1 для F15; k = e − 1, l = 1 для F16; k = 0,
l = 1 для F19; k = 0, l = 3 для F23; k = 1, l = 3 для F24, F25, F31, F32, K15, K20;
k = d, l = 3 для F29, F30; k = 1, l = 1 для K13;

kϕ12 = F (ϕ, kϕ1ϕ2),

где k = 1 для F10, K2; k = −1 для K12;

ϕ11 + kϕ22 + ω−1
1 ϕ1 + kω−1

2 ϕ2 = F (ϕ, (ϕ1)2 + k(ϕ2)2),

где k = 1 для F26; k = −1 для F28;

ϕ11 − 4ω2
1ϕ22 + 4ω2ω

−1
1 ϕ12 + ω−1

1 ϕ1 = F1(ϕ, (ϕ1)2 + 4ω2ω
−1
1 ϕ1ϕ2 − 4ω2

1(ϕ2)2)

для F27;

k(1 − ω2
1)ϕ22 = F (ϕ, k(1 − ω2

1)(ϕ2)2),

где k = 1 для K7; k = −1 для K4, K9;

ϕ11 + kϕ22 + 2ω−1
1 (αϕ12 + ϕ1) = F (ϕ, (ϕ1)2 + k(ϕ2)2 + 2αω−1

1 ϕ1ϕ2),

где k = 1 для K19; k = −1 для K18;

ϕ11 + 2(ω2 − 2)ω−1
1 ϕ12 + (3 − 2ω−1

2 )ω−1
1 ϕ1 = F (ϕ, (ϕ1)2 + 2(ω2 − 2)ω−1

1 ϕ1ϕ2)

для K16;

(ω2 − 1)ϕ11 + 2((ω2 − 1)2 + 1)ω−1
1 ϕ12 + 4(ω2 − 1)ω−1

1 ϕ1 =

= F (ϕ, (ω2 − 1)(ϕ1)2 + 2((ω2 − 1)2 + 1)ω−1
1 ϕ1ϕ2)

для K17;

ϕ11 + 8ϕ22 + 3ω2ω
−1
1 ϕ12 + 3ω−1

1 ϕ1 = F (ϕ, (ϕ1)2 + 8(ϕ2)2 + 3ω2ω
−1
1 ϕ1ϕ2)

для K21.
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При подстановке u = ϕ(ω1, ω2, ω3) уравнение (1) [1] редуцируется к уравнению
от трех переменных ω1, ω2, ω3. Поскольку

�u = (�ωa)
∂ϕ

∂ωa
+ (ωa

xµ
ωb

xµ)
∂2ϕ

∂ωa∂ωb
,

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= (ωa

xµ
ωb

xµ)
∂ϕ

∂ωa

∂ϕ

∂ωb
,

где ωa
xµ

= ∂ωa/∂xµ, то для записи редуцированого уравнения достаточно ука-
зать вид �u. Ниже приведены значения для каждой подалгебры коразмерности 3
алгебры AP (2, 2).

F2 : ϕ11 + ω−1
1 (ϕ12 + ϕ13 + 3ϕ1);

F3 : ϕ11 + ϕ22 + ω−1
1 (ϕ13 + ϕ1) − ω−1

2 (ϕ23 − ϕ2);
F7 : ϕ11 − ϕ22 + (ω−2

1 − ω−2
2 )ϕ33 + ω−1

1 ϕ1 − ω−1
2 ϕ2;

F9 : ϕ11 + (4ω2ϕ12 + ϕ13 + 3ϕ1)ω−1
1 + ϕ23;

F12 : ϕ11 − 4(ω2
1 − 2ω2)ω−2

2 ϕ33 + ω−1
1 (4ω2ϕ12 + 3ϕ1);

F13 : ϕ11 − 4(2ω2 + ω2
1)ω−2

2 ϕ33 + 4ω2ω
−1
1 ϕ12 + 3ω−1

1 ϕ1;

F14 : ϕ11 + ϕ22 + ω−1
1 ((1 − e)ϕ13 + ϕ1) + ω−1

2 ((1 + e)ϕ23 + ϕ2);
F20 : ϕ11 − 4ω2

1ϕ22 − 8ϕ23 + ω−1
1 (4eω2ϕ12 − 8ϕ23 + 3ϕ1);

F22 : ϕ11 − ϕ22 + {(1 − e)2ω−2
1 − (1 + e)2ω−2

2 }ϕ33 + ϕ1 − ϕ2;
K1 : −(1 + ω3)ϕ11 + ϕ23;
K6 : ϕ11 + (1 − ω2

2)ϕ33 + 2ω−1
1 (ω2ϕ12 + ω3ϕ13 + ϕ1);

K8 : ϕ11 + (ω2
2 − 1)ϕ33 + 2ω−1

1 (ω2ϕ12 + ω3ϕ13 + ϕ1);

K11 : ϕ11 + ϕ23 + ω−1
1 (ϕ13 + ϕ1).

Подстановка u = ϕ(ω), соответствующая подалгебрам коразмерности 1 алге-
бры AP (2, 3), редуцирует уравнение (1) [1] к обыкновенному дифференциальному
уравнению (1), где k = −2α, l = 0 для L1; k = β(1 − β), l = 0 для L5; k = −1,
l = −1 для L6; k = 1/2, l = 2 для L12; k = 1, l = 4 для L15, L18, L19; k = −β,
l = 0 для L13; k = −1, l = 0 для Lj , j = 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10, 11, 14, 16, 17, 20, 21.
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