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Диференцiальнi iнварiанти алгебри
Пуанкаре та конформної алгебри

В.I. ФУЩИЧ, I.А. ЄГОРЧЕНКО

The bases of the second-order differential invariants of the Poincaré and conformal
algebras for a set of scalar functions in the n-dimensional Minkowsky space are
constructed. New classes of the nonlinear conformal-invariant equations are found.

Наведенi функцiональнi базиси абсолютних диференцiальних iнварiантiв дру-
гого порядку для набору з m скалярних функцiй ur = ur(x0, x1, . . . , xn), n ≥ 3.

Алгебра Пуанкаре AP (1, n) задається базисними операторами

pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xµpν − xνpµ, (1)

де µ, ν = 0, 1, . . . , n, пiд повторюваними iндексами мається на увазi пiдсумовування
(xνxν = x2

0 − x2
1 − · · · − x2

n), gµν = diag (1,−1, . . . ,−1).
Квазiлiнiйнi iнварiанти другого порядку алгебри Пуанкаре та конформної ал-

гебри описанi в [1].

Теорема 1. Функцiональний базис диференцiальних iнварiантiв другого поряд-
ку алгебри Пуанкаре (1) для скалярної функцiї u складається з 2n + 3 iнварi-
антiв

u, Sk(uµν) = uµ0µ1 · · ·uµkµ0 ,

Rk(uµ, uµν) = uµ0uµk
uµ0µ1 · · ·uµk−1µk

, k = 0, 1, . . . , n.
(2)

Тут uµ = ∂u
∂xµ

, uµν = ∂2u
∂xµ∂xν

.

В тому, що вирази (2) є абсолютними iнварiантами алгебри AP (1, n) можна
переконатися, перевiривши, що має мiсце рiвнiсть [2]

2

XF (xµ, u, uµ, uµν) = 0,

де
2

X — другi продовження базисних операторiв цiєї алгебри.
Доведення повноти та функцiональної незалежностi набору iнварiантiв (2) до-

сить громiздке, тому тут його наводити не будемо.

Теорема 2. Для набору з m скалярних функцiй ur базис iнварiантiв другого
порядку алгебри AP (1, n) складається з m(2n + 3) + (m − 1)n(n−1)

2 iнварiантiв

ur, Rk(ur
µ, u1

µν) = ur
µ1

ur
µk

u1
µ1µ2

· · ·u1
µk−1µk

,

Sjk(ur
µν , u1

µν) = u1
µ1µ2

· · ·u1
µj−1µ1

ur
µjµj+1

· · ·ur
µkµ1

,
(3)

j = 0, . . . , k, k = 1, . . . , n + 1, r = 1, . . . , m, по r пiдсумовування немає.
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Для розширеної алгебри Пуанкаре AP̃ (1, n) = {pµ, Jµν ,D},
D = xµpµ + λurpur , (4)

(pur = i∂/∂ur, по r пiдсумовування вiд 1 до m) вiдповiдний базис має вигляд
коли λ �= 0

ur

u1
, Sjk(ur

µν , u1
µν)(u1)k( 2

λ−1), Rk(ur
µ, u1

µν)(u1)
2k
λ −k−1;

коли λ = 0

ur, Sjk(ur
µν , u1

µν)(u1
αα)−k, Rk(ur

µ, u1
µν)(u1

αα)−k,

де Sjk, Rk визначаються спiввiдношеннями (3), j = 0, 1, . . . , k, k = 1, . . . , n + 1,
r = 1, . . . ,m, по r пiдсумовування немає.

Наведемо аналогiчнi результати для конформної алгебри

AC(1, n) = {pµ, Jµν ,D,Kµ}, Kµ = 2xµD − xνxνpµ

(D — оператор дилатацiї (4)).
Базис iнварiантiв другого порядку алгебри AC(1, n), коли λ �= 0

Sjk(θr
µν , θ1

µν)(u1)k( 2
λ−1),

ur

u1
, Rk(θr

µ, θ1
µν)(u1)k( 2

λ−1)−1,

j = 0, . . . , k, k = 1, . . . , n + 1, r = 2, . . . ,m, по r пiдсумовування немає.
Конформно-коварiантнi тензори мають вигляд

θr
µ =

ur
µ

ur
− u1

µ

u1
, θr

µν = λur
µν + (1 − λ)

ur
µur

ν

ur
+

λgµν

1 − n

(
ur

ββ − ur
βur

β

ur

)
,

Sjk, Rk будуються аналогiчно (3).
AC(1, n), λ = 0:

ur, (u1
αu1

α)−2kSjk(w1
µν , wr

µν), Rk(ur
µ, w1

µν)(u1
αu1

α)−2k+1,

r = 2, . . . ,m, j = 0, . . . , k, k = 1, . . . , n + 1.

Конформно-коварiантнi тензори wr
µν мають вигляд

wr
µν = uαur

α

(
ur

µν +
gµν

1 − n
ur

ββ

)
− ur

β(ur
µur

βν + ur
νur

βµ) (5)

(по r пiдсумовування немає).
Одержанi результати дозволяють побудувати новi нелiнiйнi багатовимiрнi кон-

формно-iнварiантнi рiвняння. Наприклад, рiвняння

uαuα
1

n − 1
�u − uµuνuµν = (uνuν)2F (u),

лiва частина якого є згорткою тензора wµν (5), F — довiльна функцiя, iнварiантне
вiдносно алгебри AC(1, n), λ = 0.
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