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Дифференциальные инварианты
алгебры Галилея

В.И. ФУЩИЧ, И.А. ЕГОРЧЕНКО

Bases of the second-order differential invariants of the Galilei algebra are constructed
for n-dimensional real and complex scalar functions. New classes of the non-linear
nonrelativistic equations are found.

Хорошо известно, что уравнение теплопроводности

2µut + uaa = 0, uaa = ∆u,
u = u(t,x), x = (x1, x2, . . . , xn), n ≥ 3

(1)

инвариантно относительно обобщенной алгебры Галилея AGI2(1, n) с базисными
операторами [1]:

∂t =
∂

∂t
, ∂a =

∂

∂xa
, Jab = xa∂b − xb∂a,

Ga = t∂a + µxau∂u

(
∂u =

∂

∂u

)
, u∂u, D = 2t∂t + xa∂a + λu∂u,

A = tD − t2∂t +
1
2
µx2u∂u, λ = −n

2

(2)

(по повторяющимся индексам подразумевается суммирование от 1 до n).
Уравнение Шредингера

2imψt + ψaa = 0, ψaa = ∆ψ, (3)

ψ = ψ(t, �x) — комплекснозначная функция, инвариантно относительно алгебры
Галилея с базисными операторами [2]:

p0 = i
∂

∂t
, pa = −i ∂

∂xa
, Jab = xapb − xbpa,

J = i(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗), Ga = tpa − imxaJ,

D = 2tp0 − xapa + λI, где I = i(ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗),

A = t2p0 − txapa +
imx2

2
J + λtI, λ = −n

2
,

(4)

звездочка означает комплексное сопряжение.
Алгебру (4) будем в дальнейшем обозначать символом AII2 (1, n).
В настоящей работе построены функциональные базисы дифференциальных

инвариантов второго порядка алгебр AGI2(1, n) и AGII2 (1, n) Найденные инвариан-
ты дают возможность строить широкие классы многомерных нелинейных уравне-
ний параболического типа.
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Определение абсолютного дифференциального инварианта m-го порядка и фун-
кционального базиса инвариантов группы и алгебры Ли см. например, в [3, 4].

Обозначим символом AGI(1, n) алгебру Галилея с базисными элементами

AGI(1, n) = 〈∂t, ∂a, u∂u, Ga, Jab〉 (2);
AGII(1, n) = 〈p0, pa, J,Ga, Jab〉 (4).

Символами AGI1(1, n) и AGII1 (1, n) обозначим расширенные алгебры Галилея:

AGI1(1, n) = AGI(1, n)+⊃ D, AGII1 (1, n) = AGII(1, n)+⊃ D.

Для упрощения записи инвариантов введем замену

u = expϕ, ψ = exp Φ, ImΦ = arctg
Reψ
Imψ

. (5)

Далее будут использоваться следующие обозначения:

Sj(ϕab) = ϕa1a2 · · ·ϕaj−1aj
ϕaja1 = Sj ,

Sjk(Φab,Φ∗
ab) = Φa1a2 · · ·Φak−1ak

Φ∗
akak+1

· · ·Φ∗
aj−1aj

Φ∗
aja1

= Sjk,

Rj(θa, ϕab) = θa1θaj
ϕa1a2 · · ·ϕaj−1aj

, ϕab =
∂2ϕ

∂xa∂xb
, ϕa =

∂ϕ

∂xa
.

(6)

Все индексы j принимают значения от 1 до n, индексы k — от 0 до j.
Инварианты строятся из ковариантных тензоров. Для алгебры AGI(1, n) эти

тензоры имеют вид

θa = µϕat + ϕbϕab, ϕab. (7)

Теорема 1. Функциональный базис абсолютных дифференциальных инвариан-
тов алгебры AGI(1, n) при µ �= 0 состоит из 2n+ 2 инвариантов:

M1 = 2µϕt + ϕaϕa, M2 = µ2ϕtt + 2µϕaϕat + ϕaϕbϕab,

Sj , Rj = Rj(θa, ϕab).
(8)

Для алгебры AGI1(1, n) (µ �= 0):

M2

M2
1

,
Rj

M3+j
1

,
Sj

M1+j
1

.

Для алгебры AGI2(1, n) (µ �= 0):

N2

N2
1

,
R̂j

N3+j
1

,
Ŝj

N1+j
1

(j = 2, . . . , n),

где

N1 = 2µϕt + ϕaϕa + ϕaa,

N2 = µ2ϕtt + 2µ
(

1
n
ϕtϕaa + ϕaϕat

)
+ ϕaϕbϕab +

1
n
ϕaϕaϕbb +

1
2n
ϕ2
bb,

R̂j =
j∑
l=0

Rl(ϕaa)j−l
(−n)lj!
l!(j − l)!

, Ŝj =
j∑
l=0

(−n)l(j − 1)!(j + 1)!
(l + 1)!(j − l)!

Sl(ϕaa)j−l,

Sj, Rj определяются соотношениями (6), θa имеют вид (7).
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Случай µ = 0 для алгебры AGI2(1, n) требует специального рассмотрения. Кова-
риантными будут тензоры ϕa и ϕab; тензор θa в записи инвариантов определяется
соотношением ϕbt = θaϕab.

Теорема 2. Функциональный базис дифференциальных инвариантов второго
порядка алгебры AGI(1, n), µ = 0 имеет вид

M1 = ϕt − ϕaθa, M2 = ϕtt − ϕatθa, Sj , Rj = Rj(ϕa, ϕab). (9)

Базис инвариантов алгебры AGI1(1, n), µ = 0:

RjM
−(j+1)
1 , SjM

−(j+1)
1 , M2

1M
−1
2 ,

алгебры AGI2(1, n), µ = 0:

RjM
− 1

2 (j+1), SjM
− 1

2 (j+1),

где Rj, Sj имеют вид (9),

M = (ϕt − θaϕa)2 + (ϕtt − ϕatθa)(λ+ ϕaϕbrab),
{rab} = {ϕab}−1, θa = rabϕbt.

Замечание. Вместо M1, M2 в (9) можно использовать инварианты

M̂1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕt ϕ1 · · · ϕn
ϕ1t ϕ11 · · · ϕ1n

· · · · · · · · · · · ·
ϕnt ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
, M̂2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕtt ϕ1t · · · ϕnt
ϕ1t ϕ11 · · · ϕ1n

· · · · · · · · · · · ·
ϕnt ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

найденные в [5] как решение задачи о нахождении уравнений второго порядка,
инвариантных относительно алгебры Галилея при µ = 0.

Перейдем к описанию базиса инвариантов алгебры AGII2 (1, n).
Теорема 3. Любой абсолютный дифференциальный инвариант порядка f ≤ 2
алгебры AGII(1, n), m �= 0 будет функцией следующих выражений:

Φ + Φ∗, M1 = 2imΦt + ΦaΦa, M∗
1 ,

M2 = −m2Φtt + 2imΦaΦat + ΦaΦbΦab, M∗
2 , Sjk, R1

j = Rj(θa,Φab),
Raj = Rj(θ∗a,Φab), R3

j = Rj(Φa + Φ∗
a,Φab);

ковариантные тензоры имеют вид

θa = imΦat + ΦaΦab, Φab.

AGII1 (1, n), m �= 0:

M∗
1M

−1
1 , M2M

−2
1 , M∗

2M
−2
1 , RljM

−3−j
1 (l = 1, 2),

R3
jM

−(1+j)
1 SjkM

−1−j
1 , Φ + Φ∗ при λ = 0, M1l

2
λ (Φ+Φ∗) при λ �= 0.

AGII2 (1, n), m �= 0, λ = −n
2 :

N1e
− 4

n (Φ+Φ∗),
N1

N∗
1

,
N2

N∗2
1

,
R̂lj

N3+j
1

(l = 1, 2),
R̂3
j

N1+j
1

Ŝjk

N1+j
1

,
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где
N1 = 2imΦt + Φaa + ΦaΦa,

N2 = −m2Φtt + 2im
(

ΦaΦat +
1
n

ΦtΦaa

)
+ ΦaΦbΦab +

1
n

ΦaΦaΦbb +
1
2n

Φ2
aa,

Ŝjk =
j∑
l=0

k∑
r=0, r≤l

Slr(−n)lCrkC
l+1−r
k (Φaa)k−r(Φ∗

aa)
j−l−k−r+ j(Φaa)k(Φ∗

aa)
j−k−1,

R̂lj =
j∑

k=0

Rlk(Φaa)
j−k (−n)kj!

k!(j − k)!
, l = 1, 2, 3.

Инварианты алгебр AGII1 (1, n), AGII2 (1, n), m = 0 строятся аналогично случаю
действительной функции. Приведем функциональный базис инвариантов алгебры
AGII2 (1, n), m = 0

1) λ = 0:

Φ + Φ∗,
N2

1

N2
,

N∗2
1

N2
,

(Sjk)2

N j+1
1

,
(Rlj)

2

N j+1
1

(l = 1, 2, 4);

2) λ �= 0:

N1e
4
λ (Φ+Φ∗),

N∗
1

N1
, N3e

3
λ (Φ+Φ∗),

(Rlj)
2

N j+1
1

(l = 1, 2, 3),
(Sjk)2

N j+1
1

,

где

N1 = (Φt − θaΦa)2 + (Φtt − θaΦat)(λ+ ΦaΦbrab)
({rab} = {Φab}−1, θa = rabΦbt),

N2 = (Φt − Φcθc)Φ∗
aΦ

∗
br

∗
ab − (Φ∗

t − Φ∗
cθ

∗
c )ΦaΦbrab,

N3 = Φt − Φ∗
t − τa(Φa − Φ∗

a)
(τa = (ΦbΦt + λΦbt)r̂ab, {r̂ab} = {λΦab + ΦaΦb}−1),

R1
j = Rj(Φa,Φab), R2

j = Rj(Φ∗
a,Φab), R3

j = Rj(θa − θ∗a,Φab),
R4
j = Rj(ρa,Φab) (ρa = (Φt − θbΦb)(Φ∗

crac − Φcr∗ac) − ΦbΦdrbd(θa − θ∗a)).

Замена (5) в приведенных инвариантах позволяет получить базисы для алгебр
AGI2(1, n) и AGII2 (1, n) в представлениях (2) и (4). Эти результаты легко обобщить
на случай нескольких скалярных функций.

Подробные доказательства полноты и независимости найденных базисов инва-
риантов будут приведены в последующих работах.

Примеры инвариантных уравнений:
1) относительно алгебры AGI2(1, n), µ �= 0:

ϕtt +
1
µ2

{
2µ

(
1
n
ϕtϕaa + ϕaϕat

)
+ ϕaϕbϕab +

1
n
ϕaϕaϕbb +

1
2n
ϕ2
bb

}
=

= (2µϕt + ϕaa + ϕaϕa)2F ;

2) относительно алгебры AGII2 (1, n), m �= 0:

−m2Φtt + 2im
(

ΦaΦat +
1
n

ΦtΦaa

)
+ ΦaΦbΦab +

+
1
n

ΦaΦaΦbb +
1
2n

Φ2
aa = (2imΦt + ΦaΦa + Φaa)F.
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Здесь F — произвольные функции инвариантов соответствующих алгебр.
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