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Пуанкаре-iнварiантнi рiвняння третього
та четвертого порядкiв у механiцi
Остроградського
В.I. ФУЩИЧ, I.В. РЕВЕНКО

A class of the nonlinear Poincaré-invariant ordinary differential equations is obtained.
The ordinary differential equation admitting the extended Poincaré group is integrated
in the closed form.

Варiацiйний принцип на випадок, коли лагранжiан залежить вiд вищих похi-
дних, узагальнив М. Остроградський [1]. У механiцi Остроградського, на вiдмiну
вiд механiки Ньютона–Лагранжа, природно виникають рiвняння високого поряд-
ку. Для цих рiвнянь повинен виконуватись принцип вiдносностi. Тобто, рiвняння
в механiцi Остроградського повиннi бути iнварiантними або вiдносно перетворень
Галiлея, або вiдносно перетворень Лоренца [2].
Нижче описанi звичайнi диференцiальнi рiвняння третього та четвертого по-

рядкiв, якi є iнварiантними вiдносно груп Пуанкаре та конформної групи. Зобра-
ження вiдповiдної конформної алгебри задамо операторами
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Оператори 〈P0, P1, I01〉 утворюють алгебру Пуанкаре AP (1, 1). Оператори 〈P0,
P1, I01,D〉 — узагальнену алгебру Пуанкаре AP̃ (1, 1).
Рiвняння третього порядку. Розглянемо рiвняння

...
x = f(t, x, ẋ, ẍ). (3)

Мають мiсце такi теореми.

Теорема 1. Рiвняння (3) iнварiантне вiдносно алгебри AC(1, 1) з базисними
елементами (1), (2) лише у тому випадку, коли
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Теорема 2. Рiвняння (3) iнварiантне вiдносно алгебри Пуанкаре AP (1, 1) лише
тодi, коли
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де ϕ — достатньо гладка функцiя своїх аргументiв.
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Теорема 3. Рiвняння (3) iнварiантне вiдносно узагальненої алгебри Пуанкаре
AP̃ (1, 1) тодi, якщо
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λ — довiльна стала.
Серед знайдених рiвнянь слiд видiлити рiвняння (6). Симетрiйнi властивостi

цього рiвняння не вичерпуються лише точковою симетрiєю. Рiвняння (6) має до-
статньо широку контактну симетрiю, а також симетрiю Лi–Беклунда.

Теорема 4. Алгеброю iнварiантностi рiвняння (6) в класi операторiв
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Така широка симетрiя рiвняння (6) дає можливiсть проiнтегрувати його у ква-
дратурах. Iнтеграли руху рiвняння (6) мають вигляд
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(1 − ẋ2)3/2

(
1 − ẋ
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1 − ẋ
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Знання iнтегралiв руху рiвняння (6) дає можливiсть побудувати загальний
розв’язок рiвняння (6) у неявному виглядi
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2C1(x− t+ C3 − C2) = exp{−2C1(x+ t+ C2 + C3)}, λ = 1,
2C1(x+ t+ C2 + C3) = exp{2C1(t− x+ C2 − C3)}, λ = −1.

Iнтегровнiсть у квадратурах рiвняння (6) дозволяє побудувати загальний ви-
гляд операторiв Лi–Беклунда, якi допускаються рiвнянням (6).

Теорема 5. Рiвняння (6) у класi операторiв
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)λ/2

ϕ3

)
∂

∂x
, λ �= 1,−1,

X =
(
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де ϕi, ψi, χi — довiльнi функцiї вiд iнтегралiв руху рiвняння (6) при λ �= 1,−1,
λ = 1, λ = −1 вiдповiдно.
Рiвняння четвертого порядку. Тут описанi рiвняння

....
x = f(t, x, ẋ, ẍ,

...
x) (7)

iнварiантнi вiдносно алгебри AP̃ (1, 1). Iз знайденого класу рiвнянь видiленi рiвня-
ння, що припускають лагранжеве формулювання.
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Теорема 6. Для того щоб рiвняння (7) було iнварiантним вiдносно алгебри
AP̃ (1, 1), необхiдно i достатньо, щоб
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ẍ3

(1 − ẋ2)2
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де ϕ — довiльна достатньо гладка функцiя.
Теорема 7. Рiвняння (8) допускає лагранжеве формулювання лише в тому разi,
коли
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де a, b, c — сталi, якi задовольняють спiввiдношення a �= 2, b = 0, c = 5−3a
a−2 ,

a = 2, b = ±2. Вiдповiднi лагранжiани мають вигляд
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C, K1 — довiльнi сталi.
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