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Про точнi розв’язки рiвнянь
Лоренца–Максвелла
В.I. ФУЩИЧ, I.В. РЕВЕНКО

New exact solutions for the systems of the classical electrodynamics equations are
obtained.

Рух класичної безспiнової частини в електромагнiтному колi описується систе-
мою звичайних диференцiальних рiвнянь (Лоренца) та системою диференцiальних
рiвнянь (Максвелла) в частинних похiдних вигляду [1]

muµ = eFµνu
ν , uµ ≡ ẋµ =

dxµ

dτ
, (1)

Fµν = ∂Aν

∂xµ − Aµ

∂xν — тензор електромагнiтного поля,

∂ν∂
νAµ − ∂µ(∂νAν) = jµ, jµ = euµ, (2)

uµu
µ = 1, (3)

τ — власний час, Aµ — потенцiал електромагнiтного поля. Деякi точнi розв’язки
системи (1), (2) знайдено в [2].
В данiй роботi, використовуючи симетрiйнi властивостi системи (1), (2), отри-

мано новi класи точних розв’язкiв системи Лоренца–Максвелла.
1. Задамо електромагнiтний потенцiал наступними формулами

A0 = ρ(ω)θ + σ(ω)θ−1, A1 = A1(ω), A2 = A2(ω),
A3 = ρ(ω)θ − σ(ω)θ−1, θ = x0 + x3, ω = x1 − α ln |θ|, (4)

де ρ, σ, A1, A2 — довiльнi досить гладкi функцiї, залежнi лише вiд однiєї змiнної
ω. Лагранжiан L рiвняння (1)

L =
m

2
ẋµẋ

µ + eẋµAµ (5)

для поля (4) iнварiантний вiдносно тривимiрної алгебри Лi з базисними елемента-
ми

〈x0∂3 + x3∂0 + α∂1, ∂0 − ∂3, ∂2〉. (6)

З теореми Нетер випливає, що iнтегралами руху рiвняння (1) для поля (4) є
функцiї

mu3 + eA3 +mu0 + eA0 = C1, −mu2 − eA2 = C2,

x0(−mu3 − eA3) + x3(mu0 +A0) + α(−mu1 − eA1) = C3,
(7)

де C1, C2, C3 — довiльнi постiйнi.
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Рiвняння (2) для поля (4) мають вигляд

eu0 = −ρ′′θ + θ−1{−σ′′ + α(2ρ′ − 2αρ′′ +A′′
1)}, eu1 = 2(ρ′ − αρ′′),

eu2 = −A′′
2 , eu3 = −ρ′′θ − θ−1{−σ′′ + α(2ρ′ − 2αρ′′ +A′′

1)}. (8)

Використовуючи iнтеграли руху (7), система (8) перепишеться в наступнiй
формi:

A′′
2

m

e
− eA2 = C2, ρ′′

m

e
− eρ = 0, C1 = 0,

(αA1 − σ)′′
m

e
− e(αA1 − σ) = C3.

(9)

Безпосередньою перевiркою можна переконатися, що розв’язками системи (9)
є функцiї

αA1 − σ = a0 exp
{

e√
m
ω

}
+ b0 exp

{
− e√

m
ω

}
− C3

e
,

ρ = a1 exp
{

e√
m
ω

}
+ b1 exp

{
− e√

m
ω

}
,

A2 = a2 exp
{

e√
m
ω

}
+ b2 exp

{
− e√

m
ω

}
− C2

e
.

(10)

Оскiльки вектор uµ задовольняє спiввiдношення (3), то на функцiї ρ, σ, A1, A2

необхiдно накласти додатково умову

4ρ′′(σ′′ − αA′′
1) + 4ρ′′2α2 − 4ρ′2 −A′′

2
2 = e2. (11)

Пiдставивши вираз (10) в (11), одержимо спiввiдношення на постiйнi ai

4a1a0 + 4(α2 −m)a2
1 − a2

2 = 0,
4b1b0 + 4(α2 −m)b21 − b22 = 0,

4a1b0 + 4b1a0 + 8a1b1(α2 +m) − 2b2a2 =
m2

e2
.

(12)

Для побудови розв’язкiв рiвняння (1), (4) робимо замiну змiнних

y0 = x0 + x3, y1 = x1 − α ln |x0 + x3|, y2 = x2, y3 = x0 − x3. (13)

Тодi рiвняння руху частинки має вигляд

dy0
dτ

= u0 + u3 = −2ρ′′y0
e

,
dy1
dτ

=
2ρ′

e
,

dy2
dτ

= u2 = −A
′′
2

e
,

dy3
dτ

=
2
ey0

{−σ′′ + αA′′
1 + α(2ρ′ − 2αρ′′)}.

(14)

Розв’язки рiвнянь (14) знаходимо квадратурами∫
dy1
2ρ′

=
τ

e
+ C0, y0 =

C4

ρ′
, y3 =

1
C4

{−σ′ + αA′
1 + α(2ρ− 2αρ′)} + C5,

y2 = −
∫
A′′

2dy1
2ρ′

+ C6,

(15)

де C0, C4, C5, C6 — постiйнi iнтегрування.
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Таким чином, точнi розв’язки системи рiвнянь (1), (2) задаються формулами
(4), (10), (12), (15).

2. Для побудови другого класу точних розв’язкiв рiвнянь (1), (2) задамо еле-
ктромагнiтний потенцiал наступними формулами:

A0 = σ(ω)θ + θ−1{ψ(ω)θ1 + σ(ω)θ21 + ϕ(ω)}, A1 = 2σ(ω)θ1 + ψ(ω),
A2 = A2(ω), A3 = σ(ω)θ − θ−1{ψ(ω)θ1 + σ(ω)θ21 + ϕ(ω)},
θ = x0 + x3, θ1 = x1 − β ln |θ|, ω = x2 − α ln |θ|,

(16)

σ, ψ, ϕ, A2 — довiльнi функцiї вiд ω.
При такому виборi електромагнiтного потенцiалу лагранжiан (5) iнварiантний

вiдносно алгебри

〈(x0 + x3)∂1 + x1(∂0 − ∂3), x0∂3 + x3∂0 + β∂1 + α∂2, ∂0 − ∂3〉,
i тому рiвняння (1) мають три iнтеграли руху

(x0 + x3)(−mu1 − eA1) + x1(mu0 + eA0 +mu3 + eA3) = C1,

mu0 + eA0 +mu3 + eA3 = C3,

x0(−mu3 − eA3) + x3(mu0 + eA0) + β(−mu1 − eA1) + α(−mu2 − eA2) = C2.

(17)

Пiдставляючи вирази (16) у рiвняння (2), знаходимо вектор 4-швидкостi ui

eu0 = −σ′′θ + θ−1{−ψ′′θ1 + [−ϕ′′ − 2σ + α(A′′
2 + 4σ′ − 2ασ′′)] − θ21σ

′′},
eu1 = −2σ′′θ1 − ψ′′, eu2 = 4σ′ − 2ασ′′,
eu1 = −σ′′θ − θ−1{−ψ′′θ1 + [−ϕ′′ − 2σ + α(A′′

2 + 4σ′ − 2ασ′′)] − θ21σ
′′}.

(18)

Спiввiдношення нормування 4-швидкостi uµ (3) накладає на функцiї σ, ψ, ϕ,
A2 умову

4σ′′(ϕ′′ − αA′′
2) + 8σ′′σ + 8α2σ′′2 − ψ′′2 − 16σ′2 = e2. (19)

Для того, щоб рiвняння (17) та (18) були сумiснi, необхiдно i достатньо, щоб
функцiї σ, ψ, ϕ, A2 задовольняли рiвняння

σ′′ − e2

m
σ = 0, ψ′′ − e2

m
ψ = 0, C1 = 0, C2 = 0,

(ϕ− αA2)′′ − e2

m
(ϕ− αA2) = C3

e

m
.

(20)

Загальними розв’язками рiвнянь (20) є функцiї

σ = a0 exp
{

e√
m
ω

}
+ b0 exp

{
− e√

m
ω

}
,

ψ = a1 exp
{

e√
m
ω

}
+ b1 exp

{
− e√

m
ω

}
,

ϕ− αA2 = a2 exp
{

e√
m
ω

}
+ b2 exp

{
− e√

m
ω

}
− C3

e
,

(21)

де ai, bi — довiльнi постiйнi.
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Для того, щоб виконувалось рiвняння (19), постiйнi ai, bi повиннi задовольняти
умови

4
(
a0a2 + 2a2

0

(
α2 − m

e2

))
− a2

1 = 0, 4
(
b0b2 + 2b20

(
α2 − m

e2

))
− b21 = 0,

4
e2

m2
(a0b2 + b0a2) + 16a0b0

(
3
m

+
e2α2

m2

)
− 2

e2

m2
a1b1 = 1.

(22)

В криволiнiйнiй системi координат

y0 = x0 + x3, y1 =
x1

x0 + x3
, y2 = x2 − α ln |x0 + x3|, y3 = x0 − x3

рiвняння руху частини, враховуючи формулу (18), набувають вигляду

dy0
dτ

= −2σ′′y0
e

,
dy1
dτ

=
2σ′′β ln |y0| − ψ′′

ey0
,

dy2
dτ

=
4σ′

e
,

dy3
dτ

=
2
y0

{−ψ′′[y1y0 − β ln |y0|] +

+ (−ϕ− 2σ + α(A′′
2 + 4σ′ − 2ασ′′)) − (y1y0 − β ln |y0|)2σ′′}.

(23)

Розв’язки рiвнянь (22) знаходимо у квадратурах∫
dy2
dσ′ =

τ

e
+ C0, y0 = C4(σ′)−1/2,

y1 =
∫ {

2σ′′β ln
[
C4(σ′)−1/2

] − ψ′′} dy2
4C4(σ′)−1/2

+ C5 ≡ K(y2) + C5,

y3 =
∫ {

− ψ′′
[
(K + C5)C4(σ′)−1/2 − β ln

∣∣∣C4(σ′)−1/2
∣∣∣] +

+ (−ϕ− 2σ + α(A′′
2 + 4σ′ − 2ασ′′)) −

− σ′′
[
(K + C5)C4(σ′)−1/2 − β ln

∣∣∣C4(σ′)−1/2
∣∣∣]2 } dy2

2C4(σ′)−1/2
+ C6.

(24)

Таким чином, точнi розв’язки системи рiвнянь задаються формулами (16), (21),
(22), (24).
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