
W.I. Fushchych, Scientific Works 2001, Vol. 3, 536–538.

О новых системах и законах сохранения для
упругих волн
В.И. ФУЩИЧ, А.Г. НИКИТИН

1. Максимальной локальной группой инвариантности основного уравнения ли-
нейной теории упругости

∂2U

∂t2
=

µ

ρ0
∆U +

λ + µ

ρ0
∇∇ · U (1)

является восьмипараметрическая группа Ли [1]. Базисные элементы алгебры Ли
этой группы имеют вид

P0 = i
∂

∂t
, Pa = ∇a, Ja = εabc

(
−xb∇c + U b ∂

∂U c

)
, D = x0P0 + x∇. (2)

В уравнении (1) U = (U1, U2, U3) — вектор смещения, ρ0 > 0, µ > 0, λ + µ >
0 — коэффициенты Ламе. Запишем это уравнение в матричной форме

LU ≡ Zab

(
δab

∂

∂t
− µ

ρ0
δab∆ − λ + µ

ρ0
∇a∇b

)
U = 0, (3)

где U — столбец (U1, U2, U3), Zab — матрицы размерности 3 × 3 с матричными
элементами (Zab)cd = δacδbd + δadδbc.

Естественно поставить вопрос: обладает ли уравнение (1) скрытой (нелиевской)
симметрией, которая не может быть найдена в классическом подходе Ли? В на-
стоящей статье с использованием методов [2–4] дается положительный ответ на
этот вопрос. А именно, найден полный набор операторов симметрии уравнения (1)
в классе дифференциальных операторов второго порядка

Q = Da
(1)∇a

∂

∂t
+ Cab

(1)∇a∇b + A(1)
∂

∂t
+ Ba

(1)∇a + F(1), (4)

который значительно шире восьмимерной алгебры Ли (2). По найденным операто-
рам симметрии построены новые законы сохранения для уравнения (1).

Определение. Линейный дифференциальный оператор (4) является операто-
ром симметрии уравнения (3), если

[L,Q] =
[
Da

(2)∇a
∂

∂t
+ Cab

(2)∇a∇b + A(2)
∂

∂t
+ Ba

(2)∇a + F(2)

]
L, (5)

где символ [ , ] обозначает коммутатор, Da
(i), Cab

(i), A(i), Ba
(i) и F(i) — матрицы

размерности 3 × 3, зависящие от t и x, i = 1, 2.
Полное описание операторов симметрии уравнения (3) в классе (4) дает следу-

ющее утверждение.
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Теорема. Для уравнения (3) существует 61 линейно независимый оператор
симметрии в классе дифференциальных операторов второго порядка. В их чи-
сло входят генераторы (2) и их произведения, а также следующие операторы

Q0 = 2S · J(S · J − 1) − J2,

Qa = εabc

{[
Sb∇c,S · J − 1

2

]
+

− 1
2
[Jb,∇c]+

}
,

Qab = [εadcSd∇c, εbklSk∇l]+ − 1
3
δab(5∆ − 2(S · ∇2),

(6)

где J = −x × ∇ + S — операторы (2), записанные в матричной форме, S —
матрицы с матричными элементами (Sa)bc = εabc, S = (S1, S2, S3), [A,B]+ =
AB + BA.
Доказательство теоремы сводится к решению довольно громоздкой системы опре-
деляющих уравнений для матриц Da

(i), Cab
(i), A(i), F(i), Ba

(i), следующей из (5) после
приравнивания коэффициентов при линейно независимых матрицах и дифферен-
циальных операторах.

Замечание 1. Вычисления в левой и правой частях уравнения (5) удобно прово-
дить с использованием базиса в пространстве матриц размерности 3 × 3, обра-
зуемого матрицами Zab и Sab = εabcSc. Эти матрицы удовлетворяют следующим
коммутационным антикоммутационным соотношениям:

[Zab, Zcd] = δbcS
ad + δadS

bc + δacS
bd + δbdS

ac, (7)

[Sab, Scd] = δbcS
ad + δadS

bc − δacS
bd − δbdS

ac, (8)

[Sab, Zcd] = δbcZ
ad + δadZ

bc − δacZ
bd − δbdZ

ac, (9)

[Zab, Zcd]+ = δbcZ
ad + δadZ

bc + δacZ
bd + δbdZ

ac, (10)

[Sab, Scd]+ = δbcZ
ad + δadZ

bc − δacZ
bd − δbdZ

ac, (11)

[Zab, Scd]+ = δbcS
ad − δadS

bc + δacS
bd − δbdS

ac, (12)

и образуют базис как алгебры (см. (7)–(9)), так и супералгебры (см. (8)–(10) или
(10)–(12)) Ли.

Замечание 2. Формулы (6) задают 9 линейно независимых операторов, поскольку∑
a

Qaa = 0. Эти операторы не принадлежат обвертывающей алгебре, порождаемой

генераторами (2).

Замечание 3. Операторы (6) не образуют алгебры Ли. Однако операторы симме-
трии

H1 = QA, H2 = J · P , H3 = H1H2, H3+a = H2
a ,

где a = 1, 2, 3, QA — любой из операторов (6) (A = 0, 1, . . . , 12, 13, . . .) образуют
базис супералгебры Ли, удовлетворяя соотношениям

[Ha,Hb]+ = 2δabH3+b, [Ha,H3+b] = [H3+a,H3+b] = 0. (13)
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2. Операторы симметрии (6) используем для построения новых законов сохра-
нения для уравнения (1). Поскольку эти операторы являются дифференциальными
операторами второго порядка, соответствующие токи зависят от вторых произво-
дных.

Выберем сохраняющиеся токи в виде

j0 = (AU̇)+BU + (BU)+AU̇ , ja = (AV aU)+BU + (BU)+AV aU , (14)

где B — любой из операторов (5), а A — любой из генераторов (8),

V a = Zkl

(
µ

ρ0
∇aδkl +

λ + µ

2ρ0
(δka∇l − δal∇k)

)
, U̇ =

∂U

∂t
.

Так как и A, и B удовлетворяют условиям (5) и, кроме того, в силу уравнения
(3) ∇aV aU = ∂2U/∂t2, билинейные комбинации (14) удовлетворяют уравнению
непрерывности

∂

∂xµ
jµ = 0, x0 = t, µ = 0, 1, 2, 3. (15)

Следовательно, интегральные величины вида

I =
∫

d3x j0 (16)

сохраняются во времени. В частности, сохраняются приведенные ниже тензор Iab

и вектор Ia:

Iab =
∫

d3xλab, Ia =
∫

d3xλabxb,

λab = (rot U̇)a(rot U̇)b +
µ

ρ0

[
∂

∂xc
(rot U)a

]
∂

∂xc
(rot U)b.

He составляет труда вычислить в явном виде и другие сохраняющиеся величи-
ны, задаваемые формулами (14), (16).

Операторы симметрии (6) могут быть использованы для построения новых си-
стем координат, в которых разделяются переменные уравнения (1), а также для
отыскания точных и .приближенных решений этого уравнения.

Нелиевская симметрия уравнения (1) обнаружена в [4]. Явный вид интегро-
дифференциальных операторов симметрии для этого уравнения приведен в [5].
Симметрия стационарного уравнения теории упругости в классе дифференциаль-
ных операторов первого порядка с матричными коэффициентами подробно изучена
в [6, 7].
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