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Подалгебры афинной алгебры AIGL(3, R)
А.Ф. БАРАННИК, Ю.Д. МОСКАЛЕНКО, В.И. ФУЩИЧ

В работе проведена классификация с точностью до IGL(3, R)-сопряженности всех
подалгебр алгебры Ли AIGL(3, R) группы IGL(3, R) неоднородных линейных пре-
образований вещественного трехмерного пространства. Выделены вполне приводи-
мые подалгебры алгебры AGL(n, R) являющейся алгеброй Ли полной линейной
группы степени n над R, и изучены их свойства.

Введение
Группа IGL(4, R) неоднородных линейных преобразований вещественного че-

тырехмерного пространства и конформная группа C(2, 2) псевдоевклидова прос-
транства R2,2 являются группами инвариантности важных уравнений теоретиче-
ской и математической физики [1, 2]. Каждая из этих групп содержит в каче-
стве подгруппы группу IGL(3, R) неоднородных линейных преобразований веще-
ственного трехмерного пpocтранства. Поэтому классификация подгрупп группы
IGL(3, R) является одним из этапов классификации подгрупп группы IGL(4, R)
и C(2, 2). Так как нас интересуют только связные подгруппы группы IGL(3, R),
то задача их классификации относительно IGL(3, R)-сопряженности сводится к
задаче классификации подалгебр алгебры Ли AIGL(3, R) группы IGL(3, R) отно-
сительно IGL(3, R)-сопряженности.

Данная работа является продолжением исследований, выполненных в [3].
В ней используется ряд общих принципов классификации подалгебр произвольной
алгебры Ли, изложенных в работах [4, 5, 6]. В § 1 выделены вполне приводимые
подалгебры алгебры AGL(n,R) являющейся алгеброй Ли полной линейной группы
степени n над R, и изучены их свойства. В § 2 подалгебры алгебры AGL(3, R), не
являющиеся вполне приводимыми, разбиты на три класса и решена задача клас-
сификации подалгебр каждого из этих классов. В § 3 для каждой подалгебры
F ⊂ AGL(3, R) находятся все ее расширения в алгебре AIGL(3, R).

§ 1. Алгебра Ли AGL(n, R).
Вполне приводимые подалгебры алгебры AGL(n, R)

Пусть V = Rn — n-мерное арифметическое векторное пространство над полем
вещественных чисел R, состоящее из n-мерных столбцов, {T1, . . . , Tn} — базис V ,
элементы которого являются единичными столбцами, End V — алгебра эндомор-
физмов пространства V . Алгебру Ли, ассоциированную с алгеброй End V , будем
обозначать символом AGL(V ). Для всякого f ∈ End V положим

f(Tj) =
n∑

k=1

αkjTk, αkj ∈ R,

т.е.

(f(T1), . . . , f(Tn)) = (T1, . . . , Tn)


d11 · · · d1n

· · · · · · · · ·
dn1 · · · dnn


 ,

Препринт 89.65, Киев, Институт математики АН УССР, 1989, 32 c.



Подалгебры афинной алгебры AIGL(3, R) 411

Тогда отображение

End V � f → A =


d11 · · · d1n

· · · · · · · · ·
dn1 · · · dnn


 ∈Mn(R)

является изоморфизмом алгебр End V и Mn(R). Здесь Mn(R) — алгебра ква-
дратных матриц порядка n над полем R. Таким образом, выбирая базис в V , мы
можем отождествлять алгебры End V и Mn(R). Аналогично мы отождествляем
алгебры Ли AGL(V ) и AGL(n,R), ассоциированные соответственно с End V и
Mn(R).

Положим GL(V ) = {S ∈ AGL(V ) | detS �= 0}. Множество GL(V ) является
мультипликативной группой, которая называется полной линейной группой сте-
пени n над полем R и часто обозначается GL(n,R). Группа GL(n,R) содержит
подгруппу SL(n,R), состоящую из всех матриц с определителем, равным 1. Она
называется специальной линейной группой. Ее алгебра Ли ASL(n,R) определя-
ется как множество всех матриц X ∈ AGL(n,R) с нулевым следом. Очевидно,
имеет место разложение AGL(n,R) = ASL(n,R) ⊕ 〈En〉, где En — единичная
матрица.

Группой IGL(n,R) называется мультипликативная группа матриц
(

∆ Y
0 1

)
,

где ∆ ∈ GL(n,R), Y ∈ Rn.
Полагая [X,Z] = X ·Z, [Z,Z ′] = 0 для произвольных X ∈ AGL(n,R), Z,Z ′ ∈ V ,

мы превратим. векторное пространство V +̇AGL(n,R) в алгебру Ли, которая яв-
ляется алгеброй Ли группы IGL(n,R). Алгебра Ли AIGL(n,R) допускает изо-
морфное представление матрицами

(
∆1 Y1

0 0

)
,

где ∆1 ∈ AGL(n,R), Y1 ∈ Rn.
Каждый внутренний автоморфизм g → hgh−1 группы Ли G индуцирует ав-

томорфизм X → gXg−1 алгебры Ли AG. Этот автоморфизм мы будем называть
G-автоморфизмом алгебры AG и обозначать символом ϕg. Подалгебры L1 и L2

алгебры AG будем называть G-сопряженными, если gL1g
−1 = L2.

Пусть F — некоторая подалгебра алгебры AGL(V ). Подалгебра F называется
неприводимой, а пространство V F -неприводимым, если V содержит лишь триви-
альные подпространства, инвариантные относительно F . Подалгебра F называется
вполне приводимой, если для каждого F -инвариантного подпространства V1 ⊂ V
сущесвует такое F -инвариантное подпространсво V2 ⊂ V , что V = V1 ⊕ V2. Если
F — вполне приводимая алгебра линейных преобразований векторного пространс-
тва V , то пространство V разлагается в прямую сумму V1⊕· · ·⊕Vs подпространств,
каждое из которых инвариантно и неприводимо относительно F . Так как подал-
гебры алгебры AGL(V ) мы изучаем с точностью до GL(V )-сопряженности, то в
дальнейшем будем предполагать, что V1 = 〈T1, . . . , Tk1〉, V2 = 〈Tk1+1, . . . , Tk1+k2〉,
. . ., Vs = 〈Tσs+1, . . . , Tn〉, σs = k1 + · · · + ks−1.
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Если J ∈ F , то ad J можно рассматривать как линейное преобразование Ĵi

пространства Vi. Матрица πi(J) преобразования Ĵi в базисе {Tσi+1, . . . , Tσi+ki
}

пространства Vi содержится в AGL(Vi). Отображение πi : F → AGL(Vi) является
гомоморфизмом, а πi(F ) — неприводимой подалгеброй алгебры AGL(Vi). Так как
отображение J → (π1(J), . . . , πs(J)) есть изоморфизм F в алгебру π1(F ) × · · · ×
πs(F ), то будем говорить, что F разлагается относительно базиса {T1, . . . , Tn} в
подпрямое произведение алгебр π1(F ), . . . , πs(F ), и записывать это так:

F = π1(F ) ×̇ · · · ×̇πs(F ). (1.1)

Пусть Fi = {J ∈ F ′ |πj(J) = 0 для всех j �= i}, где F ′ = π1(F ) × · · · × πs(F ).
Легко видеть, что Fi — подалгебра алгебры F ′ и что наряду с разложением (1.1)
мы имеем разложение F = F1 +

˙
· · ·+

˙
Fs. В дальнейшем алгебры F1, . . . , Fs будем

называть неприводимыми частями алгебры F . Условимся алгебру Fi отождеств-
лять с алгеброй πi(F ). В этом смысле будем говорить, что Fi — неприводимая
подалгебра алгебры AGL(Vi). Подалгебры Fi и Fj назовем эквивалентными, если
ki = kj и сущесвует такая матрица C ∈ AGL(Vi), что Cπi(J)C−1 = πj(J) для
всех J ∈ F . Нетрудно убедиться, что рассматриваемое отношение на множестве
{F1, . . . , Fs} является отношением эквивалентности, а потому оно проводит ра-
збиение множества неприводимых частей алгебры F на классы A1, . . . ,At. Если
Fm1 , Fm1 , . . . , Fmri

∈ Ai, то через Ai обозначим подалгебру Ai = {J ∈ F |πj(J) = 0
для всех j �= m,m2, . . . ,mri

}. Подалгебру Ai назовем примарной частью алгебры
F . Очевидно, F является подпрямой суммой своих примарных частей. Разложение
F = F1 +

˙
· · ·+

˙
At будем называть каноническим разложеним алгебры F .

Теорема 1.1 Пусть F — вполне приводимая подалгебра алгебры AGL(V ), A1,
. . ., At примарные части P , W — подпространство пространства V , инвари-
антное относительно F . Тогда W = W1 ⊕ · · · ⊕ Wt ⊕ W ′, где [Ai,Wi] = Wi,
[Ai,Wj ] = 0 при i �= j, [F,W ′] = 0 (i, j = 1, . . . , t). Если примарная алгебра
A является подпрямой суммой неприводимых подалгебр соответственно ал-
гебр AO(V1), AO(V2), . . ., AO(Vq), то с точностью до GL(V )-сопряженности
ненулевые подпространсва U пространства V со свойством [A,U ] = U исчер-
пываются пространствами V1, V1 ⊕ V2, . . ., V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vq.

Теорема 1.1 решает вопрос о классификации всех подпространств, инвари-
антных относительно вполне приводимой подалгебры F алгебры AGL(V ). Рас-
смотрим далее вопрос о неращепляемых расширениях подалгебры F . Допустим,
что алгебра Ли L является полупрямой суммой идеала V и подалгебры K, где
K ⊂ AGL(V ). Пусть π проектирование L на K, а F̂ — такая подалгебра L, что
π̂(F̂ ) = F . Если для некоторого внутреннего автоморфизма ϕ алгебры L справе-
дливо равенство ϕ(F̂ ) = W +⊃ F , где W ⊂ V , то алгебру F̂ будем называть расще-
пляемой в алгебре L. Если любая подалгебра F̂ ⊂ L, удовлетворяющая условию
π̂(F̂ ) = F , является расщепляемой, то будем говорить, что алгебра F обладает
только расщепляемыми расширениями в алгебре L.

Теорема 1.2 [3]. Пусть F вполне приводимая подалгебра алгебры AGL(V ), K —
произвольная подалгебра алгебры AGL(V ) и F ⊂ K. Для того чтобы F облада-
ла только расщепляемыми расширениями в алгебре K̂ = V +⊃ K, необходимо и
достаточно, чтобы выполнялось одно из следующих условий: 1) F полупроста;
2) F аннулирует только нулевое подпространство пространства V .
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Теоремы 1.1 и 1.2 сводят задачу классификации относительно IGL(n,R)-сопря-
женности подалгебр F ⊂ L, удовлетворяющих условию π̂(F̂ ) = F , где F — вполне
приводимая подалгебра алгебры AGL(n,R), к задаче классификации относительно
GL(V )-сопряженности неприводимых частей подалгебр алгебры AGL(V ).

Остановимся на вполне приводимых подалгебр алгебры AGL(3, R). С этой це-
лью выпишем все неприводимые подалгебры алгебр AGL(3, R) и AGL(2, R). Ал-
гебра ASL(3, R) обладает с точностью до SL(3, R)-сопряженности тремя неприво-
димыми подалгебрами:

1) AO(3) =





 0 a b
−a 0 c
−b −c 0





 ; 2) AO(2, 1) =





0 a b
a 0 c
b c 0





 ;

3) ASL(3, R).

Все эти подалгебры полупросты. Неприводимыми в AGL(3, R) будут только такие
подалгебры:

1) AO(3); 2) AO(3) ⊕ 〈S〉; 3) AO(2, 1);
4) AO(2, 1) ⊕ 〈S〉; 5) ASL(3, R); 6) AGL(3, R),

где S = diag [1, 1, 1].
Алгебра AGL(2, R) состоит из матриц вида(

a1 a2

b1 b2

)
, a1b2 − a2b1 �= 0.

Базис этой алгебры выберем в следующем виде:

Â1 =
(−1 0

0 1

)
, Â2 =

(
0 0
−1 0

)
, Â3

(
0 1
0 0

)
, D̂ =

(
1 0
0 1

)
.

Очевидно, AGL(2, R) = ASL(2, R) ⊕ 〈D̂〉, где ASL(2, R) = 〈Â1, Â2, Â3〉. В алге-
бре ASL(2, R) с точностью до SL(2, R)-сопряженности имеются только две не-
приводимые поалгебры: 1) AO(2) = 〈Â2 + Â3〉; 2) ASL(2, R) = 〈Â1, Â2, Â3〉. В
алгебре AGL(2, R) с точностью до GL(2, R)-сопряженности существуют только
следующие неприводимые подалгебры: 1) 〈Â2 + Â3 +αD̂〉 (α ≥ 0); 2) 〈Â2 + Â3, D̂〉;
3) ASL(2, R); 4) AGL(2, R). Таким образом, алгебра AGL(3, R) содержит с точно-
стью до GL(3, R)-сопряженности только следующие максимальные вполне приво-
димые подалгебры:

1) AO(3) ⊕ 〈S〉; 2) AO(2, 1) ⊕ 〈S〉; 3) ASL(3, R);
4) AGL(2, R) ⊕ 〈S〉; 5) 〈A1〉 ⊕ 〈D〉 ⊕ 〈S〉,

где A1 = diag [Â1; 0], D = diag [D̂; 0].
Обозначим класс вполне приводимых подалгебр алгебры AGL(3, R) через M0.

Из предыдущих результатов получаем полную классификацию подалгебр класса
M0 с точностью до GL(3, R)-сопряженности, изложеную ниже.

Подалгебры класса M0 алгебры AGL(3, R):
AO(3) ⊕ 〈S〉, AO(2, 1) ⊕ 〈S〉, AO(3), AO(2, 1), ASL(3, R), AGL(3, R),
〈A2 +A3 + αD + βS〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0), 〈A2 +A3 + αD,S〉 (α ≥ 0),
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〈A2 +A3 + αS,D + βS〉 (α ≥ 0), 〈A2 +A3,D, S〉, ASL(2, R), ASL(2, R) ⊕ 〈S〉,
ASL(2, R) ⊕ 〈D + αS〉, AGL(2, R) ⊕ 〈S〉, 〈S〉, 〈D + βS〉,
〈A1 + αD + βS〉 (0 < α < 1 ∨ α = 0, β ≥ 0),
〈A1 + αS,D + βS〉 (α+ 3β + 2 ≥ 0, α ≥ 0), 〈A1 + αD,S〉 (0 ≤ α < 1),
〈D,S〉, 〈A1,D, S〉.

§ 2. Подалгебры алгебры AGL(3, R),
не являющиеся вполне приводимыми

Пусть F — произвольная подалгебра алгебры AGL(n,R), не являющаяся впол-
не приводимой, и пусть V1 — минимальное, отличное от нуля, F -инвариантное
подпространство в V . Подпространство V1 неприводимо относительно F . Пусть,
далее, V2 — минимальное F -инвариантное подпространство в V , содержащее V1,
но не совпадающее с V1. Так как V1 — F -инвариантно, то определено действие
алгебры F на факторпространстве V2/V1, которое будет F -неприводимым. Сле-
довательно, мы можем построить композиционный ряд для V , т.е последователь-
ность 0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vk ⊂ V , состоящую из F -инвариантных подпространств в V
и такую, что F действует неприводимо в каждом из факторпространств Vj/Vj−1.
Ввиду того, что подалгебры алгебры AGL(V ) мы изучаем с точностью до GL(V )-
сопряженности, подпространства Vj можно выбрать таким образом, чтобы для ка-
ждого j = 1, 2, . . . , k векторы T1, . . . , Tlj образовывали базис Vj (l1 < l2 < · · · < lk).
При таком выборе базисов подпространств Vj алгебра F реализуется в базисе
{T1, . . . , Tn} матрицами




∆1 ∗
∆2

. . .
0 ∆k


 ,

где ∆j пробегает неприводимую подалгебру алгебры AGL(Vj/Vj−1. Ее диагональ-
ную часть F0, состоящую из матриц




∆1 0
∆2

. . .
0 ∆k


 ,

будем называть вполне приводимой частью алгебры F в базисе {T1, . . . , Tn} (или
относительно композиционного ряда 0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vk ⊂ V . Вполне приво-
димая часть F0 определяется алгеброй F однозначно с точностью до GL(n,R)-
сопряженности.

Применительно к алгебре AGL(3, R) рассмотрим такие последовательности
подпространств:

0 ⊂ 〈T1, T2〉 ⊂ 〈T1, T2, T3〉, (2.1)

0 ⊂ 〈T1〉 ⊂ 〈T1, T2, T3〉, (2.2)

0 ⊂ 〈T1〉 ⊂ 〈T1, T2〉 ⊂ 〈T1, T2, T3〉. (2.3)
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Будем говорить, что подалгебра F принадлежит классу M1 (соответственно
M2 и M3), если ряд (2.1) (соответственно (2.2) и (2.3)) является композиционным
рядом F -модуля V . Любая подалгебра F , относящаяся к классу M1, состоит из
матриц(

∆ ∗
0 a

)
,

где ∆ пробегает неприводимую подалгебру алгебры AGL(2, R), a ∈ R. Подалгебра
F , относящаяся к классу M2, состоит из матриц(

a ∗
0 ∆

)
,

где ∆ пробегает неприводимую подалгебру алгебры AGL(2, R), a ∈ R. Подалгебра
F , относящаяся к классу M3, реализуется маматрицами

a ∗
b

0 c


 , a, b, c ∈ R.

Покажем, что подалгебры L1 и L2, относящиеся к различным классам, не со-
пряжены между собой относительно группы GL(3, R). Пусть, например, L1 ∈ M1,
L2 ∈ M2. Так как L1 не является вполне приводимой, то V содержит только одно
нетривиальное L1-инвариантное подпространство, совпадающее с 〈T1, T2〉. Анало-
гично, V содержит только одно нетривиальное L2-инвариантное подпространство,
совпадающее с 〈T1〉. Отсюда вытекает, что не существует GL(3, R)-автоморфизма,
который отображал бы L1 на L2. Аналогично рассматривается остальные случаи.

Докажем, что задача классификации подалгебр класса M1 относительно
GL(3, R)-сопряженности эквивалентна задаче классификации подалгебр класса
M2 oтносительно GL(3, R)-сопряженности. С этой целью рассмотрим максималь-
ную подалгебру M1, относящуюся к классу M1. Она совпадает с алгеброй всех
матриц

a1 a2 c1
b1 b2 c2
0 0 c3


 ,

где ai, bi, ci ∈ R и, очевидно, содержит любую подалгебру класса M1. Базис алге-
бры M1 образуют матрицы S,

A1 =


−1 0 0

0 1 0
0 0 0


 , A2 =


 0 0 0
−1 0 0
0 0 0


 , A3 =


0 1 0

0 0 0
0 0 0


 ,

D =


1 0 0

0 1 0
0 0 0


 , P1 =


0 0 1

0 0 0
0 0 0


 , P2 =


0 0 0

0 0 1
0 0 0


 .

Так как 〈A1, A2, A3,D〉 ∼= AGL(2, R), 〈P1, P2〉+⊃ 〈A1, A2, A3,D〉 ∼= AIGL(2, R),
то алгебра M1 изоморфна алгебре AIGL(2, R) ⊕ 〈S〉, где S — дилатация. Вполне
приводимая часть алгебры M1 совпадает с 〈A1, A2, A3,D〉⊕〈S〉 ∼= AGL(2, R)⊕〈S〉.
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Пусть L1, L2 ∈ M1 и существует GL(3, R)-автоморфизм ϕ, отображающий L1

на L2. Так как, очевидно, ϕ(〈T1, T2〉) = 〈T1, T2〉, то, следовательно ϕ = ϕc для
некоторой матрицы

C =


c11 c12 c13
c21 c22 c23
0 0 c33


 ∈ ĨGL(2, R).

Таким образом, задача классификации с точностью до GL(3, R)-сопряженности по-
далгебр класса M1 сводится к задаче классификации подалгебр алгебры
AIGL(2, R) ⊕ 〈S〉 с точностью до ĨGL(2, R)-сопряженности.

Аналогично, максимальная подалгебраM2, относящаяся к классу M2 совпадает
с алгеброй всех матриц

a1 a2 a3

0 b1 b2
0 c1 c2


 ,

где ai, bi, ci ∈ R. Базис подалгебры M2 образуют матрицы S′ = S.

A′
1 =


0 0 0

0 −1 0
0 0 0


 , A′

2 =


0 0 0

0 0 0
0 −1 0


 , A′

3 =


0 0 0

0 0 1
0 0 0


 ,

D′ =


0 0 0

0 −1 0
0 0 −1


 , P ′

1 =


0 0 1

0 0 0
0 0 0


 , P ′

2 =


0 −1 0

0 0 0
0 0 0


 ,

Алгебра M2, изоморфная алгебре AIGL(2, R) ⊕ 〈S′〉 (S′ — дилатация), содержит
любую подалгебру класса M2. Как и выше, доказываем, что классификация по-
далгебр класса M2 с точностью до GL(3, R)-сопряженности сводится к задаче
классификации подалгебр алгебры AIGL(2, R) ⊕ 〈S′〉 с точностью до ĨGL(2, R)-
сопряженности. Нетрудно убедиться, что линейное отображение

f : A1 → A′
1, A2 → A′

2, A3 → A′
3, D → D′, P1 → P ′

1, P2 → P ′
2, S → S

является изоморфизмом алгебры M1 на алгебру M2. Предположим, что задача
классификации подалгебр алгебры M1 с точностью до ĨGL(2, R)-сопряженности
решена. Тогда, используя изоморфизм f , автоматически получаем классификацию
подалгебр алгебры M2 с точностью до ĨGL(2, R)-сопряженности.

Найдем, например, все подалгебры класса M1 алгебры M1 с точностью до
IGL(2, R)-сопряженности. Так как алгебра 〈A1, A2, A3,D〉, изоморфная алгебре
AGL(2, R), имеет только четыре неприводимых подалгебры (см. § 1) то подалгебры
класса M1 алгебры M1 с нулевой проекцией на 〈S〉 исчерпываются с точностью
до IGL(2, R)-сопряженности такими подалгебрами:

〈A2 +A3 + αD,P1, P2〉 (α ≥ 0), 〈A2 +A3 +D,P1, P2〉,
AISL(2, R) = 〈P1, P2〉+⊃ ASL(2, R), AIGL(2, R) = 〈P1, P2〉+⊃ AGL(2, R).
Расширяя эти подалгебры с помощью генератора S, получаем такие подалгебры

класса M1 алгебры M1:

〈A2 +A3 + αD + βS, P1, P2〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0),
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〈A2 +A3 + αD,S, P1, P2〉 (α ≥ 0), 〈A2 +A3,D, S, P1, P2〉,
〈A2 +A3 + αS,D + βS, P1, P2〉 (α ≥ 0, β ∈ R),
AISL(2, R) ⊕ 〈S〉, AISL(2, R) = 〈P1, P2〉+⊃ ASL(2, R),
AIGL(2, R) ⊕ 〈S〉, AISL(2, R) ⊕ 〈D + αS〉 (α ∈ R).

Заменив в этих подалгебрах все генераторы на генераторы со штрихами, получаем
классификацию подалгебр класса M2 с точностью до GL(3, R)-сопряженности.

Перейдем к рассмотрению подалгебр класса M3. Пусть F — одна из таких
подалгебр. По определению F -модуль V обладает композиционным рядом.

0 ⊂ 〈T1〉 ⊂ 〈T1, T2〉 ⊂ 〈T1, T2, T3〉. (2.4)

Элемент ϕ ∈ GL(V ), оставляющий инвариантным ряд (2.4), будем называть авто-
морфизмом этого ряда. Множество всех автоморфизмов ряда (2.4) образует груп-
пу, которую обозначим через G1. Группа G1 состоит, очевидно, из всех матриц
вида 

α ∗
β

0 γ


 ,

где α, β, γ ∈ R.
Предположим, что для F -модуля V существует еще некоторый композицион-

ный ряд, отличный от ряда (2.4). С точностью до сопряженности относительно
группы G1 можно считать, что этот ряд имеет вид

0 ⊂ 〈Ti1〉 ⊂ 〈Ti1 , Ti2〉 ⊂ 〈Ti1 , Ti2 , Ti3〉, (2.5)

где i1, i2, i3 — некоторая перестановка символов 1, 2, 3. Элемент ϕ ∈ GL(V ), ото-
бражающий ряд (2.4) на ряд (2.5), т.е. удовлетворяющий условиям ϕ(〈T1〉) = 〈Ti1〉,
ϕ(〈T1, T2〉) = 〈Ti1 , Ti2〉, будем называть изоморфизмом ряда (2.4) на ряд (2.5).
Пусть ϕ1, ϕ2 — два произвольных изоморфизма ряда (2.4) на ряд (2.5). Тогда
ϕ−1

1 ϕ2 является автоморфизмом композиционного ряда (2.4), и потому ϕ−1
1 ϕ2 ∈

G1. Следовательно, ϕ2 ∈ ϕ1G1 и, значит, множество всех изоморфизмов ряда (2.4)
на ряд (2.5) образует смежный класс группы GL(V ) по подгруппе G1. В качестве
представителя этого смежного класса можно взять изоморфизм θ, удовлетворя-
ющий условиям: θ(T1) = Ti1 , θ(T2) = Ti2 , θ(T3) = Ti3 . Изоморфизм θ можем

рассматривать как подстановку θ =
(
T1 T2 T3

Ti1 Ti2 Ti3

)
, т.е. как элемент симметри-

ческой группы S3. Обратно, любую подстановку θ ∈ S3 мы можем рассматривать
как изоморфизм ряда (2.4) на некоторый ряд (2.5). В частности, можно считать,
что S3 ⊂ GL(V ).
Теорема 2.1. Если подалгебры L1, L2 ∈ M3 сопряжены относительно группы
GL(3, R)-автоморфизмов, то они сопряжены и относительно группы {G1, S3}.
Здесь {G1, S3} группа, порожденная подгруппами G1 и S3.
Доказательство. Пусть f — GL(3, R)-автоморфизм, отображающий алгебру L1 ∈
M3 на алгебру L2 ∈ M3. Если

K0 : 0 ⊂ 〈T1〉 ⊂ 〈T1, T2〉 ⊂ 〈T1, T2, T3〉
— единственный композицинный ряд L1-модуля V , то этим же свойством обладает
и L2-модуль V . Следовательно, f является автоморфизмом ряда K0, а потому
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f ∈ G1. Предположим, далее, что f(K0) �= K0. Тогда существует композиционный
ряд K ′

1 L1-модуля V , отличный от ряда K0. Не нарушая общности, можно считать,
что f(K ′

1) = K0, f(K0) = K2, где K ′
2-композиционный ряд L2-модуля V . Нетрудно

убедиться, что существует автоморфизм θ1 ∈ G1, отображающий композиционный
ряд K ′

1 на композиционный ряд

K1 : 0 ⊂ 〈Ti1〉 ⊂ 〈Ti1 , Ti2〉 ⊂ 〈Ti1 , Ti2 , Ti3〉,
где i1, i2, i3 некоторая перестановка символов 1, 2, 3. Аналогично, существует
автоморфизм θ2 ∈ G1, отображающий композиционный ряд K ′

2 на

K2 : 0 ⊂ 〈Tj1〉 ⊂ 〈Tj1 , Tj2〉 ⊂ 〈Tj1 , Tj2 , Tj3〉.
Обозначим через L′

1 и L′
2 подалгебры L′

1 = θ1(L1) и L′
2 = θ2(L2). Автоморфизм

f ′ = θ2fθ
−1
1 отображает L

′
1 на L′

2 и f ′(K0) = K2, f ′(K1) = K0. Отсюда вытекает,
что f ′ = θψ, где θ ∈ S3, ψ ∈ G1. Но тогда θ2fθ

−1
1 = θψ, откуда f = θ−1

2 θψθ1, а
значит, f ∈ {G1, S3}. Теорема доказана.

Пусть L1, L2 ∈ M3 — две произвольные подалгебры, которые не сопряжены
относительно группы G1 автоморфизмов композиционного ряда K0, но сопряжены
относительно группы {G1, S3}. Из доказательства теоремы 2.1 вытекает, что L1-
модуль V и L2-модуль V имеют по крайней мере два общих композиционных ряда
K0 и K1, причем можно предполагать, что автоморфизм θ ∈ S3, отображающий
L1 на L2, отображает K0 на K1. Но тогда f отображает вполне приводимую часть
алгебры L1 относительно композиционного ряда K0 на вполне приводимую часть
алгебры L2 относительно композиционного ряда K1. Поэтому класс подалгебр
M3 можем разбить на четыре подкласса в зависимости от от структуры вполне
приводимой части подалгебры.

Если вполне приводимая часть алгебры L ∈ M3 нулевая, то L1 отнесем к классу
M3,0. Если вполне приводимая часть алгебры L ∈ M3 совпадает с алгеброй 〈S〉,
то L отнесем к классу M3,1. Класс M3,2 образуют те подалгебры L ∈ M3, вполне
приводимая часть которых сопряжена с одной из следующих алгебр: 〈D + βS〉,
〈A1+D+βS〉, 〈A1−D+βS〉 (β ∈ R), 〈A1−D,S〉, 〈A1+D,S〉, 〈D,S〉. Все остальные
подалгебры множества M3, не содержащиеся ни в одном из классов M3,0, M3,1,
и M3,2, отнесем к классу M3,3. Из предыдущих рассуждений вытекает, что если
подалгебры L1 и L2 принадлежат различным классам M3,i и M3,j (i �= j; i, j ∈
{0, 1, 2, 3}), то они не сопряжены между собой относительно группы GL(3, R)-
автоморфизмов.

В результате получаем полную классификацию подалгебр алгебры AGL(3, R),
не являющихся вполне приводимыми. Если речь идет о подалгебрах U1 +⊃ F ,
. . . , Us +⊃ F , то будем употреблять обозначение F : U1, . . . , Us.

1) Подалгебры класса M1 алгебры AGL(3, R):
〈A2 +A3,D, S, P1, P2〉, 〈A2 +A3 + αD + βS, P1, P2〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0),
〈A2 +A3 + αD,S, P1, P2〉 (α ≥ 0), 〈A2 +A3 + αS,D + βS, P1, P2〉 (α ≥ 0),
AISL(2, R) ⊕ 〈S〉, AISL(2, R) = 〈P1, P2〉+⊃ ASL(2, R),
AISL(2, R) ⊕ 〈S〉, AISL(2, R) ⊕ 〈D + αS〉 (α ∈ R).
2) Подалгебры класса M2 алгебры AGL(3, R):
〈A′

2 +A′
3 + αD′ + βS, P ′

1, P
′
2〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0),

〈A′
2 +A′

3 + αD′, S, P ′
1, P

′
2〉 (α ≥ 0), 〈A′

2 +A′
3 + αS,D′ + βS, P ′

1, P
′
2〉 (α ≥ 0),



Подалгебры афинной алгебры AIGL(3, R) 419

〈P ′
1, P

′
2〉+⊃ (〈A′

1, A
′
2, A

′
3〉 ⊕ 〈S〉), 〈A′

2 +A′
3,D

′, S, P ′
1, P

′
2〉,

AISL(2, R) = 〈P ′
1, P

′
2〉+⊃ 〈A′

1, A
′
2, A

′
3〉, 〈P ′

1, P
′
2〉+⊃ (〈A′

1, A
′
2, A

′
3〉 ⊕ 〈D′ + αS〉),

〈P ′
1, P

′
2〉+⊃ (〈A′

1, A
′
2, A

′
3〉 ⊕ 〈D′〉 ⊕ 〈S〉).

3) Подалгебры класса M3,0 алгебры AGL(3, R):

〈A3〉, 〈A3 + P2〉, 〈P1, P2〉, 〈A3, P1〉, 〈A3 + P2, P1〉, 〈A3, P1, P2〉.
4) Подалгебры класса M3,1 алгебры AGL(3, R):

〈S〉: 〈A3〉, 〈A3 + P2〉, 〈P1, P2〉, 〈A3, P1〉, 〈A3 + P2, P1〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈S +A3〉: 0, 〈P1〉, 〈P1, P2〉, 〈A3 + P2, P1〉;
〈S +A3 + P2〉: 0, 〈P1〉; 〈S + P1〉: 〈P2〉, 〈A3 + P2〉; 〈S + P2, A3, P1〉.
5) Подалгебры класса M3,2 алгебры AGL(3, R):
〈D + βS, sS〉: 〈P1〉, 〈A3〉, 〈P1, P2〉, 〈A3, P1〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈D + βS +A3, sS〉: 0, 〈P1〉, 〈P1, P2〉;
〈D + αA3, S +A3〉: 0, 〈P1〉, 〈P1, P2〉;
〈A1 +D + βS, sS〉: 〈P2〉, 〈P1, P2〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈A1 +D + βS + P1, sS, P2〉, 〈A1 +D + αP1, S + P1, P2〉,
〈A1 −D + βS, sS〉: 〈A3, P1〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈A1 −D + βS, P2, sS,A3, P1〉, 〈A1 −D + αP2, S + P2, A3, P1〉 (s = 0, 1).

6) Подалгебры класса M3,3 алгебры AGL(3, R):
〈A1 + αD,S, P1, P2〉 (α ≥ 0, α �= 1),
〈A1 + αD + βS, P1, P2〉 (α > 0, α �= 1 ∨ α = 0, β ≥ 0),
〈A1 + αD + βS,A3, P1〉 (−1 < α < 3, α �= 1 ∨ α = 3, β ≥ −2),
〈A1 + αD,S,A3, P1〉 (−1 < α ≤ 3, α �= 1),
〈A1 + αD + βS, sS〉 (α �= ±1; s = 0, 1): 〈A3〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈A1 − 3D + βS, sS〉 (s = 0, 1): 〈A3 + P2〉, 〈A3 + P2, P1〉;
〈A1 + αS,D + βS, P1, P2〉 (α ≥ 0);
〈A1 + αS,D + βS,A3, P1〉 (α+ 3β + 2 ≥ 0);
〈A1 + αS,D + βS〉: 〈A3〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈A1,D, S〉: 〈A3〉, 〈P1, P2〉, 〈A3, P1〉, 〈A3, P1, P2〉.

§ 3. Подалгебры алгебры AIGL(3, R)
Пусть L — произвольная подалгебра алгебры AIGL(3, R) = V +⊃ AGL(3, R),

π — проектирование L на AGL(3, R). Если π(L) = F , то L будем называть ра-
сширением подалгебры F в алгебре AIGL(3, R). В §§ 1, 2 были изучены подал-
гебры алгебры AGL(3, R) с точностью до GL(3, R)-сопряженности. В настоящем
параграфе для каждой подалгебры F ⊂ AGL(3, R) мы опишем с точностью до
IGL(3, R)-сопряженности все ее расширения в алгебре AIGL(3, R). Все подал-
гебры алгебры AIGL(3, R) разобъем на четыре класса. Будем говорить, что по-
далгебра L ⊂ AIGL(3, R) принадлежит классу M̃i, если L является расширением
подалгебры F класса Mi алгебры AGL(3, R) (i = 0, 1, 2, 3). В соответствии с ра-
збиением класса Mi на подклассы M3,0, M3,1, M3,2, и M3,3 класс M̃3 подалгебр
алгебры AIGL(3, R) разбивается на подклассы M̃3,0, M̃3,1, M̃3,2, M̃3,3.

Задача описания всех расширений вполне приводимой подалгебры алгебры
AGL(3, R) решена в § 1. Поэтому остановимся на описании расширений подал-
гебр, относящихся к одному из классов M1, M2 и M3. Рассмотрим наиболее
характерные случаи, встречающиеся при решении вышеуказанной задачи. Пусть,
например, F = 〈A2 + A3 + αD + βS, P1, P2〉. Подалгебра F относится к классу
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M1. Изучение расщепляемых расширений подалгебры F сводится к нахождению
подпространств пространства V , инвариантных отностительно F . Из определе-
ния класса M1 вытекает, что V содержит только следующие F -инвариантные
подпространства: 0, 〈T1, T2〉, V . Следовательно, получаем такие расщепляемые ра-
сширения подалгебры Опишем нерасщепляемые расширения подалгебры F : F ,
〈T1, T2〉+⊃ F , V +⊃ F .

Опишем нерасщепляемые расширения подалгебры F . Вполне приводимая
часть F0 подалгебры F равна 〈A2 + A3 + αD + βS〉. Если β �= 0, то подалге-
бра F0 аннулирует только нулевое подпространство пространства V . Но тогда в
силу теоремы 1.2 подалгебра F0 обладает только расщепляемыми расширения-
ми в алгебре AIGL(3, R). Следовательно, можно предполагать, что подалгебра
L ⊂ AIGL(3, R), удовлетворяющая условию π(L) = F , разлагается в полупря-
мую сумму L = N +⊃ F0, где N ⊂ 〈P1, P2, T1, T2〉. Отсюда вытекает, что L ра-
сщепляемое расширение подалгебры F , что противоречит предположению. Полу-
ченное противоречие доказывает, что β = 0. Подалгебра L содержит генератор
A2 + A3 + αD + γT3. Если L ∩ V = 0, то отсюда вытекает, что L сопряжена с
подалгеброй а если 〈A2 +A3 + αD,P1 + T2, P2 − T1〉, а если L∩ V = 〈T1, T2〉, то L
сопряжена с подалгеброй 〈A2 +A3 + αD + γT3, P1 + P2, T1 − T2〉 (γ �= 0). Исполь-
зуя автоморфизм ϕc, определяемый матрицей C = diag [a, a, a], можно считать, что
γ = 1.

Пусть F = 〈A2 +A3 +αD,S, P1, P2〉 (α ≥ 0). Алгебра L, являющаяся расшире-
нием подалгебры F , содержит S, а потому L-расщепляемое расшрение подалгебры
F . Все остальные случаи рассматриваются аналогично. В результате получаем
полную классификацию подалгебр алгебры AIGL(3, R) с точностью до IGL(3, R)-
сопряженности изложенную ниже. Подпространство 〈Ti1 , . . . , Tik

〉 будем обозна-
чать (i1, . . . , ik).

1) Подалгебры класса M̃3,0 алгебры AIGL(3, R):

〈A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A3 + T2〉: 0, (1), (3), (1,3);
〈A3 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A3 + P2 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈P1 + ε1T2, P2 + ε2T3, T1〉 (ε1, ε2 = 0, 1, ε1 + ε2 > 0),
〈P1, P2 + T3, T1, T2〉, 〈P1 + T2, P2 + εT1〉 (ε = 0, 1),
〈P1, P2 + T2〉, 〈A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A3 + T3, P1 + T3, T1, T2〉, 〈A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈A3, P1 + T3, T1, T2〉, 〈A3 + T2, P1 + T2 + γT3, T1〉 (γ �= 0),
〈A3 + T2, P1 ± T3〉: 0, (1);
〈A1 + βT3, P1 + T2, T1〉 (0 < |β| ≤ 1),
〈A3 + T3, P1 + T2〉, 〈A3 + T3, P1, T1〉,
〈A3 + T2, P1〉: 0, (1);
〈A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A3 + P2, P1 + T3, T1, T2〉,
〈A3 + P2 + T3, P1 + γT2, T1〉, 〈A3 + P2, P1 + T2, T1〉,
〈A3 + P2, P1 + T1〉, 〈A3 + P2 + T3, P1, T1, T2〉,
〈A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
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〈A3 + T2, P1, P2 + T1〉, 〈A3 + T2, P1, P2〉,
〈A3, P1, P2 + T1〉, 〈A3, P1, P2 + T3, T1, T2〉,
〈A3 + T3, P1, P2 + T3, T1, T2〉, 〈A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A3 + ε1T2 + ε2T3, P1 − ε2T2, P2 + ε3T3, T1〉 (ε1, ε2, ε3 = 0, 1; ε1 + ε2 + ε3 > 0) (1),

(1,2), (1,2,3).

2) Подалгебры класса M̃3,1 алгебры AIGL(3, R):

〈S,A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈S,A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S,A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S +A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈S +A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈S +A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S +A3, A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S +A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S +A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S + P1, P2〉: 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈S + P1, A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S + P2, A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
3) Подалгебры класса M̃3,2 алгебры AIGL(3, R):

〈D + βS, sS, P1〉 (s = 0, 1): 0, (1), (2), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D − S + T1, P1〉: 0, (2);
〈D − S + T2, P1〉: 0, (1), (1,3);
〈D + S, P1 + T3〉: 0, (1), (2), (1,2);
〈D + T3, P1 + T2, T1〉, 〈D + T3, P1〉: (1), (1,2);
〈D,P1 + T2〉: 0, (1), (1,3);
〈D + βS, sS,A3〉 (s = 0, 1): 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D − S + T2, A3〉: (1), (1,3);
〈D − S + T2, A3 + T2〉: (1), (1,3);
〈D − S + T1, A3〉: 0, (3);
〈D − S + T1, A3 + T2〉: 0, (3);
〈D − S,A3 + T2〉: 0, (1), (3), (1,3);
〈D + ε1T3, A3 + ε2T3〉 (ε1, ε2 = 0, 1; ε1 + ε2 > 0): 0, (1), (1,2);
〈D,S, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈D + βS, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈D − S + T1, P1, P2〉, 〈D − S + T2, P1, P2, T1〉,
〈D + S, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2); 〈D + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈D,P1 + T2, P2, T1〉, 〈D,P1 + T2, P2 + εT1〉 (ε = 0, 1),
〈D + βS, sS,A3, P1〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + S,A3, P1 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D − S + T2, A3 + sT2, P1〉: (1), (1,3);
〈D − S + T1, A3 + εT2, P1〉 (ε = 0, 1), 〈D,P1 + T1, P2〉,
〈D − S,A3 + T2, P1〉: 0, (1), (1,3);
〈D + sT3, A3 + T3, P1 + γT2, T1〉 (s = 0, 1),
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〈D + T3, A3, P1 + sT2, T1〉 (s = 0, 1),
〈D,A3, P1 + T2〉: (1), (1,3); 〈D,A3 + T3, P1 + T2〉,
〈D + T3, A3 + sT3, P1, T1, T2〉 (s = 0, 1),
〈D + βS, sS,A3, P1, P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈D − S + T2, A3 + sT2, P1, P2〉 (s = 0, 1): (1);
〈D − S + T1, A3 + sT2, P1, P2〉 (s = 0, 1),
〈D − S,A3 + T2, P1, P2〉: 0, (1); 〈D,A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈D + T3, A3 + sT3, P1, P2, T1, T2〉 (s = 0, 1),
〈D,A3, P1, P2 + T1〉, 〈D,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉,
〈D,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈D + S,A3, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈D + βS +A3, sS〉 (s = 0, 1): 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D − S +A3 + T2〉: 0, (1), (3), (1,3);
〈D +A3 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D + βS +A3, sS, P1〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D − S +A3 + T2, P1〉: 0, (1), (1,3);
〈D +A3 + T3, P1 + T2〉, 〈D +A3 + T3, P1 + βT2, T1〉,
〈D +A3, P1 + T2〉: (1), (1,3); 〈D +A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈D + S +A3, P1 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D + βS +A3, sS, P1, P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈D − S +A3 + T2, P1, P2〉: 0, (1);
〈D + S +A3, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈D +A3, P1, P2 + T1〉, 〈D +A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉,
〈D +A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈D + αA3, S +A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + αA3, S +A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + αA3, S +A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 +D + βS, sS, P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (2), (1,2), (2,3), (1,2,3);
〈A1 +D + 2S, P2 + T1〉: 0, (2), (2,3);
〈A1 +D + 2S, P2 + T3〉: 0, (1), (2), (1,2);
〈A1 +D − 2S + T2, P2〉: 0, (1);
〈A1 +D + T3, P2〉: (2), (1,2);
〈A1 +D + T1, P2〉: 0, (2), (2,3);
〈A1 +D + βS, sS, P1, P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1 +D + 2S, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈A1 +D + 2S, P1, P2 + T1〉: 0, (2);
〈A1 +D − 2S + ε1T2, P1 + ε2T2, P2〉 (ε1, ε2 = 0, 1; ε1 + ε2 > 0): 0, (1);
〈A1 +D + T3, P1 + εT3, P2, T1, T2〉 (ε = 0, 1),
〈A1 +D + T1, P1 + εT3, P2, T2〉 (ε = 0, 1),
〈A1 +D,P1 + T3, P2〉: (2), (1,2);
〈A1 +D + ε1T1, P1 + ε2T1, P2〉 (ε1, ε2 = 0, 1; ε1 + ε2 > 0),
〈A1 +D + βS, sS,A3, P1, P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 +D − 4S,A3 + T2, P1, P2〉: 0, (1);
〈A1 +D + T1, P1, P2, T2〉,
〈A1 +D − 2S + ε1T2, A3 + ε2T3, P1 − ε2T2, T1, P2〉 (ε1, ε2 = 0, 1; ε1 + ε2 > 0);
〈A1 +D − 2S,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 +D + 2S, P1, P2 + T3, A3〉: (1), (1,2);
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〈A1 +D + 2S, P1, P2 + T1, A3〉,
〈A1 +D + T3, A3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 +D + T1, A3, P1, P2〉,
〈A1 +D + βS + P1, sS, P2〉 (s = 0, 1); 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1 +D − 2S + P1 + T2, P2〉: 0, (1);
〈A1 +D + P1 + T3, P2〉: (2), (1,2);
〈A1 +D + P1, P2 + T2〉,
〈A1 +D + 2S + P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈A1 +D + 2S + P1, P2 + T1〉: 0, (2);
〈A1 +D + αP1, S + P1, P2〉: 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D + βS, sS,A3, P1〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D + T3, A3, P1〉: (1), (1,2);
〈A1 −D − 2S,A3, P1 + T3, T1, T2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + εT2, P1 + T3〉 (ε = 0, 1),
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1 + T2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + γT2, P1 + T2 + T3, T1〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + εT2, P1 + T3, T1〉 (ε = 0, 1),
〈A1 −D − 2S,A3 + βT3, P1 + T2, T1〉 (|β| ≤ |1),
〈A1 −D + βS,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D,S,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D + 2S,A3, P1, P2 + T1〉,
〈A1 −D + 2S + T1, A3, P1, P2〉, 〈A1 −D + 2S + T1, A3, P1〉,
〈A1 −D + 2S + T1, A3, P1, P2 + T1〉,
〈A1 −D + T3, A3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 −D + T3, A3, P1, P2 + T3, T1, T2〉,
〈A1 −D + T2, A3, P1, P2, T1〉,
〈A1 −D + T2, A3, P1, P2,+T3, T1〉,
〈A1 −D,A3, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈A1 −D − 2S,A3 + T2, P1, P2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + T2, P1, P2, T1〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1 − T2, T1, P2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + T2 + T3, P1 − T2, T1, P2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 −D + βS + P2, A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D + P2, S,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D + 2S + P2 + T1, A3, P1〉,
〈A1 −D − 2S + P2, A3 + T2, P1〉,
〈A1 −D + P2 + T3, A3, P1〉: (1), (1,2);
〈A1 −D − 2S + P2, A3 + γT2 + T3, P1 − T2, T1〉,
〈A1 −D − 2S + P2, A3 + T2, P1, T1〉,
〈A1 −D − 2S + P2, A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈A1 −D + αP2, S + P2, A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3).
4) Подалгебры класса M̃3,3 алгебры AIGL(3, R):
〈A1 + αD + βS, P1, P2〉 (α > 0, α �= 1, ∨ α = 0, β > 0): 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + αD + (1 − α)S + T1, P1, P2〉 (α ≥ 0, α �= 1): 0, (2);
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〈A1 + 3D − 2S + T1, P1 + T2, P2〉,
〈A1 + αD − (1 + α)S + T2, P1, P2〉 (α > 0, α �= 1): 0, (1);
〈A1 + αD + T3, P1, P2, T1, T2〉 (α ≥ 0, α �= 1),
〈A1 + αD − 2S, P1 + T2, P2〉 (α > 0, α �= 1): 0, (1);
〈A1 + 3D + 2S, P1 + T3, P2 + T1, T2〉,
〈A1 + αD + (α− 1)S, P1 + T3, P2〉 (α > 0, α �= 1): (2), (1,2);
〈A1 + αD + 2S, P1, P2 + T1〉 (α ≥ 0, α �= 1): 0, (2);
〈A1 + αD,P1, P2 + T2〉 (α ≥ 0, α �= 1),
〈A1 + αD + (α+ 1)S, P1, P2 + T3〉 (α ≥ 0, α �= 1): (1), (1,2);
〈A1 + αD,S, P1, P2〉 (α ≥ 0, α �= 1): 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + αD + βS,A3, P1〉 (−1 < α < 3, α �= 1 ∨ α = 3, β > −2): 0, (1), (1,2),

(1,3), (1,2,3);
〈A1 + 3D − 2S,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + 3D − 2S + T1, P1 + T2, A3 + T3〉,
〈A1 − S + T2, P1 + T3, A3, T1〉,
〈A1 + 2S,D,A3, P1, P2 + T1〉,
〈A1 + T3,D + βT3, A3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 + αD − (1 + α)S + T2, P1, A3〉 (−1 < α < 3, α �= 1): (1), (1,3);
〈A1 + αD + (1 − α)S + T1, A3, P1〉 (−1 < α ≤ 3, α �= 1),
〈A1 + αD + T3, A3, P1〉 (−1 < α ≤ 3, α �= 1): (1), (1,3);
〈A1 + αD − 2S, P1 + T2, A3 + T3〉 (−1 < α ≤ 3, α �= 1),
〈A1 + αD − 2S, P1 + T2, A3 + γT3, T1〉 (−1 < α ≤ 3, α �= 1),
〈A1 + αD − 2S, P1 + T2, A3, T1, T3〉 (−1 < α ≤ 3, α �= 1),
〈A1 + αD + (α− 1)S, P1 + T3, A3〉 (1 < α ≤ 3, α �= 1): 0, (1), (1,2);
〈A1 + αD − (3 + α)S, P1, A3 + T2〉 (1 < α < 3, α �= 1): 0, (1), (1,3);
〈A1 + αD − 2S, P1, A3 + T3〉 (1 < α ≤ 3, α �= 1): (1), (1,2);
〈A1 + αD,S,A3, P1〉 (1 < α ≤ 3, α �= 1): 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 + αD + βS, sS,A3〉 (α �= ±1; s = 0, 1): 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 + 3D − 2S + T1, A3 + T3〉,
〈A1 + αD + (1 − α)S + T1, A3〉 (α �= ±1): 0, (3);
〈A1 + αD − (1 + α)S + T2, A3〉 (α �= ±1): (1), (1,3);
〈A1 − 3D + T3, A3 + T2〉: 0, (1);
〈A1 + αD + T3, A3〉 (α �= ±1): 0, (1), (1,2);
〈A1 + αD − (3 + α)S,A3 + T2〉 (α �= ±1): 0, (1), (3), (1,3);
〈A1 + αD − 2S,A3 + T3〉 (α �= ±1): 0, (1), (1,2);
〈A1 + αD + βS, sS,A3, P1, P2〉 (α �= ±1; s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + αD + (1 − α)S + T1, A3, P1, P2〉 (α �= ±1),
〈A1 + αD − (1 + α)S + T2, A3, P1, P2, T1〉 (α �= ±1),
〈A1 + αD + T3, A3, P1, P2, T1, T2〉 (α �= ±1),
〈A1 − 5D + 2S,A3 + T2, P1, P2 + T1〉,
〈A1 − 3D,A3 + T2, P1 + T1, P2〉,
〈A1 − 2D − S,A3 + T2, P1, P2 + T3, T1〉,
〈A1 + αD − (3 + α)S,A3 + T2, P1, P2〉 (α �= ±1): 0, (1);
〈A1 − 3D − 2S,A3 + T3, P1 − T2, P2 + T3, T1〉,
〈A1 − 3D − 2S,A3 + T3, P1, P2 + T3, T1, T2〉,
〈A1 + αD − 2S,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉 (α �= ±1),
〈A1 + αD − 2S,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉 (α �= ±1),
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〈A1 + αD + 2S,A3, P1, P2 + T1〉 (α �= ±1),
〈A1 + αD + (α+ 1)S,A3, P1, P2 + T3〉 (α �= ±1): (1), (1,2);
〈A1 − 3D + βS, sS,A3 + P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 − 3D + 4S + T1, A3 + P2〉,
〈A1 − 3D + 2S + T2, A3 + P2, T1〉,
〈A1 − 3D + T3, A3 + P2, T1, T2〉,
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 − 3D + βS, sS,A3 + P2, P1〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 − 3D + 4S + T1, A3 + P2, P1〉,
〈A1 − 3D + 2S + T2, A3 + P2, P1, T1〉,
〈A1 − 3D + T3, A3 + P2, P1, T1, T2〉,
〈A1 − 3D,A3 + P2, P1 + T1〉,
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + T3, P1 + T2〉,
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + βT3, P1 + T2, T1〉,
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + T3, P1〉: (1), (1,2);
〈A1 − 3D − 4S,A3 + P2, P1 + T3, T1, T2〉,
〈A1,D + T3, A3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1,D, S,A3〉: 0, (1), (3), (1,2) (1,3), (1,2,3);
〈A1,D, S, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1,D, S,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1,D, S,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1+αS,D+βS, P1, P2〉 (α ≥ 0; (α;β) �= (0; 0); (0;−2)): 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1,D, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1,D − 2S, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + 2S,D, P1, P2 + T1〉: 0, (2);
〈A1 + S,D + S, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈A1 + S + T1,D − S + βT1, P1, P2〉: 0, (2);
〈A1 + S,D − S + T1, P1, P2〉: 0, (2);
〈A1 + T3,D + βT3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1,D + T3, P1, P2, T1, T2〉, 〈A1,D, P1, P2 + T2〉,
〈A1 +αS,D+βS,A3, P1〉 (α+3β+2 ≥ 0; (α;β) �= (−2; 0); (1;−1)): 0, (1), (1,2),

(1,3), (1,2,3);
〈A1 − 2S,D,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + S,D − S,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1 + T2〉,
〈A1 − 2S,D,A3, P1 + T2, T1〉,
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1 + βT2, T1〉,
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈A1 − S,D + S, P1 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 + S + T1,D − S + βT1, A3, P1〉,
〈A1 + S,D − S + T1, A3, P1〉,
〈A1 + T3,D + βT3, A3, P1〉: (1), (1,2);
〈A1,D + T3, A3, P1〉: (1), (1,2);
〈A1 + αS,D + βS,A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 − 3S,D − S,A3 + T2〉: 0, (1), (3), (1,3);
〈A1 − 2S,D,A3 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 − S + T2,D − S + βT2, A3〉: (1), (1,3);
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〈A1 − S,D − S + T2, A3〉: (1), (1,3);
〈A1 + S + T1,D − S + βT1, A3〉: 0, (3);
〈A1 + S,D − S + T1, A3〉: 0, (3);
〈A1 + T3,D + βT3, A3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1,D + T3, A3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 + αS,D + βS,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 − 3S,D − S,A3 + T2, P1, P2〉: 0, (1);
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉,
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 − S + T2,D − S + βT2, A3, P1, P2, T1〉,
〈A1 − S,D − S + T2, A3, P1, P2, T1〉,
〈A1 + S + T1,D − S + βT1, A3, P1, P2〉,
〈A1 + S,D − S + T1, A3, P1, P2〉,
〈A1 + S,D + S,A3, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
5) Подалгебры класса M̃1 алгебры AIGL(3, R):
F : 0, (1,2), (1,2,3) (F — подалгебра класса M̃1);
〈A2 +A3 + αD,P1 + T2, P2 − T1〉 (α ≥ 0),
〈A2 +A3 + αD + T3, P1, P2, T1, T2〉 (α ≥ 0),
〈A2 +A3,D, P1 + T2, P2 − T1〉, 〈A1, A2, A3, P1, P2,D + T3, T1, T2〉,
〈A2 +A3 + T3,D + δT3, P1, P2, T1, T2〉 (δ ≥ 0), 〈A2 +A3,D + T3, T2, P2, T1, P1〉.
6) Подалгебры класса M̃k алгебры AIGL(3, R):
F : 0, (1), (1,2,3) (F — подалгебра класса M̃2);
〈A′

2 +A′
3 + αD′ + T ′

1, P
′
1, P

′
2〉 (α ≥ 0),

〈A′
2 +A′

3 + αD′ + 2αS, P ′
1 + T3, P

′
2 − T2〉 (α ≥ 0),

〈A′
2 +A′

3 + T1, P
′
1 + T3, P

′
2 − T2〉, 〈A′

2 +A′
3 + T1,D

′ + αT1, P
′
1, P

′
2〉 (α ≥ 0),

〈A′
2 +A′

3 + αD′ + 2αS, P ′
1 + T2 + βT3, P

′
2 − βT2 + T3, T1〉 (α > 0).

〈A′
2 +A′

3, P
′
1 + T2 + βT3, P

′
2 − βT2 + T3, T1〉 (β ≥ 0),

〈A′
2 +A′

3 + αD′ + 2αS, P ′
1 + T3, P

′
2 − T2, T1〉 (α ≥ 0),

〈A′
2 +A′

3,D
′ + T1, P

′
1, P

′
2〉, 〈A′

2 +A′
3,D

′ + 2S, P ′
1 + T3,−T2〉,

〈A′
2 +A′

3,D
′ + 2S, P ′

1 + T2 + βT3, P
′
2 − βT2 + T3, T1〉 (β ≥ 0),

〈A′
2 +A′

3,D
′ + 2S, P ′

1 + T3, P
′
2 − T2, T1〉

〈A′
1, A

′
2, A

′
3, P

′
1 + T2, P

′
2 + T3, T1〉, 〈A′

1, A
′
2, A

′
3,D

′ + T1, P
′
1, P

′
2〉,

〈A′
1, A

′
2, A

′
3, P

′
1 + T2, P

′
2 + T3,D

′ + 2S, T1〉,
7) Подалгебры класса M̃0 алгебры AIGL(3, R):
AO(3): 0, (1,2,3); AO(2, 1): 0, (1,2,3);
AO(3) ⊕ 〈S〉: 0, (1,2,3); AO(2, 1) ⊕ 〈S〉: 0, (1,2,3);
ASL(3, R): 0, (1,2,3); AGL(3, R): 0, (1,2,3);
〈A2 +A3 + αD + βS〉 (α ≥ 0): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3 + αD,S〉 (α ≥ 0): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3 + αS,D + βS〉 (α ≥ 0): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3,D, S〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
ASL(2, R): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
ASL(2, R) ⊕ 〈S〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
ASL(2, R) ⊕ 〈D + αS〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
AGL(2, R) ⊕ 〈S〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈D + βS, sS〉 (s = 0, 1): 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
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〈D − S + T2〉: 0, (1), (3), (1,3); 〈D + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 + αD + βS〉 (0 < α < 1 ∨ α = 0, β > 0): 0, (1), (1,2), (2), (3), (1,3), (2,3),

(1,2,3);
〈A1〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 + αD + (1 − α)S + T1〉 (0 ≤ α ≤ 1): 0, (2), (3), (2,3);
〈A1 + αD − (1 + α)S + T2〉 (0 ≤ α < 1): 0, (1), (3), (1,3);
〈A1 + αD + T3〉 (0 < α < 1): 0, (1), (2), (1,2);
〈S〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3); 〈A1 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 + αD,S〉 (0 ≤ α < 1): 0, (1), (2), (3), (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3);
〈A1 + αS,D + βS〉 (α ≥ 3β + 2): 0, (1), (2), (3), (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3);
〈A1 + 2S,D〉: 0, (1), (2), (1,2), (2,3), (1,2,3);
〈A1 + S,D − S〉: 0, (1), (2), (1,2), (2,3), (1,2,3);
〈A1 + S + T1,D − S + βT1〉: 0, (2), (2,3);
〈A1 + S,D − S + T1〉: 0, (2), (2,3);
〈A2 +A3 + αD + T3〉: 0, (1,2); 〈A2 +A3 + T3,D + αT3〉 (α ≥ 0): 0, (1,2);
〈A2 +A3,D + T3〉: 0, (1,2); ASL(2, R) ⊕ 〈D + T3〉: 0, (1,2).
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