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Об условной инвариантности нелинейных
уравнений Даламбера, Лиувилля,
Борна–Инфельда, Монжа–Ампера
относительно конформной алгебры
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ

Показано, что уравнения Даламбера, Лиувилля, Борна–Инфельда, Монжа–Ампера
условно инвариантны относительно конформной алгебры. Приведены некоторые
конформно-инвариантные решения этих уравнений.

Раcсмотрим нелинейное уравнения Даламбера

�u + λ1u
k = 0, (1)

Лиувилля

�u + λ2 exp u = 0, (2)

Борна–Инфельда

(1 − uνuν)�u + uµνuνuµ = 0, (3)

Монжа–Ампера

|uµν | = 0, (4)

где u ≡ u(x) ∈ R1, x = (x0, �x) ∈ Rn+1, uµ = ∂u/∂xµ, uµ = gµνuν , uµν =
∂2u/∂xµ∂xν , gµν — метрический тензор пространства Rn+1 с сигнатурой (+,−,
. . . ,−), |uµν | — определитель, составленный из вторых производных функции u;
µ, ν = 0, n, по повторяющимся индексам предполагается суммирование, λ1, λ2,
k — постоянные.

Рассмотрим также конформную алгебру C(1, n + 1), базисные операторы кото-
рой имеют вид

Pa = gAB∂B ≡ gAB ∂

∂xB
, JAB = xAPB − xBPA, D = xAPA,

KA = 2xAD − xBxBPa, A,B = 0, n + 1,
(5)

и ее подалгебру

Pµ = gµν∂ν , Jµν = xµPν − xνPµ, D = xAPA,

Kµ = 2xµD − xBxBPµ, µ, ν = 0, n,
(6)

где gAB — метрический тензор пространства R1+n+1 с сигнатурой (+,−, . . . ,−).

Симметрийный анализ и решения уравнений математической физики, Киев, Институт математики
АН УССР, 1988, C. 98–102.
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Известно (см. [1–3]), что только при k = n+3
n−1 (n �= 1) уравнение (1) инвариан-

тно относительно конформной алгебры, а уравнения (2)–(4) конформно неинвари-
антны.

В настоящей работе показано, что уравнения (1)–(4) условно инвариантны (по-
нятие условной инвариантноти см. [4]) относительно конформной алгебры (5) или
(6). Получены некоторые конформно-инвариантные решения этих уравнений.

Теорема 1. Уравнение (1) инвариантно относительно конформной алгебры (6)
при условии:

uνuν = λ2
3u

k+1,

λ2
3 = 2λ1[n(k − 1) − k − 1]−1, k �= 1,

n + 3
n − 1

,
(7)

причем в формулах (6) xn+1 = 2u(1−k)/2/λ3(1 − k).

Доказательство. Нам необходимо доказать, что

X
2

(�u + λ1u
k) = τ1(�u + λ1u

k) + τ2(uνuν − λ2
3u

k+1),

X
1

(uνuν − λ2
3u

k+1) = τ3(uνuν − λ2
3u

k+1),
(8)

где τ1, τ2, τ3 — некоторые функции, X — инфинитизимальный оператор алге-
бры (6). X

1
и X

2
— первое и второе продолжения оператора X.

Согласно определению (см. [5]) инфинитизимальный оператор алгебры (6) име-
ет вид

X = ξµ(x, u)∂µ + η(x, u)∂u, (9)

где

ξµ(x, u) = 2xµbνxν − bµ

(
xνxν − 4u1−k

λ2
3(1 − k)2

)
+ c00xµ + cµνxν + dµ,

η(x, u) = 2(2bνxν + c00)u/(1 − k),
(10)

bµ, c00, cµν = −cνµ, dµ — параметры, xµ = gµνxν , µ, ν = 0, n.
Первое и второе продолжения оператора X строятся по следующим формулам:

X
1

= X + ζµ ∂

∂uµ
, (11)

где

ζµ =
4u−k

λ2
3(k − 1)

(bνuνuµ − λ2
3b

µuk+1) + 2
k + 1
k − 1

(2bνxν + c00uµ) −

− (2bµxν − 2bνxµ + cµν)uν ;

X
2

= X
1

+ σµν ∂

∂uµν
, (12)
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где

σµν = 2
1 + k

1 − k
(bµuν + bνuµ) +

2k

1 − k
(2bνxν + c00)uµν +

4u−kbα

λ2
3(k − 1)

×

× (uµuνα + uνuµα) +
2u−k−1

λ2
3(k − 1)

bαuα[2uµν − 2kuµuν + (k − 1)λ2
3u

k+1gµν ] −

− (2bαxν − 2bνxα + cαν)uµα − (2bαxµ − 2bµxα + cαµ)uνα.

Искользуя формулы (9)–(12), убеждаемся в выполнении условий (8). Теорема
доказана.

Теорема 2. Уравнение Лиувилля (2) инвариантно относительно конформной
алгебры (6) при условии

uνuν =
2λ2

n − 1
exp u (n �= 1), (13)

причем в формулах (6) xn+1 =
√

2(n−1)
λ2 exp u .

Теорема 3. Уравнение �u = F (u) инвариантно относительно конформной алге-
бры (6) при условии uνuν = G(u), причем F (u) = n/ΦΦ′−Φ′′/(Φ′)3, G(u) = (Φ′)−2

в формулах (6) xn+1 = Φ, Φ = Φ(u) — произвольная дифференцируемая фун-
кция.
Замечание 1. Система уравнений

�u = n/Φ(u)Φ′(u) − Φ′′(u)/[Φ′(u)]3,
uνuν = [Φ′(u)]−2,

заменой w = Φ(u) приводится к виду

�w = n/w,

wνwν = 1.
(14)

Конформная вариантность системы уравнений (14) установлена в работе [6].

Теорема 4. Уравнения Борна–Инфельда (3) и Монжа–Ампера (4) инвариантны
относительно конформной алгебры (5) при условии

uνuν = 1, (15)

причем в формулах (5) xn+1 = u.
Теоремы 2–4 доказываются аналогично теореме 1.

Замечание 2. Уравнения Борна–Инфельда (3) и Монжа–Ампера (4) являются
дифференциальными следствиями уравнения эйконала (15). Для уравнения (4)
этот факт доказан в [6], а для уравнения (3) следует из формулы

(1 − uνuν)�u + uµuνuµν =
(

�u − 1
2
uµ∂µ

)
(1 − uνuν).

В силу замечания 2 такими решениями для уравнений (3) и (4) будут кон-
формно инвариантные решения уравнения эйконала (15). Например, используя
инварианты конформной алгебры (5), получаем следующий анзац

xn+1 =
√

xνxν − βνxνϕ(ω). (16)
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Из (16) получается точное решение системы ДУЧП (14) вида

xn+1 ≡ w =
√

xνxν + γνxν , γνγν = 0.
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