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О редукции и точных решениях
нелинейного уравнения Дирака

В.И. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ

Ansätze are constructed which reduce the Poincaré-invariant equation for the spinor fi-
eld Ψ(x0, x1, x2, x3) to a system of partial differential equations for the four-component
function ϕ(ω) depending on three invariant variables ω = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)}. Multi-
parameter families of exact solutions of the nonlinear Dirac equation with the mass
term are found. The P (1, 3)-nonequivalent Ansätze for a vector field are constructed.

Построены анзацы, с помощью которых пуанкаре-инвариантные уравнения для спи-
норного поля Ψ(x0, x1, x2, x3) сводятся к системе дифференциальных уравнений для
четырехкомпонентной функции ϕ(ω1, ω2, ω3) зависящей от трех инвариантных пе-
ременных. Найдены многопараметрические семейства точных решений нелинейного
уравнения Дирака. Построены P (1, 3)-неэквивалентные анзацы для векторного поля.

Введение
Рассмотрим нелинейное уравнение Дирака для массивного поля

[
iγ∂ − m − λ(Ψ̄Ψ)k

]
Ψ = 0, (1)

где Ψ = Ψ(x0, x1, x2, x3) — 4-компонентный спинор; γ∂ ≡ γν∂ν = γ0∂0 + γ1∂1 +
γ2∂2 + γ3∂3, ∂ν ≡ ∂/∂xν , ν = 0, . . . , 3; γν — матрицы Дирака 4 × 4; m, k, λ —
произвольные действительные параметры.

О применении уравнений типа (1) к проблемам квантовой теории поля см. [1].
Максимальной локальной группой инвариантности уравнения (1) является груп-

па Пуанкаре P (1, 3), генераторы которой имеют вид

P0 = ∂0, Pa = −∂a, a = 1, 2, 3, Jµν = Mµν + Sµν ,

Mµν ≡ xµPν − xνPµ, Sµν ≡ − 1
4 (γµγν − γνγµ).

(2)

Операторы (2), как известно (см., например, [2]), образуют алгебру Пуанкаре
AP (1, 3):

[Pµ, Pν ] = 0, [Pσ, Jµν ] = gσµPν − gσνPµ,

[Jµν , Jρσ] = gνρJµσ + gµσJνρ − gµρJνσ − gνσJµρ.

В случае, когда m = 0, k = 1
3 ((Ψ̄Ψ)1/3 — нелинейность Гюрши), уравнение (1)

инвариантно относительно конформной группы C(1, 3) ⊃ P (1, 3). С помощью кон-
формной симметрии уравнения (1) (при m = 0, k = 1

3 ) в [3, 4] построен широкий
класс точных решений нелинейного уравнения Дирака. Более сложные нелиней-
ные конформно-инвариантные уравнения Дирака рассмотрены в [5]. Исследова-
нию пуанкаре-инвариантных и масштабно-инвариантных решений уравнения (1)
(при m = 0 и произвольном k) посвящены работы [4, 6].
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В настоящей работе на основе идей и методов Ли в явном виде построены
анзацы для отыскания решений произвольного пуанкаре-инвариантного уравнения
для поля со спином 1

2 . Найдены пуанкаре-инвариантные многопараметрические
семейства решений уравнения (1) для m �= 0 и произвольного k.

Решения уравнения (1), следуя [7] , ищем в виде

Ψ(x) = A(x)ϕ(ω), (3)

где ϕ(ω) — 4-компонентная функция, зависящая от трех новых переменных ω =
{ω1(x), ω2(x), ω3(x)}. Спинор Ψ(x) в исходном уравнении (1) зависит от четырех
переменных x = {x0, x1, x2, x3}, следовательно, анзац (3) редуцирует (сводит) си-
стему (1) к системе с меньшим числом независимых переменных. Матрица A(x) и
новые переменные ω(x) находятся из условий [3, 4]

Q1A(x) = 0, Q1 ≡ aµPµ + CµνJµν , (4)

Q2ω(x) = 0, Q2 ≡ aµPµ + CµνMµν , (5)

где aµ, Cµν = −Cνµ — произвольные параметры.
В том частном случае, когда ϕ(ω) зависит только от одной переменной, уравне-

ние (1) с помощью анзаца (3) редуцируется к нелинейной системе обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ). Решая систему ОДУ, найдем семейства ча-
стных решений уравнения (1). Для реализации этого алгоритма необходимо по-
строить в явном виде матрицы A(x) и переменные ω(x).

В разделе 1, воспользовавшись результатами Патеры, Винтернитца, Цассенха-
уза [8] по классификации P (1, 3)-неэквивалентных подалгебр алгебры Пуанкаре
AP (1, 3), в явном виде мы получили P (1, 3)-неэквивалентные анзацы (3). В разде-
ле 2 приведены редуцированные системы нелинейных дифференциальных уравне-
ний в частных производных (ДУЧП) для функции ϕ(ω), полученные в результате
подстановки анзацев из раздела 1. Для этих редуцированных систем ДУЧП или
ОДУ найдены некоторые точные решения, из которых затем построены P (1, 3)-
неразмножаемые семейства решений уравнения (1). В разделе 3 построены явно
ковариантные P (1, 3)-неэквивалентные анзацы для векторного поля.

1. P (1, 3)-неэквивалентные анзацы для спинорного поля
Описание анзацев (3) для спинорного поля с алгеброй инвариантности (2) сво-

дится к решению системы (4), которая представляет собой систему шестнадцати
ДУЧП первого порядка для матричных элементов матрицы A(x). Не вдаваясь в
подробности этих довольно громоздких вычислений, приведем здесь ее решение
в виде табл. 1, где приведены P (1, 3)-неэквивалентные анзацы для спинорного
поля (α �= 0, ε = ±1). При составлении этой таблицы мы воспользовались ре-
зультатом [8] о том, что алгебра Пуанкаре AP (1, 3) имеет только 13 одномер-
ных неэквивалентных подалгебр. В соответствии с этим существуют 13 пуанкаре-
неэквивалентных анзацев вида (3). Инвариантные переменные ω(x) для этих ан-
зацев построены в [9].

На одном конкретном примере продемонстрируем, как находить явный вид ан-
зацев (3). Возьмем в качестве Q1 оператор № 4 из табл. 1, т.е. Q1 = J12 =
x1∂2 − x2∂1 − 1

2γ1γ2. Уравнения (4), (5) в этом случае принимают вид(
x1∂2 − x2∂1 − 1

2
γ1γ2

)
A(x) = 0, (x1∂2 − x2∂1)ω(x) = 0.
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Последнее уравнение эквивалентно системе Лагранжа–Эйлера

dx0

0
=

dx1

−x2
=

dx2

x1
=

dx2

0
,

для которой легко выписать первые интегралы x2
1 + x2

2, x0, x3. Следовательно, в
качестве инвариантных переменных ω(x) можно выбрать x2

1 + x2
2 = ω1, x0 = ω2,

x3 = ω3.
Матрицу A(x) ищем в виде A(x) = exp

{
1
2γ1γ2f(x)

}
, f(x) — некоторая скаляр-

ная функция; тогда(
x1∂2 − x1∂1 − 1

2
γ1γ2

)
exp

{
1
2
γ1γ2f(x)

}
=

=
1
2
γ1γ2 [(x1∂2 − x2∂1 − 1)f(x)] exp

{
1
2
γ1γ2f(x)

}
= 0,

т.е.

x1
∂f

∂x2
− x2

∂f

∂x1
= f.

Интегрируя это последнее уравнение, получаем f(x) = −arctg x1
x2

, и таким обра-
зом, матрица A(x) имеет вид

A(x) = exp
{
−1

2
γ1γ2 arctg

x1

x2

}
.

Совершенно аналогично проводятся вычисления и для других случаев.
Все анзацы, выписанные в табл. 1, представляют собой полный набор P (1, 3)-

неэквивалентных анзацев для спинорного поля. Они не переводимы друг в друга
с помощью операции группового размножения решений. Отметим также, что из
спинорного поля можно легко построить поля для других спинов, например ска-
лярное Φ = Ψ̄Ψ, векторное Aµ = Ψ̄γµΨ, тензорное Fµν = Ψ̄γµγνΨ и т.д., поэтому
анзацы для спинорного поля представляют особый интерес.

2. Редукция уравнения (1) и точные решения
Подставим анзацы из табл. 1 в уравнение (1). После довольно громоздких вычи-

слений получим следующие уравнения для ϕ(ω) (F ≡ λ(ϕ̄ϕ)1/3 + m):

γ1ϕω1 + γ2ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (6.1)

γ0ϕω1 + γ1ϕω2 + γ2ϕω3 + iFϕ = 0, (6.2)

(γ0 + γ1)ϕω1 + γ2ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (6.3)

γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+ γ0ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (6.4)
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Таблица 1

№ Алгебра
Инвариантные переменные
ω = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)} Анзацы

1 P0 x1, x2, x3 Ψ(x) = ϕ(ω)
2 P3 x0, x1, x2 Ψ(x) = ϕ(ω)
3 P0 + P1 x0 + x1, x2, x3 Ψ(x) = ϕ(ω)

4 J12

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x0, x3 Ψ(x) = exp{− 1

2
γ1γ2×

× arctg x1
x2

}ϕ(ω)

5 J03

(
x2

0 − x2
3

)1/2
, x1, x2 Ψ(x) = exp{ 1

2
γ0γ3×

× ln(x0 + x3)}ϕ(ω)
6 J02 + J12 x0 + x1, Ψ(x) = exp{− x2

2(x0+x1)
×(

x2
0 − x2

1 − x2
2

)1/2
, x3 × γ2(γ0 + γ1)}ϕ(ω)

7 αJ23 − J01

(
x2

0 − x2
1

)1/2
, α ln(x0 + x1)+ Ψ(x) = exp{ 1

2
γ0γ1 ln(x0 + x1)−

+arctg x2
x3

,
(
x2

2 + x2
3

)1/2 − 1
2
arctg x2

x3
}ϕ(ω)

8 J23 − ε
2
(P0 + P1) x0 + x1, ε(x0 − x1)+ Ψ(x) = exp{− 1

2
γ2γ3×

+arctg x2
x3

,
(
x2

2 + x3
3

)1/2 × arctg x2
x3

}ϕ(ω)

9 J12 + αP0

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, Ψ(x) = exp{− 1

2
γ1γ2×

x0 + α arctg x1
x2

, x3 × arctg x1
x2

}ϕ(ω)

10 J12 − αP3

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, Ψ(x) = exp{− 1

2
γ1γ2×

x3 + α arctg x1
x2

, x0 × arctg x1
x2

}ϕ(ω)

11 J01 − αP2

(
x2

0 − x2
1

)1/2
, Ψ(x) = exp{ 1

2
γ0γ1×

x2 + α ln(x0 + x1), x3 × ln(x0 + x1)}ϕ(ω)
12 J02 + J12+ x0 − x1 + (x0 + x1)x2+ Ψ(x) = exp{ 1

4
(x0 + x1)×

+P0 − P1 + 1
6
(x0 + x1)

3, × γ2(γ0 + γ1)}ϕ(ω)
x2 + 1

4
(x0 + x1)

3, x3

13 J02 + J12 − εP3 x0 + x1,
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1,2
, Ψ(x) = exp{− x2

2(x0+x1)
×

x2 + ε(x0 + x1)x3, × γ2(γ0 + γ1)}ϕ(ω)

1
2
(γ0+γ3)ϕ+

1
2

[
(γ0 + γ3)ω1 +

1
ω1

(γ0 − γ3)
]

ϕω1+γ1ϕω2+γ2ϕω3+iFϕ = 0,(6.5)

(γ0 + γ1)
(

ϕω1 +
1

2ω1
ϕ

)
+

+
[
(γ0 + γ1)

ω2
1 + ω2

2

2ω1ω2
− γ1

ω1

ω2

]
ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0,

(6.6)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ +

1
2

[
(γ0 + γ1)ω1 +

1
ω1

(γ0 − γ1)
]

ϕω1+

+
[
α(γ0 + γ1) +

1
ω3

γ2

]
ϕω2 + γ3

(
1

2ω3
ϕ + ϕω3

)
+ iFϕ = 0,

(6.7)

(γ0 + γ1)ϕω1 +
[
ε(γ0 − γ1) +

1
ω3

γ2

]
ϕω2 + γ3

(
1

2ω3
ϕ + ϕω3

)
+ iFϕ = 0, (6.8)

γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+

(
α

ω1
γ1 + γ0

)
ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (6.9)
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γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+

(
α

ω1
γ1 + γ3

)
ϕω2 + γ0ϕω3 + iFϕ = 0, (6.10)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ +

1
2

[
(γ0 + γ1)ω1 + (γ0 − γ1)

1
ω1

]
ϕω1+

+ [γ2 + α(γ0 + γ1)] ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0,

(6.11)

[γ0 − γ1 + (γ0 + γ1)ω2]ϕω1 + γ2ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (6.12)

(γ0 + γ1)
(

ϕω1 +
1

2ω1
ϕ

)
+

[
(γ0 + γ1)

ω2
1 + ω2

2

2ω1ω2
− γ1

ω1

ω2

]
ϕω2+

+
[
(γ0 + γ1)

ω3

ω1
+ γ2 + εω1γ3

]
ϕω3 + iFϕ = 0.

(6.13)

Здесь ϕωa
≡ ∂ϕ/∂ωa, a = 1, 2, 3; каждое из уравнений (6.1)–(6.13) получено с

помощью анзаца соответствующего номера из табл. 1.
Для того чтобы найти некоторые частные решения систем (6.1)–(6.13), совер-

шим в них (там, где это возможно) прямую редукцию к системам ОДУ или к си-
стемам ДУЧП с двумя независимыми переменными. Соответственно будем иметь
(F ≡ λ(ϕ̄ϕ)k + m)

γ1ϕω1 + iFϕ = 0, (7.1)

γ0ϕω1 + iFϕ = 0, (7.2)

(γ0 + γ1)ϕω1 + γ2ϕω2 + iFϕ = 0, (7.3)

γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+ iFϕ = 0, (7.4)

1
2
(γ0 + γ3)ϕ + γ1ϕω2 + iFϕ = 0, (7.5)

1
2
(γ0 + γ3)ϕ +

1
2

[
(γ0 + γ3)ω1 +

1
ω1

(γ0 − γ3)
]

ϕω1 + iFϕ = 0, (7.5a)

(γ0 + γ1)
(

ϕω1 +
1

2ω1
ϕ

)
+ γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (7.6)

(γ0 + γ1)
(

ϕω1 +
1

2ω1
ϕ

)
+

[
(γ0 + γ1)

ω2
1 + ω2

2

2ω1ω2
− γ1

ω1

ω2

]
ϕω2 + iFϕ = 0, (7.6a)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ + γ3

(
1

2ω3
ϕ + ϕω3

)
+ iFϕ = 0, (7.7)

[
ε(γ0 − γ1) +

1
ω3

γ2

]
ϕω2 + γ3

(
1

2ω3
ϕ + ϕω3

)
+ iFϕ = 0, (7.8)

(γ0 + γ1)ϕω1 + γ3

(
1

2ω3
ϕ + ϕω3

)
+ iFϕ = 0, (7.8a)
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γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+

(
α

ω1
γ1 + γ0

)
ϕω2 + iFϕ = 0, (7.9)

γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+

(
α

ω1
γ1 + γ3

)
ϕω2 + iFϕ = 0, (7.10)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ + [γ2 + α(γ0 + γ1)] ϕω2 + iFϕ = 0, (7.11)

γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (7.12)

(γ0 + γ1)
(

ϕω1 +
1

2ω1
ϕ

)
+

[
(γ0 + γ1)

ω3

ω1
+ γ2 + εω1γ3

]
ϕω3 + iFϕ = 0. (7.13)

(каждому уравнению (7.1)–(7.13) отвечает анзац соответствующего номера табл. 1
с ϕ(ω), зависящей от одной или двух инвариантных перемениых ω).

Выпишем некоторые решения систем (7.1)–(7.13) (χ — постоянный спинор),
f(ω) — произвольная дифференцируемая действительная функция, κ = λ(χ̄χ)k +
m:

ϕ(ω) = exp{iκγ1ω1}χ, (8.1)

ϕ(ω) = exp{−iκγ0ω1}χ, (8.2)

ϕ(ω) = exp{iκγ2ω2} exp{i(γ0 + γ1)f(ω1)}χ, (8.3)

ϕ(ω) = (γ0 + γ1) exp{−i(mγ2ω2 + f(ω1))}χ, (8.3a)

ϕ(ω) =
1√
ω1

exp{iγ2g(ω1)}χ,

g(ω1) =




λ

1 − k
(χ̄χ)kω1−k

1 + mω1, k �= 1,

λ(χ̄χ) ln ω1 + mω1, k = 1,

(8.4)

ϕ(ω) = exp
{

iγ1

[
κ − i

2
(γ0 + γ3)

]
ω2

}
χ, (8.5)

ϕ(ω) = (γ0 + γ1) exp{−i(mγ3ω3 + f(ω1))}χ, (8.6)

ϕ(ω) = ω
−1/2
3 (γ0 + γ1) exp{−imγ3ω3}χ, (8.7)

ϕ(ω) = ω
−1/2
3 exp{iγ3g(ω3)} exp{i(γ0 + γ1)f(ω1)}χ,

g(ω3) =




λ

1 − k
(χ̄χ)kω1−k

3 + mω3, k �= 1,

λ(χ̄χ) ln ω3 + mω3, k = 1,

(8.8)

ϕ(ω) = exp
{

i [γ2 + α(γ0 + γ1)]
(

κ − i

2
(γ0 + γ1)

)
ω2

}
χ, (8.11)
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ϕ(ω) = exp{iγ2κω2}χ. (8.12)

Решения (8.1)–(8.12) инвариантны только относительно подгрупп группы P (1, 3).
Исходное же уравнение (1) пуанкаре-инвариантно, поэтому применим к (8.1)–
(8.12) операцию группового размножения решений [3, 4]. В результате получим
следующие многопараметрические семейства решений уравнения (1), имеющие яв-
но ковариантный вид и обладающие свойством P (1, 3)-неразмножаемости (понятие
G-неразмножимых решений введено в работе [10]):

Ψ(x) = exp{iκ(γa)ay}χ,

Ψ(x) = exp{−iκ(γd)dy}χ,

Ψ(x) = exp{iκ(γb)by} exp{i(γa + γd)f(ay + dy)}χ,

Ψ(x) = (γa + γd) exp{−i[m(γb)by + f(ay + dy)}χ,

Ψ(x) =
1√
ω

exp
{
−1

2
(γa)(γb) arctg

ay

by

}
exp{i(γb)g(ω)}χ,

ω =
[
(ay)2 + (by)2

]1/2
,

Ψ(x) = exp
{
−1

2
(γc)(γd) ln(cy + dy)

}
exp

{
(γa)

[
iκ +

1
2
(γc + γd)ay

]}
χ,

Ψ(x) = exp
{
− by

2(ay + dy)
(γb)(γa + γd)

}
×

× (γa + γd) exp {−i[m(γc)cy + f(ay + dy)]}χ,

(9)

Ψ(x) =
1√
ω

exp
{
−1

2
(γb)(γc) arctg

by

cy
− 1

2
(γa)(γd) ln(ay + dy)

}
×

× (γa + γd) exp {−im(γc)ω}χ, ω =
[
(by)2 + (cy)2

]1/2
,

Ψ(x) =
1√
ω

exp
{
−1

2
(γb)(γc) arctg

by

cy

}
exp {i(γc)g(ω)}×

× exp {i(γa + γd)f(ay + dy)}χ, ω =
[
(by)2 + (cy)2

]1/2
,

Ψ(x) = exp
{

1
2
(γd)(γa) ln(ay + dy)

}
×

× exp
{

i[γb + α(γa + γd)]
[
κ − 1

2
i(γa + γd)

]
(by + α ln(ay + dy))

}
χ,

Ψ(x) = exp
{
−1

4
(γa + γd)(γb)(ay + dy)

}
×

× exp
{

iκ(γb)
(

by +
1
4
(ay + dy)2

)}
χ.
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В формулах (9) κ = λ(χ̄χ)k +m, yµ = xµ+δµ; δµ, aµ, bµ, cµ, dµ — произвольные
постоянные, удовлетворяющие условиям

a2 ≡ aµaµ = b2 = c2 = −d2 = −1, ab = bc = da = ac = bd = 0, (10)

f(ω) — произвольная дифференцируемая функция,

g(ω) =




λ

1 − k
(χ̄χ)kω1−k + mω, k �= 1,

λ(χ̄χ) ln ω + mω, k = 1

Замечание. Приведенные нами анзацы, вообще говоря, не исчерпывают всех ан-
зацев, при которых нелинейное уравнение Дирака редуцируется к уравнениям с
меньшим числом независимых и зависимых переменных [11].

Так, например, анзац вида (получен совместно с Р.3. Ждановым)

Ψ(x) =
[
f(u) + i

(
γν

∂u

∂xν

)
g(u)

]
χ, χ = const,

где u = u(x) — скалярная функция, удовлетворяющая системе уравнений

∂u

∂xν

∂u

∂xν
= ε, �u =

N

u
, N = −2,−1, 0, . . . , 3, ε = ±1, (11)

редуцирует нелинейное уравнение Дирака (1) к системе ОДУ для скалярных фун-
кций f и g:

ḟ = g
(
λ

(
f2 + εg2

)k
+ m

)
,

ġ = −f
(
λ

(
f2 + εg2

)k
+ m

)
− N

u
g

(
ḟ ≡ df

du
, ġ =

dg

du

)
.

(12)

Обобщая результат Коллинза [12], выпишем общее решение системы (11)

u(x) =




[
(ay)2 + (by)2 + (cy)2

]1/2
, ε = −1, N = −2,[

(ay)2 + (by)2
]1/2

, ε = −1, N = −1,

ay + F (by + dy), ε = −1, N = 0,

dy, ε = 1, N = 0,[
(dy)2 − (ay)2

]1/2
, ε = 1, N = 1,[

(dy)2 − (ay)2 − (by)2
]1/2

, ε = 1, N = 2,√
yνyν , ε = 1, N = 3,

где yν = xν + δν , δν , aν , bν , cν , dν — произвольные постоянные, удовлетворяющие
условиям (10), F — произвольная дифференцируемая функция.

Решения системы (12) будут опубликованы в другой работе.

3. Неэквивалентные анзацы для векторного поля
Как уже упоминалось, зная анзацы для спинорного поля, можно построить по

формуле Aµ = Ψ̄γµΨ анзацы для векторного поля Aµ.
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Таблица 2

№
Инвариантные переменные
ω = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)} Анзацы

1 ax, bx, cx Aµ(x) = Bµ(ω)
2 dx, ax, bx Aµ(x) = Bµ(ω)
3 ax + dx, bx, cx Aµ(x) = Bµ(ω)

4 [(ax)2 + (bx)2]1/2, dx, cx Aµ(x) = [gµσ + (1 − bx
ω1

)(bµbσ + aµaσ)+

+ ax
ω1

(bµbσ − bσaµ]Bσ(ω)

5 [(dx)2 − (cx)2]1/2, ax, bx Aµ(x) = [gµσ + (dx+cx)2−1
2(dx+cx)

(dµcσ − cµdσ)−
− (dx+cx−1)2

2(dx+cx)
(cµcσ − dµdσ)]Bσ(ω)

6 dx + cx, Aµ(x) = [gµσ + bx
ax+dx

(dµ + aµ)bσ − bµ(aσ + dσ)+

[(dx)2 − (ax)2 − (bx)2]1/2, cx + 1
2
( bx

ax+dx
)2(bµbσ + (aµ + dµ)×

× (aσ + dσ))]Bσ(ω)

7 [(dx)2 − (ax)2]1/2, Aµ(x) = {gµσ − (dx+ax−1)2

2(dx+ax)
(aµaσ + dµdσ)+

α ln(dx + ax) + arctg bx
cx

, + (dx+ax)2−1
2(dx+ax)

(dµaσ − dσaµ) + (1 − cx
ω3

)×
[(bx)2 + (cx)2]1/2 × (bµbσ + cµcσ) + bx

ω3
(cµbσ − bµcσ)}Bσ(ω)

8 dx + ax, ε(dx − ax)+ Aµ(x) = [gµσ + (1 − cx
ω3

)(bµbσ + cµcσ)+

+arctg bx
cx

, [(bx)2 + (cx)2]1/2 + bx
ω3

(cµbσ − bµcσ)]Bσ(ω)

9 [(ax)2 + (bx)2]1/2, Aµ(x) = [gµσ + (1 − bx
ω1

)(bµbσ + aµaσ)+

dx + α arctg ax
bx

, cx + ax
ω1

(bµaσ − bσaµ)]Bσ(ω)

10 [(ax)2 + (bx)2]1/2, Aµ(x) = [gµσ + (1 − bx
ω1

)(bµbσ + aµaσ)+

cx + α arctg ax
bx

, dx + ax
ω1

(bµaσ − bσaµ)]Bσ(ω)

11 [(dx)2 − (ax)2]1/2, Aµ(x) = [gµσ + (dx+ax)2−1
2(dx+ax)

(dµaσ − dσaµ)−
bx + α ln(dx + ax), cx − (dx+ax−1)2

2(dxax)
(aµaσ + dµdσ)]Bσ(ω)

12 dx − ax + (dx + ax)bx+ Aµ(x) = [gµσ + 1
2
(dx + ax)(bµ(aσ + dσ)−

+ 1
6
(dx + ax)3, − (aµ + dµ)bσ) + 1

8
(dx + ax)2×

bx + 1
4
(dx + ax)2, cx × ((aµ + dµ)(aσ + dσ) + bµbσ]Bσ(ω)

13 dx + ax, Aµ(x) = [gµσ + bx
ax+dx

((aµ + d + µ)bσ−
[(dx)2 − (ax)2 − (bx)2]1/2, − bµ(aσ + bσ)) + 1

2
( bx

dx+ax
)2×

bx + ε(dx + ax)cx × (bµbσ + (aµ + dµ)(aσ + dσ))]Bσ(ω)

Примечание. Здесь α �= 0, ε = ±1; aν , bν , cν , dν — произвольные постоянные, удовлетво-
ряющие условиям (10).

Ниже с помощью результатов раздела 1 построены P (1, 3)-неэквивалентные
явно ковариантные анзацы для векторного поля. Эти анзацы можно использовать
для поиска решений уравнений электродинамики, релятивистской гидродинамики,
уравнений Янга–Миллса и многих других. P (1, 3)-неэквивалентные анзацы для
векторного поля приведены в табл. 2.
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