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Конформно-инвариантное обобщение
уравнения Дирака–Гейзенберга
и его точные решения

В.И. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ, Р.З. ЖДАНОВ

Рассмотрим следующее пуанкаре-инвариантное нелинейное обобщение уравне-
ния Дирака

γµ[i∂µ + F1ψ̄γµψ + F2ψ̄γ4γµψ + F3(ψ̄γµψ)γ4 + F4(ψ̄γ4γµψ)γ4]ψ+

+F5(ψ̄σµνψ)σµνψ + F6(ψ̄σµνψ)γ4σ
µνψ = (F7 + F8γ4)ψ,

(1)

где F1, . . . , F8 — произвольные функции от ψ̄ψ, ψ̄γ4ψ, γ4 = iγ0γ1γ2γ3, σµν =
i
4 (γµγν − γνγµ).
В настоящей работе мы выделим из этого множества уравнений такие уравне-

ния, которые инвариантны относительно масштабных преобразований

x′µ = eθxµ, ψ′(x′) = ekθψ(x), k, θ = const (2)

и конформных преобразований (см., например, [1–5]):

x′µ =
xµ − cµx

2

σ(x)
, ψ′(x′) = σ(x)(1 − γcγx)ψ(x),

σ(x) ≡ 1 − 2cx+ c2x2, cx ≡ cνxν , c2 ≡ cνcν , ν = 0, 1, 2, 3.
(3)

Теорема 1. Уравнение (1) инвариантно относительно масштабных преобразо-
ваний (2) тогда и только тогда, когда

F1 = Φ1

[
(ψ̄γµψ)(ψ̄γµψ)

]−(1+2k)/4k
, F2 = Φ2

[
(ψ̄γ4γµψ)(ψ̄γ4γ

µψ)
]−(1+2k)/4k

,

F3 = Φ3

[
(ψ̄γµψ)(ψ̄γµψ)

]−(1+2k)/4k
, F4 = Φ4

[
(ψ̄γ4γµψ)(ψ̄γ4γ

µψ)
]−(1+2k)/4k

,

F5 = Φ5

[
(ψ̄σµνψ)(ψ̄σµνψ)

]−(1+2k)/4k
, F6 = Φ6

[
(ψ̄σµνψ)(ψ̄σµνψ)

]−(1+2k)/4k
,

F7 = Φ7(ψ̄ψ)−1/2k, F8 = Φ8(ψ̄ψ)−1/2k,

(4)

а Φ1, . . . ,Φ8 произвольные функции, зависящие от ψ̄ψ/ψ̄γ4ψ.

Доказательство. Нетрудно убедиться, что преобразования (2) оставляют уравне-
ние (1) инвариантным, если и только если выполняются условия:

eθ(2k+1)FB(ψ̄ψe2kθ, ψ̄γ4ψe
2kθ) = FB(ψ̄ψ, ψ̄γ4ψ), B = 1, 2, . . . , 6,

eθ(k+1)FC(ψ̄ψe2kθ, ψ̄γ4ψe
2kθ) = FC(ψ̄ψ, ψ̄γ4ψ), C = 7, 8.

(5)

Труды третьего международного семинара “Теоретико-групповые методы в физике”, Юрмала, 22–24
мая 1985 г., Москва, Наука, 1986, Т.1, С. 497–501.
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Общее решение этих функциональных соотношений с учетом известных тождеств
[5]

(ψ̄ψ)2 + (ψ̄γ4ψ)2 − (ψ̄σµνψ)(ψ̄σµνψ) = 0,
(ψ̄ψ)2 − (ψ̄γ4ψ)2 − (ψ̄γ4γµψ)(ψ̄γ4γµψ) = 0,
(ψ̄γµψ)(ψ̄γµψ) − (ψ̄γ4γµψ)(ψ̄γ4γ

µψ) = 0
(6)

можно записать в виде (4).

Теорема 2. Уравнение (1) инвариантно относительно конформной группы
C(1, 3), если и только если функции F1, . . . , F8 имеют вид (4) и k = −3/2.

Доказательство. Поскольку конформная группа C(1, 3) содержит расширенную
группу Пуанкаре P̃ (1, 3) = {P (1, 3),D} (D — обозначает группу масштабных пре-
образований (2)), то для доказательства необходимости можно воспользоваться
результатом предыдущей теоремы. Далее непосредственной проверкой можно убе-
диться, что преобразования (3) оставляют инвариантным уравнение (1) с функци-
ями (4) только при k = −3/2.

Следствие. Если F7 = λ(ψ̄ψ)1/3, а все остальные FA равны нулю, то уравнение
(1) совпадает с уравнением Дирака–Гюрши [3]:

[
iγ∂ − λ(ψ̄ψ)1/3

]
ψ = 0. (7)

В том случае, когда F4 = λ[(ψ̄γµψ)ψ̄γµψ]−1/3, а все остальные FB равны нулю,
мы получаем конформно-инвариантное уравнение

(
iγ∂ + λ

(ψ̄γµψ)γµ

[(ψ̄γνψ)(ψ̄γνψ)]1/3

)
ψ = 0, (8)

которое можно рассматривать как обобщение нелинейного уравнения Дирака–
Гейзенберга [4]:

[
iγ∂ + λ(ψ̄γµψ)γµ

]
ψ = 0. (9)

Как известно [4], уравнение (9) неинвариантно относительно конформных пре-
образований.

Воспользуемся конформной симметрией уравнения (8) для построения его то-
чных решений. Следуя [6,1], решения ищем в виде:

ψ = ϕ(βx), βx ≡ βνxν , β
ν = const — трансляционно-инвариантные, (10)

ψ =
γx

(xνxν)2
Φ

(
βx

xαxα

)
— конформно-инвариантные. (11)

Подстановка этих выражений в (8) приводит к следующей системе обыкновен-
ных дифференциальных уравнений:

iγβ
du

dω
+ ν

(ūγµu)γµu

[(ūγνu)(ūγνu)]1/3
= 0, (12)
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где u =
{
ϕ(ω), ω = βx или Φ(ω); ω = βx

xνxν

}
, ν = λ для ϕ, ν = −λ для Φ. В зави-

симости от ν получаем (χ — постоянный спинор, βµ = χ̄γµχ

[(χ̄γνχ)(χγνχ)]1/3 ):

(а) Im ν = 0, u = eiνωχ,

(б) Re ν = 0, u =
(
c+ 2

3µω
)−3/2

χ, µ = Im ν,

(в) Im ν Re ν �= 0, u = (f1 + if2)χ, ν = ν1 + iν2,

f1 = ± [
(w − 2v)1/2 + (w + 2v)1/2

]
,

f2 = ∓ [
(w − 2v)1/2 − (w + 2v)1/2

]
,

∫
dv(

c1 − 2ν2
ν1
v2

)2/3
= 2ν1ω + c2, w =

(
c1 − 2

ν2
ν1
v2

)1/2

.

(13)

Замечание. Покажем, что конформно-инвариантный анзац (11) можно также по-
лучить из трансляционно-инвариантного (10) с помощью процедуры размножения
решений. Как показано в [1, 2], формула генерирования решений с помощью кон-
формных преобразований (3) имеет вид

ψnew(x) =
1 − γxγc

σ2(x)
ψold(x′), x′µ =

xµ − cµx
2

σ(x)
,

σ(x) ≡ 1 − 2cx+ c2x2, c2 ≡ cνcν , x2 ≡ xνxν .

(14)

Применяя (14) при c0 = 1, c1 = c2 = c3 = 0 к (10) с последующим переходом от
x0 к x0+1 (в силу инвариантности уравнения относительно трансляций), получаем
(11).
Применим теперь процедуру размножения решений к конформно-инвариантно-

му решению (11), (13а)

ψ(x) =
γx

(xνxν)2
exp

{
−iλ βx

xνxν

}
χ, βµ =

χ̄γµχ

[(χ̄γνχ)(χ̄γνχ)]1/3
. (15)

Совершив над (15) преобразование трансляций xµ → xµ+aµ (aµ = const), получим
другое семейство решений

ψ(x) =
γx+ γa

(x2 + 2ax+ a2)2
exp

{
−iλ βx+ βa

x2 + 2ax+ a2

}
χ,

βµ =
χ̄γµχ

[(χ̄γνχ)(χ̄γνχ)]1/3
.

(16)

Это семейство замечательно тем, что оно уже неразмножается с помощью пре-
образований группы C(1, 3). Убедимся в этом. Очевидно, что (16) неразмножимо
с помощью трансляций. Применяя к (16) формулы (14), получаем

ψ(x) =
1 − γxγc

σ2(x, c)

γx−γcx2

σ(x,c) + γa[
a2 + 2ax+acx2+x2

σ(x,c)

]2 exp


−iλ

βx−βcx2

σ(x,c) + βa

a2 + 2ax−acx2+x2

σ(x,c)


χ,

σ(x, c) = 1 − 2cx+ c2x2, βµ =
χ̄γµχ

[(χ̄γνχ)(χ̄γνχ)]1/3
.

(17)
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Легко видеть, что (17) можно переписать в виде (16), если совершить замену
параметров

aµ → ãµ = −aµ − cµa
2

σ(a, c)
, χ→ χ̃ =

1 − γcγa

σ2(a, c)
,

σ(a, c) = 1 − 2ac+ a2c2, βµ → β̃µ =
¯̃χγµχ̃

[(¯̃χγν χ̃)(¯̃χγν χ̃)]1/3
.

(18)

Неразмножимость (16) остальными преобразованиями группы C(1, 3) вполне оче-
видна.
В заключение отметим, что мы использовали симметрию для получения то-

чных решений нелинейного уравнения Дирака [1, 2, 11], нелинейных уравнений
квантовой электродинамики [7], уравнений Янга–Миллса [8] и некоторых ска-
лярных нелинейных уравнений, таких, как Лиувилля, эйконала, Монжа–Ампера,
Гамильтона–Якоби [6, 9, 10, 11].

1. Fushchych W.I., Shtelen W.M., J. Phys. A, 16, 1983, 271.

2. Фущич В.И., Штелень В.М., ДАН СССР, 1983, 269, № 1, 88.

3. Gursey F., Nuovo Cim., 1956, № 1, 88.

4. Гейзенберг В., Введение в единую полевую теорию элементарных частиц, М., Мир, 1968, 239 с.

5. Finkelstein R., Fronsdal С., Kaust P., Phys. Rev., 1956, 103, 5.

6. Фущич В.И., В кн.: Теоретико-алгебраические исследования в математической физике, Киев,
Ин-т математики АН УССР, 1981, 6.

7. Fushchych W.I., Shtelen W.M., Phys. Lett. B, 1983, 128, 215.

8. Fushchych W.I., Shtelen W.M., Lett. Nuovo Cim., 1983, 38, 37.

9. Fushchych W.I., Shtelen W.M., Lett. Nuovo Cim., 1982, 34, 498.

10. Fushchych W.I., Serov N.I., J. Phys. A, 1983, 16, 3645.

11. Фущич В.И., Серов Н.И., Штелень В.М., В кн.: Теоретико-групповые методы в физике, М.,
Наука, 1983, Т.2, 407.


