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Подгрупповая структура обобщенной
группы Пуанкаре и точные решения
некоторых нелинейных волновых
уравнений
В.И. ФУЩИЧ, В.М. ФЕДОРЧУК, И.М. ФЕДОРЧУК

Найдены инварианты расщепляющихся подгрупп обобщенной группы Пуанкаре
P (1, 4) — группы вращений и сдвигов в 5-мерном псевдоевклидовом пространстве.
Произведена редукция нелинейного уравнения Даламбера и релятивистского урав-
нения Гамильтона к дифференциальным уравнениям с меньшим числом переменных.
Построены классы точных решений этих уравнений.

Введение
На основании подгрупповой структуры групп инвариантности дифференциаль-

ных уравнений можно находить точные решения этих уравнений.
Линейные волновые уравнения в пятимерном пространстве Минковского ис-

пользуются в квантовой теории для описания частиц с переменной массой [1].
Нелинейные волновые уравнения в пространстве Минковского M(1, n) рассмотре-
ны в работах [2–6], где, в частности, исследована симметрия этих уравнений и
построены в явном виде, с помощью специальных анзацов, многопараметрические
семейства точных решений.
В математической физике широко используется уравнение эйконала или ре-

лятивистское уравнение Гамильтона. В работе [7] исследована симметрия этого
уравнения, и на основании специальных анзацов найдены многопараметрические
семейства точных решений. В [7], в частности, доказано, что максимальной ло-
кальной группой инвариантности уравнения эйконала является конформная группа
C(1, 4) в (4 + 1)-мерном пространстве Пуанкаре–Минковского. К настоящему вре-
мени подгруппы конформной группы C(1, 4) не описаны. Хорошо известно, что
группа C(1, 4) содержит в качестве подгруппы группу P (1, 4). P (1, 4) — груп-
па движений пространства Минковского M(1, 4). Подгрупповая структура группы
P (1, 4) изучена в работах [8–12].
В данной работе на основании подгрупповой структуры группы P (1, 4) постро-

ены точные решения нелинейных волновых уравнений. При этом рассматривались
только расщепляющиеся подалгебры [8, 9] алгебры Ли группы P (1, 4).
Дадим краткую характеристику работы. В § 1 найдены инварианты расще-

пляющихся подгрупп (локальных групп Ли, соответствующих расщепляющимся
подалгебрам) группы P (1, 4). В § 2 построены классы точных решений нелиней-
ного волнового уравнения. В § 3 найдены семейства точных решений уравнения
эйконала. В § 4 исследовано уравнение эйконала с нулевой массой.
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§ 1. Инварианты расщепляющихся подгрупп группы P (1, 4)
Алгебра Ли группы P (1, 4) задается базисными элементами Pµ и Mµν = −Mνµ

(µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4), которые удовлетворяют следующим коммутационным соотно-
шениям:

[Pµ, Pν ] = 0, [Mµν , Pσ] = gµσPν − gνσPµ,

[Mµν ,Mρσ] = gµρMνσ + gνσMµρ − gνρMµσ − gµσMνρ,

где gµν (µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) — метрический тензор с компонентами g00 = −g11 =
−g22 = −g33 = −g44 = 1, gµν = 0 если µ �= ν.
Для нее выбрано следующее представление:

P0 =
∂

∂x0
, P1 = − ∂

∂x1
, P2 = − ∂

∂x2
, P3 = − ∂

∂x3
,

P4 = − ∂

∂x4
, Mµν = −(xµPν − xνPµ).

Ниже мы приводим функционально независимые решения систем уравнений

XiI(x) = 0,

где {Xi}, i = 1, . . . ,dimPik — базисы расщепляющихся подалгебр Pjk алгебры Ли
группы P (1, 4). Эти решения и являют собой инварианты соответствующих расще-
пляющихся подгрупп группы P (1, 4). Наиболее удобно представить весь список
инвариантов в виде таблиц.
1.1. Одномерные инварианты. Ниже выписаны одномерные инварианты ра-

сщепляющихся подгрупп группы P (1, 4) в пространстве Минковского M(1, 4).

Таблица 1. Одномерные инварианты

№ Переменные № Переменные

1.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
9.

(
x2

4 + x2
3 + x2

2 + x2
1 − x2

0

)1/2

2.
(
x2

0 − x2
4

)1/2
10. x0

3.
(
x2

3 + x2
4

)1/2
11. x1

4.
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
12. x2

5.
(
x2

4 + x2
3 − x2

0

)1/2
13. x3

6.
(
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4

)1/2
14. x4

7.
(
x2

3 + x2
2 + x2

1 − x2
0

)1/2
15. x0 + x4

8.
(
x2

4 + x2
2 + x2

1 − x2
0

)1/2
16. x0 − x4

1.2. Двумерные инварианты. Ниже выписаны двумерные инварианты расще-
пляющихся подгрупп группы P (1, 4) в пространстве Минковского M(1, 4).

Таблица 2. Двумерные инварианты

№ Инварианты ω1, ω2 № Инварианты ω1, ω2

1.
(
x2

0 − x2
4

)1/2
,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
2. x3,

(
x2

1 + x2
2

)1/2

3. x2, x3 4. x2,
(
x2

4 + x2
3 − x2

0

)1/2

5. x0,
(
x2

3 + x2
4

)1/2
6. x0,

(
x2

1 + x2
2

)1/2

7.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
(
x2

3 + x2
4

)1/2
8. x0,

(
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4

)1/2
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Продолжение табл. 2

№ Инварианты ω1, ω2 № Инварианты ω1, ω2

9. x3, x4 10. x0, x4

11. x4,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
12. x0, x3

13.
(
x2

0 − x2
4

)1/2
,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
14. x3,

(
x2

4 + x2
2 + x2

1 − x2
0

)1/2

15.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
(
x2

4 + x2
3 − x2

0

)1/2
16. x1, x2

17. x3,
(
x2

0 − x2
4

)1/2
18. x4,

(
x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
0

)1/2

19. x4,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
20. x0,

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2

21. x0 + x4, x2
3 − 2x0(x0 + x4) 22. x0 + x4,

x2
1 + x2

2 + x2
3 − 2x0(x0 + x4)

23. x0 + x4, x2
1 + x2

2 − 2x0(x0 + x4) 24. arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 1
d

ln(x0 + x4),(
x2

1 + x2
2

)1/2

25. ln
(
x2

0 − x2
4

)− 26. ln
(
x2

0 − x2
4

)
+

−2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+ +2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

−

+2 arch
x0√
x2

0 − x2
4

,
(
x2

1 + x2
2

)1/2 −2 arch
x0√
x2

0 − x2
4

,
(
x2

1 + x2
2

)1/2

27. x0 + x4,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
28. x3, x0 − x4

29. x2, x0 + x4 30. x0 − x4,
(
x2

1 + x2
2

)1/2

31. x3, x0 + x4 32. x0 + x4,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2

33. x0 − x4,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2

1.3. Трехмерные инварианты. Приведем трехмерные инварианты расщепляю-
щихся подгрупп группы P (1, 4) в пространстве Минковского M(1, 4).

Таблица 3. Трехмерные инварианты

№ Инварианты ω1, ω2, ω3 № Инварианты ω1, ω2, ω3

1. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3 2. x1, x2, x3

3. x2, x3, x4 4. x0, x3, x4

5. x0,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
, x4 6.

(
x2

0 − x2
4

)1/2
,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3

7. x1, x2,
(
x2

3 + x2
4 − x2

0

)1/2
8.

(
x2

0 − x2
4

)1/2
, x2, x3

9. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
(
x2

3 + x2
4

)1/2
10. x0,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x4

11.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x4 12. x0 + x4, x2

3 − 2x0(x0 + x4), x2

13. x0 + x4, x2
1 + x2

2− 14. x0 + x4, x2
3 − 2x0(x0 + x4),

−2x0(x0 + x4), x3

(
x2

1 + x2
2

)1/2

15. ln
(
x2

0 − x2
4

)− 16. ln
(
x2

0 − x2
4

)
+

−2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+ +2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

−
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Продолжение табл. 3

№ Инварианты ω1, ω2, ω3 № Инварианты ω1, ω2, ω3

+2 arch
x0√
x2

0 − x2
4

, −2 arch
x0√
x2

0 − x2
4

,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3

17.
1
2

arcsin
x3√
x2

3 + x2
4

+ 18. arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

−

+
1
e

arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

, −1
d

ln(x0 + x4),
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
(
x2

3 + x2
4

)1/2 (
x2

3 + x2
4 − x2

0

)1/2

19. arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 20. x2, x3, x0 + x4

−1
e
arch

x0√
x2

0 − x2
4

,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
(
x2

0 − x2
4

)1/2

21. x2, x3, x0 − x4 22. x1, x2, x0 + x4

23. x0 + x4,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3 24. x0 − x4,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3

25. arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+
x3

ε(x0 + x4)
,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x0 + x4

1.4. Четырехмерные инварианты. Ниже выписаны четырехмерные инвариан-
ты расщепляющихся подгрупп группы P (1, 4) в пространстве МинковскогоM(1, 4).

Таблица 4. Четырехмерные инварианты

№ Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4 № Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4

1. x1, x2, x3, x4 2. x0, x2, x3, x4

3. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x4 4. x1, x2, x3,

(
x2

0 − x2
4

)1/2

5. x0 + x4, x2
3 − 2x0(x0 + x4), 6.

1
e

arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+

x1, x2 +
1
2

arcsin
x3√
x2

3 + x2
4

,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
(
x2

3 + x2
4

)1/2
, x0

7. arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 8. arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+

−1
e
arch

x0√
x2

0 − x2
4

,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, +

x3

ε(x0 + x4)
,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
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Продолжение табл. 4

№ Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4 № Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4(
x2

0 − x2
4

)1/2
, x3 x0 + x4, x2

3 − 2x0(x0 + x4)
9. x1, x2, x3, x0 + x4 10. x1, x2, x3, x0 − x4

§ 2. Частные решения нелинейного волнового уравнения
В данном параграфе рассматривается нелинейное волновое уравнение в пяти-

мерном пространстве

�u = F (u), (2.1)

где

� =
∂2

∂x2
0

− ∂2

∂x2
1

− ∂2

∂x2
2

− ∂2

∂x2
3

− ∂2

∂x2
4

,

u(x) = u(x0, x1, x2, x3, x4) — скалярная дважды дифференцируемая функция x,
F (u) — произвольная дифференцируемая функция зависимой переменной u. Груп-
пой инвариантности уравнения (2.1) является P (1, 4). Для нахождения точных
решений этого уравнения использована подгрупповая структура группы P (1, 4).
Здесь рассмотрены только расщепляющиеся подалгебры алгебры Ли группы P (1, 4),
использование которых редуцирует уравнение (2.1) к уравнениям с меньшим чи-
слом переменных.
2.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ). Рассмотрим ан-

зацы вида

u = ϕ(ω), (2.2)

где ω — одномерные инварианты соответствующих подгрупп группы P (1, 4). Под-
ставляя (2.2) в (2.1), получаем ОДУ вида:

d2ϕ

dω2
+
dϕ

dω
kω−1 = εF (ϕ), (2.3)

где k = 0, 1, 2, 3, 4, ε = ±1.
Пусть F (ϕ) = λϕn (n �= 1), тогда уравнение (2.3) имеет вид:

d2ϕ

dω2
+
dϕ

dω
kω−1 = ελϕn (n �= 1). (2.4)

В этом случае частное решение (2.4) ищем в виде

ϕ = dων . (2.5)

Подставляя (2.5) в (2.4), находим следующие выражения для d и ν:

d =
[
2[1 + k + n(1 − k)]

ελ(1 − n)2

]1/(n−1)

, ν =
2

1 − n
. (2.6)

Поэтому частные решения уравнения (2.1) с правой частью F (u) = λun (n �= 1)
выражаются формулами (2.2) и (2.5) с учетом (2.6). Переменные ω, k и ε выписаны
в таблице 5.
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Таблица № 5

№ Переменные ω k ε

1.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
1 −1

2.
(
x2

0 − x2
4

)1/2
1 1

3.
(
x2

3 + x2
4

)1/2
1 −1

4.
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
2 −1

5.
(
x2

4 + x2
3 − x2

0

)1/2
2 −1

6.
(
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4

)1/2
3 −1

7.
(
x2

3 + x2
2 + x2

1 − x2
0

)1/2
3 −1

8.
(
x2

4 + x2
2 + x2

1 − x2
0

)1/2
3 −1

9.
(
x2

4 + x2
3 + x2

2 + x2
1 − x2

0

)1/2
4 −1

Если k = 0, уравнение (2.3) интегрируется в квадратурах. В этом случае для
уравнения (2.4) получается такой результат:

ω + C0 =
∫

dϕ√
2ελϕn+1/(n+ 1) + C1

, (2.7)

где C0 и C1 — произвольные постоянные, ω — одна из следующих переменных x0,
x1, x2, x3, x4.
Для первой из них ε = 1, для остальных переменных ε = −1. Для переменных

ω1 = x0 + x4 и ω2 = x0 − x4 �ϕ(ω) ≡ 0.
2.2. Дифференциальные уравнения в двумерном пространстве. Рассмо-

трим анзацы вида

u(x) = ϕ(ω1, ω2), (2.8)

где ω1(x) и ω2(x) — инварианты подгрупп группы P (1, 4), выписанные в табл. 2.
Подставляя (2.8) в (2.1), получаем следующие двумерные дифференциальные урав-
нения с частными производными (ДУЧП) (ϕik = ∂2ϕ/∂ωiωk, i, k = 1, 2):

1) ϕ11 − ϕ22 + ϕ1ω
−1
1 − ϕ2ω

−1
2 = F (ϕ),

2) ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ),

3) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
4) ϕ11 + ϕ22 + 2ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

5) ϕ11 − ϕ22 − ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

6) ϕ11 − ϕ22 − ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

7) ϕ11 + ϕ22 + ϕ1ω
−1
1 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

8) ϕ11 − ϕ22 − 3ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

9) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
10) ϕ11 − ϕ22 = F (ϕ),
11) ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

12) ϕ11 − ϕ22 = F (ϕ),
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13) ϕ11 − ϕ22 + ϕ1ω
−1
1 − 2ϕ2ω

−1
2 = F (ϕ),

14) ϕ11 + ϕ22 + 3ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

15) ϕ11 + ϕ22 + ϕ1ω
−1
1 + 2ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

16) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
17) ϕ11 − ϕ22 − ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

18) ϕ11 + ϕ22 + 3ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ),

19) ϕ11 + ϕ22 + 2ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ),

20) ϕ11 − ϕ22 − 2ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

21) 4
(
ω2

1 − ω2

)
ϕ22 − 4ω1ϕ12 − 6ϕ2 = F (ϕ),

22) 4
(
ω2 − ω2

1

)
ϕ22 + 4ω1ϕ12 + 10ϕ2 = −F (ϕ),

23) 4
(
ω2 − ω2

1

)
ϕ22 + 4ω1ϕ12 + 8ϕ2 = −F (ϕ),

24) ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

25) 4e2ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

26) 4e2ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ).

Остальные двумерные инварианты редуцируют уравнение (2.1) к следующим
ОДУ

27) ϕ22 + ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ),

28) ϕ11 = −F (ϕ),
29) ϕ11 = −F (ϕ),
30) ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

31) ϕ11 = −F (ϕ),
32) ϕ22 + 2ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

33) ϕ22 + 2ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ).

2.3. Дифференциальные уравнения в трехмерном пространстве. Рассмо-
трим анзацы вида

u(x) = ϕ(ω1, ω2, ω3), (2.9)

где ω1(x), ω2(x), ω3(x) — инварианты подгрупп группы P (1, 4), выписанные в
табл. 3. Подставляя (2.9) в (2.1), получаем следующие трехмерные ДУЧП (ϕik =
∂2ϕ/∂ωiωk, i, k = 1, 2, 3):

1) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

2) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 = −F (ϕ),
3) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 = −F (ϕ),
4) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 = F (ϕ),

5) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − 2ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

6) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 + ϕ1ω
−1
1 − ϕ2ω

−1
2 = F (ϕ),

7) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + 2ϕ3ω
−1
3 = −F (ϕ),

8) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 + ϕ1ω
−1
1 = F (ϕ),

9) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − ϕ2ω
−1
2 − ϕ3ω

−1
3 = F (ϕ),
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10) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

11) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ1ω
−1
1 = −F (ϕ),

12) 4
(
ω2

1 − ω2

)
ϕ22 − ϕ33 − 4ω1ϕ12 − 6ϕ2 = F (ϕ),

13) 4
(
ω2 − ω2

1

)
ϕ22 + ϕ33 + 4ω1ϕ12 + 8ϕ2 = −F (ϕ),

14) 4
(
ω2

1 − ω2

)
ϕ22 − ϕ33 − ϕ3ω

−1
3 − 4ω1ϕ12 − 6ϕ2 = F (ϕ),

15) 4e2ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

16) 4e2ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

17)
(
e−2ω−2

2 +
1
4
ω−2

3

)
ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω

−1
2 + ϕ3ω

−1
3 = −F (ϕ),

18) ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω

−1
2 + 2ϕ3ω

−1
3 − 2d−1ϕ13ω

−1
3 = −F (ϕ),

19)
(
e−2ω−2

3 + ω−2
2

)
ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 − ϕ33 − ϕ3ω

−1
3 = −F (ϕ).

Остальные трехмерные инварианты редуцируют уравнение (2.1) к следующим
двумерным ДУЧП:

20) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
21) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
22) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
23) ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

24) ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ),

25)
(
ω−2

2 + ω−2
3

)
ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ).

2.4. Дифференциальное уравнение в четырехмерном пространстве. Рас-
смотрим анзацы вида:

u(x) = ϕ(ω1, ω2, ω3, ω4), (2.10)

где ω1(x), . . . , ω4(x)— инварианты подгрупп группы P (1, 4), выписанные в табл. 4.
Подставляя (2.10) в (2.1), получаем следующие четырехмерные ДУЧП (ϕik =
∂2ϕ/∂ωiωk, i, k = 1, 2, 3, 4):

1) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ44 = −F (ϕ),
2) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − ϕ44 = F (ϕ),
3) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − ϕ44 − ϕ2ω

−1
2 = F (ϕ),

4) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 − ϕ44 − ϕ4ω
−1
4 = −F (ϕ),

5) 4
(
ω2

1 − ω2

)
ϕ22 − ϕ33 − ϕ44 − 4ω1ϕ12 − 6ϕ2 = F (ϕ),

6)
(
e−2ω−2

2 +
1
4
ω−2

3

)
ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 − ϕ44 + ϕ2ω

−1
2 + ϕ3ω

−1
3 = −F (ϕ),

7)
(
e−2ω−2

3 + ω−2
2

)
ϕ11 + ϕ22 − ϕ33 + ϕ44 + ϕ2ω

−1
2 − ϕ3ω

−1
3 = −F (ϕ),

8)
(
ω−1

2 + ω−1
3

)
ϕ11 + ϕ22 + 4ω3ϕ34 + 4

(
ω4 − ω2

3

)
ϕ44 + ϕ2ω

−1
2 −

−2ϕ4 = −F (ϕ),

Остальные четырехмерные инварианты редуцируют уравнение (2.1) к следующим
трехмерным ДУЧП:

9) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 = −F (ϕ),
10) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 = −F (ϕ),
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§ 3. Некоторые точные решения релятивистского уравнения эйконала
Релятивистское уравнение эйконала или релятивистское уравнение Гамильто-

на

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
≡
(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= m2 (3.1)

является одним из основных в математической физике. Не уменьшая общности,
можно положить m = 1 и рассмотреть уравнение

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
≡
(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= 1. (3.2)

В работе [7] показано, что максимальной локальной группой инвариантности
уравнения (3.2) является конформная группа C(1, 4) в (4+1)-мерном пространстве
Пуанкаре–Минковского с метрикой

s2 = xαxα ≡ gαβxαxβ = x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3 − u2,

где α, β = 0, 1, . . . , 4; x4 = u; gαβ = gαβ = {1,−1,−1,−1,−1}δαβ , δαβ — символ
Кронекера.
Базисные элементы алгебры инвариантности имеют следующий вид [7]:

P0 =
∂

∂x0
, P1 = − ∂

∂x1
, P2 = − ∂

∂x2
, P3 = − ∂

∂x3
,

P4 = − ∂

∂u
, Mµν = −(xµPν − xνPµ).

(3.3)

Среди инвариантов, выписанных в § 1, рассмотрим только те, которые удовле-
творяют необходимым условиям существования инвариантных решений [13].
На основании одномерных инвариантов получены следующие решения уравне-

ния (3.2):

1) x2
0 − u2 = 0, 5) u = x0 − C,

2) x2
0 − x2

3 − u2 = 0, 6) x2
3 + u2 = 0,

3) x2
1 + x2

2 + x2
3 + u2 = 0, 7) x2

0 − x2
1 − x2

3 − u2 = 0,
4) u = C − x0, 8) u2 − x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0.

(3.4)

3.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Использование некото-
рых двумерных инвариантов редуцирует уравнение эйконала к ОДУ. Для этого
рассмотрим анзацы вида [2]

u = f(x)ϕ(ω) + g(x), (3.5)

где f(x) и g(x) — известные функции, ϕ(ω) — некоторая неизвестная функция,
подлежащая определению. Подставляя (3.5) в уравнение (3.2), получаем ОДУ для
функции ϕ(ω). Полученные результаты представлены таблицей 6.
Решения уравнений (1)–(4) (см. таблицу № 6) имеют вид:

1) ϕ(ω) = C,
2) ϕ(ω) = iεω1/2 + C, (ε = ±1),
3) ϕ(ω) = εω + C,
4) ϕ(ω) = iεω + C.

Подставляя найденные ϕ(ω) в (3.5), получаем точные решения уравнения эй-
конала.
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Таблица № 6

№ Инварианты ω, ω1 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x2
1 + x2

2 + x2
3, x0 + u 1 −x0

2. x2
1 + x2

2 + x2
3, x0 − u −1 x0

3. x2
1 + x2

2, u+ x0 1 −x0

4. x3, x0 + u 1 −x0 ϕ′(ω) = 0 (1)
5. x2, x0 + u 1 −x0

6. x3, x0 − u −1 x0

7. x2
1 + x2

2, x0 − u −1 x0

8. x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

0, u 1 0

9. x2
1 + x2

2 + x2
3, u 1 0 [ϕ′(ω)]2ω = −1

4
(2)

10. x− 12 + x2
2, u 1 0

11. x0, u 1 0 [ϕ′(ω)]2 = 1 (3)

12. x3, u 1 0 [ϕ′(ω)]2 = −1 (4)

Рассмотрим анзацы вида [2, 5]

F (u) = f(x)ϕ(ω) + g(x), (3.6)

где f(x) и g(x) — известные функции, ϕ(ω) — некоторая неизвестная функция,
подлежащая определению. В частности, если F (u) = u2, получаем следующие
результаты:

Таблица № 7

№ Инварианты ω, ω1 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x3, x2
0 − u2 −1 x2

0

2. x0, x2
3 + u2 1 −x2

3 (ϕ′)2 − 4ϕ = 0 (1)

3. x0, x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 1 −x2
1 − x2

2 − x2
3

4. x2
1 + x2

2, x
2
3 + u2 1 −x2

3

5. x2
1 + x2

2, u
2 + x2

3 − x2
0 1 −x2

3 + x2
0 (ϕ′)2ω + ϕ = 0 (2)

6. x3, u2 + x2
2 + x2

1 − x2
0 1 x2

0 − x2
1 − x2

2

7. x2, u2 + x2
3 − x2

0 1 x2
0 − x2

3 (ϕ′)2 + 4ϕ = 0 (3)

8. x2
1 + x2

2, x
2
0 − u2 −1 x2

0

9. x2
1 + x2

2 + x2
3, x

2
0 − u2 −1 x2

0 (ϕ′)2ω − ϕ = 0 (4)

Решения уравнений (1)–(4) имеют вид:

(1) ϕ(ω) = (ωε+ C)2,
(2) ϕ(ω) = (iεω1/2 + C)2,
(3) ϕ(ω) = (iεω + C)2,
(4) ϕ(ω) = (εω1/2 + C)2, (ε = ±1).
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Подставляя найденные ϕ(ω) в (3.6) получаем точные решения уравнения эйко-
нала.
Для инвариантов

ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω2 = arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

− 1
d

ln(x0 + u) (d > 0)

анзац имеет вид

u = exp

[
d

(
arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

− ϕ(ω1)

)]
− x0. (3.7)

Подставляя (3.7) в уравнение (3.2), получаем:

dϕ

dω1
=

iε

ω1
(ε = ±1).

Общее решение этого уравнения имеет вид

ϕ(ω1) = iε lnω1 − lnC1,

тогда

u =
C̃1

(x2
1 + x2

2)
1/2εid

exp

{
d arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

}
− x0.

Для инвариантов

(1) ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω2 = ln
(
x2

0 − u2
)− 2e arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

+ 2 arch
x0√
x2

0 − u2
,

(2) ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω2 = ln
(
x2

0 − u2
)

+ 2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 2 arch
x0√
x2

0 − u2
(e > 0)

решения уравнения эйконала ищем на основании следующих соотношений:

(1) ln
(
x2

0 − u2
)− 2e arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

+ 2 arch
x0√
x2

0 − u2
= ϕ(ω1),

(2) ln
(
x2

0 − u2
)

+ 2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 2 arch
x0√
x2

0 − u2
= ϕ(ω1).

Тогда в обоих случаях получается уравнение(
dϕ

dω1

)2

+
4e2

ω2
1

= 0,

общее решение которого задается формулой

ϕ(ω1) = C lnω2ieε
1 .
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Решения уравнения эйконала задаются неявно в виде формул

(1) ln
x2

0 − u2

C (x2
1 + x2

2)
ieε

− 2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+ 2 arch
x0√
x2

0 − u2
= 0,

(2) ln
x2

0 − u2

C (x2
1 + x2

2)
ieε

+ 2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 2 arch
x0√
x2

0 − u2
= 0.

Для инвариантов

ω1 = x0 + u, ω2 = x2
1 + x2

2 − 2x0(x0 + u),
ω1 = x0 + u, ω2 = x2

3 − 2x0(x0 + u),
ω1 = x0 + u, ω2 = x2

1 + x2
2 + x2

3 − 2x0(x0 + u)
(3.8)

рассмотрим анзацы вида

ω2 = ψ(ω1). (3.9)

С учетом (3.9) уравнение эйконала редуцируется к следующему ОДУ:

ω1ψ1 + ω2
1 − ψ(ω1) = 0. (3.10)

Общее решение уравнения (3.10) имеет вид

ψ = (−ω1 + C1)ω1.

На основании (3.9) получаются решения уравнения эйконала в неявном виде

ω2 = (−ω1 + C1)ω1, (3.11)

где ω1, ω2 даются соотношениями (3.8).
Другие анзацы для рассмотренных ω1 и ω2 могут быть получены из соотноше-

ния

F (ω1, ω2) = 0.

3.2. Уравнения в двумерном пространстве. Использование некоторых тре-
хмерных инвариантов редуцирует уравнение эйконала к двумерным ДУЧП. С этой
целью рассмотрим анзацы вида:

u = f(x)ϕ(ω1, ω2) + g(x). (3.12)

Подставляя (3.12) в уравнение (3.2), получаем двумерные ДУЧП для функции
ϕ(ω1, ω2). Полученные результаты подытожены в таблице 8.
Рассмотрим анзацы вида

F (u) = f(x)ϕ(ω1, ω2) + g(x), (3.13)

где f(x) и g(x) — известные функции, ϕ(ω1, ω2) — неизвестная функция, подлежа-
щая определению. В частности, если F (u) = u2, получаем следующие результаты
(таблица 9).



128 В.И. Фущич, В.М. Федорчук, И.М. Федорчук

Таблица № 8

№ Инварианты ω, ω1, ω3 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x2, x3, x0 + u 1 −x0

2. x2, x3, x0 − u −1 x0

3. x1, x2, x0 + u 1 −x0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 = 0

4.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x0 + u 1 −x0

5.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x0 − u −1

6. x2, x3, u 1 0

7.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, u 1 0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 = −1

8. x0, x3, u 1 0

9. x0,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
, u 1 0 (ϕ1)2 − (ϕ2)2 = 1

10. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, u 1 0

Таблица № 9

№ Инварианты ω, ω1, ω3 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x2

0 − u2 −1 x2
0

2. x2, x3, x2
0 − u2 −1 x2

0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 − 4ϕ = 0

3. x1, x2, x2
3 + u2 − x2

0 1 x2
0 − x2

3 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + 4ϕ = 0

4. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x2

3 + u2 1 −x2
3 (ϕ1)2 − (ϕ2)2 − 4ϕ = 0

Для инвариантов

ω1 = x0 + u, ω2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω3 = x3 − 2x0(x0 + u),

ω1 = x0 + u, ω2 = x2, ω3 = x2
3 − 2x0(x0 + u),

ω1 = x0 + u, ω2 = x3, ω3 = x2
1 + x2

2 − 2x0(x0 + u)

(3.14)

рассмотрим анзацы вида

ω3 = ψ(ω1, ω2). (3.15)

На основании (3.15) уравнение эйконала редуцируется к следующему двумер-
ному ДУЧП:

4ω1ψ1 − (ψ2)2 + 4
(
ω2

1 − ψ(ω1, ω2)
)

= 0.

Рассмотрим трехмерные инварианты

ω1 = x3, ω2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω3 = ln
(
x2

0 − u2
)− 2e arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

+ 2 arch
x0√
x2

0 − u2
(e > 0)

(3.16)
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и

ω1 = x3, ω2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω3 = ln
(
x2

0 − u2
)

+ 2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 2 arch
x0√
x2

0 − u2
(e > 0).

Анзац (3.15) дает возможность редуцировать уравнение эйконала к следующе-
му ДУЧП:

(ψ1)2 + (ψ2)2 + 4e2ω−2
2 = 0.

Трехмерные инварианты

(1) ω1 = x0 + u, ω2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω3 = arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+
x3

ε(x0 + u)
(ε = ±1),

(2) ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω2 =

(
x2

0 − u2
)1/2

,

ω3 = arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 1
e
arch

x0√
x2

0 − u2
(e > 0),

(3) ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω2 =

(
u2 + x2

3 − x2
0

)1/2
,

ω3 = arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 1
d

ln(x0 + u) (d > 0),

(4) ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω2 =

(
x2

3 + u2
)1/2

,

ω3 =
1
2

arcsin
x3√
x2

3 + u2
+

1
e

arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

(e > 0)

(3.17)

с анзацем (3.15) дают возможность редуцировать уравнение эйконала к следую-
щим ДУЧП:

(1) (ψ2)2 + ω−2
2 + ω2

1 = 0,
(2) (ψ1)2 − (ψ2)2 + ω−2

1 + e−2ω−2
2 = 0,

(3) (ψ1)2 + (ψ2)2 + ω−2
1 + 2d−1ω−1

2 ψ2 = 0,

(4) (ψ1)2 + (ψ2)2 + e−2ω−2
1 +

1
4
ω−2

2 = 0.

Другие неявные анзацы для инвариантов (3.14), (3.16) и (3.17) могут быть полу-
чены из соотношения F (ω1, ω2, ω3) = 0.
3.3. Уравнения в трехмерном пространстве. Использование некоторых че-

тырехмерных инвариантов редуцирует уравнение эйконала к трехмерным ДУЧП.
С этой целью рассмотрим анзацы вида:

u = f(x)ϕ(ω1, ω2, ω3) + g(x). (3.18)

Подставляя (3.18) в уравнение (3.2), получаем трехмерные ДУЧП для функции
ϕ(ω1, ω2, ω3). Полученные результаты приведены в таблице 10.
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Таблица № 10

№ Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x1, x2, x3, x0 + u 1 −x0

2. x1, x2, x3, x0 − u −1 x0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + (ϕ3)2 = 0

3. x0, x2, x3, u 1 0

4. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, u 1 0 (ϕ1)2 − (ϕ2)2 − ϕ3)2 = 1

5. x1, x2, x3, u 1 0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + (ϕ3)2 = −1

Для инвариантов ω1 = x1, ω2 = x2, ω3 = x3, ω4 = x2
0 − u2 анзац имеет вид:

u2 = x2
0 − ϕ(ω1, ω2, ω3).

В этом случае вместо уравнения эйконала получаем следующее:

(ϕ1)2 + (ϕ2)2 + (ϕ3)2 − 4ϕ = 0.

Четырехмерные инварианты

(1) ω1 = x1, ω2 = x2, ω3 = x0 + u,

ω4 = x2
3 − 2x0(x0 + u),

(2) ω1 = x0 + u, ω2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω3 = x2

3 − 2x0(x0 + u),

ω4 = arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+
x3

ε(x0 + u)
,

(3) ω1 = x3, ω2 =
(
x2

0 − u2
)1/2

, ω3 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω4 = arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 1
e
arch

x0√
x2

0 − u2
, (e > 0),

(4) ω1 = x0, ω2 =
(
x2

3 + u2
)1/2

, ω3 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω4 =
1
2

arcsin
x3√
x2

3 + u2
+

1
e

arcsin
x2√
x2

1 + u2
, (e �= 0),

с анзацами вида ω4 = ψ(ω1, ω2, ω3) редуцируют уравнение эйконала к следующим
ДУЧП:

(1) (ψ1)2 + (ψ2)2 − ω3ψ3 − 4ω2
3 + 4ψ(ω1, ω2, ω3) = 0,

(2) (ψ2)2 + 4
(
ω3 − ω2

2

)
(ψ3)2 + 4ω1ψ1ψ3 + ω−2

1 + ω−2
2 = 0,

(3) (ψ1)2 − (ψ2)2 + (ψ3)2 + e−2ω−2
2 + ω−2

3 = 0,

(4) (ψ1)2 − (ψ2)2 − (ψ3)2 − 1
4
ω−2

2 − e2ω−2
3 = 0.

На основании инвариантов (1)–(4) более общие анзацы имеют вид:

F (ω1, ω2, ω3, ω4) = 0.
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§ 4. О точных решениях уравнения эйконала с нулевой массой
Рассмотрим уравнение

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
≡
(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= 0. (4.1)

В работе [5] доказано, что уравнение (4.1) инвариантно относительно бесконе-
чнопараметрической группы Ли. Инфинитезимальный оператор этой группы имеет
вид:

X = ξµ(x, u)
∂

∂xµ
+ η(x, u)

∂

∂u
, µ = 0, 1, 2, 3, η = η(u),

ξµ = −bµ(u)xνx
ν + 2xµbν(u)xν + cµν(u)xν + dµ(u).

(4.2)

В этом параграфе приводим некоторые точные решения уравнения (4.1), полу-
ченные на основании некоторых инвариантов расщепляющихся подгрупп группы
P (1, 4).
4.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Использование некото-

рых двумерных инвариантов дает возможность редуцировать уравнение (4.1) к
ОДУ. С этой целью рассмотрим анзацы вида (3.5)

u = f(x)ϕ(ω) + g(x).

Подставляя (3.5) в (4.1), приходим к ОДУ для функции ϕ(ω). Полученные резуль-
таты приведены в таблице 11.

Таблица № 11

№ Инварианты ω, ω1 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

0, u 1 0

2. x2
1 + x2

2 + x2
3, u, 1 0

3. x0, u 1 0 ϕ′(ω) = 0 (1)

4. x2
1 + x2

2, u 1 0

5. x3, u 1 0

6. x2
1 + x2

2 + x2
3, x0 + u 1 −x0

7. x2
1 + x2

2 + x2
3, x0 − u −1 x0

8. x2
1 + x2

2, x0 + u 1 −x0 (ϕ′)2ω =
1
4

(2)

9. x2
1 + x2

2, x0 − u −1 x0

10. x3, x0 + u 1 −x0

11. x2, x0 + u 1 −x0 (ϕ′)2 = 1 (3)

12. x3, x0 − u −1 x0

Решения уравнений (1)–(3) (см. таблицу 11) имеют вид:

(1) ϕ(ω) = const,

(2) ϕ(ω) = εω1/2 + C,

(3) ϕ(ω) = εω + C, (ε = ±1).
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Учитывая найденные ϕ(ω) и вид анзаца, получаем точные решения уравнения
(4.1).
4.2. Уравнения в двумерном пространстве. Использование некоторых тре-

хмерных инвариантов редуцирует уравнение (4.1) к двумерным ДУЧП. Для этого
рассмотрим анзацы (3.12)

u = f(x)ϕ(ω1, ω2) + g(x).

Подставляя (3.12) в уравнение (4.1), получаем двумерные ДУЧП для функции
ϕ(ω1, ω2). Результаты сведены в таблицу 12.

Таблица № 12

№ Инварианты ω1, ω2, ω3 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x2, x3, x0 + u 1 −x0

2. x2, x3, x0 − u −1 x0

3. x1, x2, x0 + u 1 −x0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 = 1

4.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x0 + u 1 −x0

5.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x0 − u −1 x0

6. x2, x3, u 1 0

7.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, u 1 0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 = 0

8. x0, x3, u 1 0

9. x0,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
, u 1 0 (ϕ1)2 − (ϕ2)2 = 0

10. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, u 1 0

4.3. Уравнения в трехмерном пространстве. Редуцируем уравнение (4.1) к
трехмерным ДУЧП. С этой целью воспользуемся подстановкой

u = f(x)ϕ(ω1, ω2, ω3) + g(x),

которая приводит уравнение (4.1) к трехмерным ДУЧП для функции ϕ(ω1, ω2, ω3).
Результаты приведены в таблице 13.

Таблица № 13

№ Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x1, x2, x3, x0 + u 1 −x0

2. x1, x2, x3, x0 − u −1 x0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + (ϕ3)2 = 1

3. x0, x2, x3, u 1 0

4. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, u 1 0 (ϕ1)2 − (ϕ2)2 − (ϕ3)2 = 0

5 x1, x2, x3, u 1 0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + (ϕ3)2 = 0
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Воспользовавшись формулами размножения решений [5, 7] волнового уравне-
ния (2.1) и уравнения эйконала (3.2), по найденным нами частным решениям стро-
ятся многопараметрические семейства решений. Так, например, если u1 — частное
решение конформно-инвариантного уравнения

�u+ λuk = 0, k =
n+ 2
n− 2

=
7
3
, для n = 5, (4.3)

где n — размерность пространства, то новые решения u2 строятся по формуле:

u2 = σ
2 − n

n
u1(x0 → x′0, x1 → x′1, x2 → x′2, x3 → x′3, x4 → x′4),

x′µ = σ−1(xµ + cµxαx
α), σ = 1 − 2cνxν + cαc

αxνx
ν ,

(4.4)

cµ — произвольные параметры, задающие конформные преобразования. Формула
(4.4) задает не одно, а целое семейство частных решений нелинейного уравнения
(4.3).
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