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Инварианты подгрупп обобщенной группы
Пуанкаре P (1, n)
Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

В работе найдены в явном виде полные системы инвариантов одномерных подал-
гебр алгебры Ли AP (1, n) группы P (1, n). Получен ряд утверждений, позволяющий
дать конструктивное описание полных систем инвариантов всех абелевых подал-
гебр алгебры AP (1, n) разрешимых подалгебр алгебры AO(1, n). Проблема описа-
ния инвариантов произвольных неоднородных подалгебр алгебры AP (1, n) сведена
к аналогичной проблеме для подалгебр, имеющих более простую структуру.

Введение
Обобщенная группа Пуанкаре P (1, n) — это мультипликативная группа та-

ких неоднородных преобразований xµ → aν
µxν + bµ пространства Минковского

M(1, n) = {(x0, x1, . . . , xn) | xi ∈ R}, для которых соответствующие однородные
преобразования xµ → aν

µxν сохраняют его метрику x2
0−x2

1−· · ·−x2
n. В данной рабо-

те найдены в явном виде инварианты некоторых классов подгрупп группы P (1, n).
Поскольку вместо группы Ли G ⊂ P (1, n) можно рассматривать соответствующую
ей алгебру Ли AG, а алгебру AG можно задать как алгебру дифференциальных
операторов первого порядка, то исследуемая задача сводится к нахождению ре-
шений определенных систем линейных однородных дифференциальных уравнений
в частных производных. Множество {f1, . . . , fs} функционально независимых ре-
шений такой системы, обладающее тем свойством, что любое ее решение имеет
вид Ψ(f1, . . . , fs), будем называть полной системой инвариантов данной алгебры
Ли (сокращенно ПСИ), а инварианты f1, . . . , fs — основными. Из теории систем
дифференциальных уравнений в частных производных [1] хорошо известно, что
если r — ранг системы уравнений, соответствующей алгебре L ⊂ AP (1, n), то
s = n+ 1 − r. Число s назовем коразмерностью алгебры L и обозначим codim L.
ПСИ подалгебр алгебры AP (1, n) используются для нахождения точных реше-

ний уравнений, инвариантных относительно P (1, n). Таким уравнением является,
например, уравнение

Φ
(
�u, (∇u)2, u) = 0, (1)

где

�u = ux0x0 − ux1x1 − · · · − uxnxn
, (∇u)2 = (ux0)

2 − (ux1)
2 − · · · − (uxn

)2,

а Φ — достаточно гладкая функция. Отметим, что частными случаями уравнения
(1) суть нелинейные уравнения Даламбера �u = F

(
u, (∇u)2), �u = sinu и Га-

мильтона (∇u)2+V (u) = E. Широкие классы точных решений нелинейных диффе-
ренциальных уравнений эффективно находятся при помощи предложенного в [2]
анзаца u(x) = f(x)ϕ(ω) + g(x), где x = (x0, x1, . . . , xn), ω(x) = {ω1(x), . . . , ωn(x)}
— функционально независимые инварианты одномерной подалгебры алгебры сим-
метрии данного уравнения (см. [3–7]). Если ω1(x), . . . , ωk(x) — полная система
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инвариантов алгебры L ⊂ AP (1, n), то анзац u(x) = ϕ(ω1(x), . . . , ωk(x)) редуци-
рует уравнение (1) к уравнению от k переменных ω1, . . . , ωk [8].
Инварианты подгрупп расширенных групп Евклида, Галилея для трехмерных

пространств найдены в [9] , а инварианты подгрупп группы P (1, 3) — в [8].
В первом параграфе нашей работы находятся в явном виде ПСИ тех абелевых

подалгебр алгебры AP (1, n) (n ≥ 2), из которых путем использования подпрямых
сумм можно построить любую абелеву подалгебру алгебры AP (1, n). Доказанные
предложения конструктивно описывают ПСИ всех абелевых подалгебр алгебры
AP (1, n) и позволяют явно перечислить основные инварианты для каждой одно-
мерной подалгебры алгебры AP (1, n).
Во втором параграфе описываются ПСИ разрешимых подалгебр алгебры

AP (1, n). Выписаны в явном виде ПСИ разрешимых подалгебр алгебр AO(1, 5)
и AO(1, 6).
Третий параграф работы посвящен редукционным теоремам, сводящим пробле-

му нахождения ПСИ подалгебр алгебры AP (1, n) к этой же проблеме для более
простых алгебр. Из доказанных нами теорем вытекает основной результат работы
[8] о подалгебрах коразмерности 1 алгебры AP (1, n).

§ 1. Абелевы подалгебры и их инварианты
Алгебра Пуанкаре AP (1, n) определяется такими коммутационными соотноше-

ниями:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ − gαγJβδ − gβδJαγ ,

[Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ , Jβα = −Jαβ , [Pα, Pβ ] = 0,

где g00 = −g11 = · · · = −gnn = 1, gαβ = 0 при α �= β (α, β, γ, δ = 0, 1, . . . , n).
Алгебра AP (1, n) изоморфна алгебре дифференциальных операторов, действу-

ющих в пространстве скалярных функций u(x), где x ∈M(1, n):

Joa = x0∂a + xa∂0, Jab = xb∂a − xa∂b, Pµ = ∂µ

(∂µ = ∂/∂xµ; a, b = 1, . . . , n; µ = 0, 1, . . . , n).

Пусть π — проектирование AP (1, n) на AO(1, n), F̂ — подалгебра AP (1, n).
Если π(F̂ ) не имеет в пространстве M(1, n) инвариантных изотропных подпро-
странств, то структура алгебры F̂ аналогична структуре подалгебр евклидовой ал-
гебры [10]. Описание таких алгебр в определенном смысле сводится к описанию
неприводимых подалгебр алгебр AO(1, k) и AO(k) (k = 2, 3, . . . , n). Остальные
случаи сводятся к случаям подалгебр алгебры AG̃(n−1)+⊃ 〈J0n〉, где AG̃(n−1) —
расширенная алгебра Галилея с базисом M = P0 + Pn; Ga = J0a − Jan (a =
1, . . . , n− 1); P0, P1, . . . , Pn−1; Jab (a, b = 1, . . . , n− 1). Отметим, что

[Ga, J0n] = Ga, [M,J0n] = M, [P0 − Pn, J0n] = −(P0 − Pn), [P0, Ga] = Pa,

[Pa, Ga] = M, [Ga, Jbc] = gabGc − gacGb, Ga = (x0 − xn)∂a + xa(∂0 + ∂n).

В дальнейшем будем использовать такие обозначения:

AO(s ↑ t) = 〈Jab | a, b = s, s+ 1, . . . , t〉;
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〈X1, . . . , Xs〉 — алгебра Ли или векторное пространство над полем вещественных
чисел R с образующими X1, . . . , Xs;

V (k, l) = 〈Gk, . . . , Gl〉, (k ≤ l), V (k) = V (k, k);
W (α, β) = 〈Pα, . . . , Pβ〉 (α ≤ β), W (α) = W (α, α);
∆(r, t) = ∆0(r, t) + 〈M〉 = 〈Gr + αrPr, . . . , Gt + αtPt,M〉,

где r ≤ t, αr ≤ · · · ≤ αt, αr = 0 и αt = 1 при αt �= 0; AH(0) = O, AH(2d) =
〈J12, . . . , J2d−1,2d〉 — подалгебра Картана алгебры AO(2d);

M(r, t) = M(r, t)+⊃ 〈P0〉 = 〈M,Pr, . . . , Pt, Gr, . . . , Gt〉+⊃ 〈P0〉.
Через π1, π2 обозначим проектирования алгебры AG̃(n−1)+⊃ 〈J0n〉 соответственно
на V (1, n − 1), W (0, n). Мы будем такие использовать проектирования алгебры
AG̃(n− 1)+⊃ 〈J0n〉 на 〈P0〉, 〈M〉, 〈J0n〉.
В [10] доказано, что максимальные абелевы подалгебры алгебры AO(1, n) ис-

черпываются относительно O(1, n)-сопряженности такими алгебрами:

n = 2k + 1,
AH(n− 1) ⊕ 〈J0n〉, V (1, n− 1),
AH(2d) ⊕ V (2d+ 1, n− 1) (d = 1, . . . , (n− 3)/2);

n = 2k,
AH(n), AH(n− 2) ⊕ 〈J0n〉, V (1, n− 1),
AH(2d) ⊕ V (2d+ 1, n− 1) (d = 1, . . . , (n− 2)/2).

Теорема 1.1. Пусть 0 ≤ m ≤ [n − 1/2], L — ненулевая абелева подалгебра
алгебры AG̃(n − 1)+⊃ 〈J0n〉. Если проекция L на 〈J0n〉 отлична от нуля, то L
P (1, n)-сопряжена подпрямой сумме алгебр L1, L2, 〈J0n〉, где L1 ⊂ AH(2m),
L2 = 0 или L2 = W (2m + 1, 2m + s). Если проекция L на 〈J0n〉 и на 〈P0〉 равна
0, то L сопряжена подпрямой сумме алгебр L1, L2, L3, L4, где L1 ⊂ AH(2n),
L2 = 0 или L2 = ∆0(2m + 1, 2m + s), L3 = 0 или L3 = W (2m + s + 1, l), L4 = 0
или L4 = 〈M〉. Если проекция L на 〈J0n〉 равна 0, а проекция L на 〈P0〉 отлична
от нуля, то L сопряжена подпрямой сумме алгебр L1, L2, L3, L4, где L1 ⊂
AH(2m), L2 = 〈P0 + αG2m+1〉 (α ∈ {0, 1}), L3 = 0 или L3 = W (s̄, t), L4 = 0 или
L4 = 〈M〉 (s̄ = 2m+ 1 при α = 0; s̄ = 2m+ 2 при α = 1).
Доказательство. Пусть Xi = Gi + β2m+1,iP2m+1 + · · · + β2m+s,iP2m+s (i = 2m +
1, . . . , 2m + s), L = 〈X2m+1, . . . , X2m+s〉. Очeвиднo, [Xi,Xj ] = (βji − βij)M . Если
L — абелева алгебра, то βij = βji. Отсюда вытекает, что B = (βij) (i, j =
2m + 1, . . . , 2m + s) — симметрическая матрица. Поэтому существует такая ма-
трица U ∈ O(s), что UBU−1 = diag [λ1, . . . , λs]. Отсюда следует, что с точностью
до P (1, n)-сопряженности можно предполагать, что X2m+j = G2m+j + λjP2m+j

(j = 1, . . . , s). O(n−1)-автоморфизмы позволяют изменять нумерацию генераторов
G2m+1, . . . , G2m+s. Поэтому можно считать, что λ1 ≤ · · · ≤ λs. Применяя авто-
морфизм exp(−λ1P0), получаем генераторы G2m+j + µjP2m+j (j = 1, . . . , s), где
µ1 = 0, 0 ≤ µ2 · · · ≤ µs. Если µs > 0, то µs = exp θ. Очевидно,

exp(−θJ0n)(G2m+j + µjP2m+j) exp(θJ0n) =
= eθG2m+j + µjP2m+j = eθ(G2m+j + µje

−θP2m+j).

Поэтому при µs > 0 можно предполагать, что µs = 1.
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Остальные утверждения теоремы вытекают из предложения 1.1 [10] о расще-
пляемости расширений вполне приводимой алгебры Ли линейных преобразований
и теоремы Витта о подпространствах пространства M(1, n). Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть αr ≤ αr+1 ≤ · · · ≤ αt, αr = 0 и αt = 1 при αt �= 1. Макси-
мальные абелевы подалгебры алгебры AP (1, n) исчерпываются относительно
P (1, n)-сопряженности такими алгебрами:

W (0, n); ∆(1, n− 1); ∆(1, s) ⊕W (s+ 1, n− 1) (s = 1, . . . , n− 2);
〈G1 + P0,M〉 ⊕W (2, n− 1); W (1, n− 1) ⊕ 〈J0n〉;
AH(n− 2) ⊕ 〈Gn−1 + P0,M〉 (n ≡ 0 (mod 2));
AH(n− 1) ⊕ 〈J0n〉 (n ≡ 1 (mod 2));
〈P0〉 ⊕AH(n) (n ≡ 0 (mod 2));
〈P0〉 ⊕AH(2d) ⊕W (2d+ 1, n) (d = 1, . . . , [n− 1/2]);
AH(2d) ⊕W (2d+ 1, n− 1) ⊕ 〈J0n〉 (d = 1, . . . , [n− 2/2]);
AH(2d) ⊕ ∆(2d+ 1, n− 1) (d = 1, . . . , [n− 2/2]);
AH(2d) ⊕ ∆(2d+ 1, s) ⊕W (s+ 1, n− 1) (d = 1, . . . , [n− 3/2]);
AH(2d) ⊕ 〈G2d+1 + P0,M〉 ⊕W (2d+ 2, n− 1) (d = 1, . . . , [n− 3/2]).
Записанные алгебры попарно не сопряжены.

Следствие 2. Пусть n ≥ 3; α, β > 0; r = 2, . . . , [n− 2/2] при n ≥ 6; s = 2, . . . , [n−
1/2] при n ≥ 5; t = 2, . . . , [n/2] при n ≥ 4; Xt = J12 +α1J34 + · · ·+αt−1J2t−1,2t, где
0 < α1 ≤ · · · ≤ αt−1 ≤ 1. С точностью до P (1, n)-сопряженности одномерные
подалгебры AP (1, n) исчерпываются такими алгебрами:

L1 = 〈J12〉; Lt
2 = 〈Xt〉; L3 = 〈J12 + αP0〉; Lt

4 = 〈Xt + αP0〉; L5 = 〈J12 +M〉;
Ls

6 = 〈Xs +M〉; L7 = 〈J12 + αJ0n〉; Ls
8 = 〈Xs + αJ0n〉; L9 = 〈J12 + αP3〉;

Ls
10 = 〈Xs + αP2s+1〉; L11 = 〈J12 + αP3 + βJ0n〉 (n ≥ 4);

Lr
12 = 〈Xr + αP2r+1 + βJ0n〉; L13 = 〈J12 +G3〉 (n ≥ 4); L14 = 〈Xr +G2r+1〉;

L15 = 〈J12 +G3 + αP4〉 (n ≥ 5); Lr
16 = 〈Xr +G2r+1 + βP2r+2〉 (r = [n− 3/2]);

L17 = 〈P0〉; L18 = 〈M〉; L19 = 〈P1〉; L20 = 〈G1〉; L21 = 〈G1 + P2〉; L22 = 〈J0n〉;
L23 = 〈J0n + αP1〉; L24 = 〈G1 + P0〉; L25 = 〈J12 + α(G3 + P0)〉 (n ≥ 4);
Rr

26 = 〈Xr + α(G2r+1 + P0)〉.
Описание ПСИ абелевых подалгебр алгебры AP (1, n) содержится в доказыва-

емых ниже предложениях.
Пусть

µ(x; k1, . . . , ks) =

(
s∑

i=1

gkiki
x2

ki

)1/2

, h(x; k1, . . . , ks) =

(
s∑

i=1

x2
ki

)1/2

,

ϕ(k, x) =
(
x2

2k−1 + x2
2k

)1/2
, ψ(k, x) = arcsin

x2k(
x2

2k−1 + x2
2k

)1/2
.

Предложение 1.1. Пусть Xa = J2a−1,2a +
m∑

j=r+1

αajJ2j−1,2j ; (a = 1, . . . , r; m ≤
[n/2]). ПСИ алгебры L = 〈X1, . . . , Xr〉 составляют функции:

ϕ(d, x) (d = 1, . . . ,m), x0, x2m+1, . . . , xn,
r∑

b=1

αbqψ(b, x) − ψ(q, x) (q = r + 1, . . . ,m).
(1.1)
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Доказательство. Hепосредственными вычислениями получаем, что

J2d−1,2d(ϕ(b, x)) = 0, J2d−1,2d(ψ(c, x)) = 0 при c �= d, J2d−1,2d(ψ(d, x)) = −1.

Значит, функции (1.1) суть инвариантны алгебры L. Очевидно, codim L = n+1−r.
Число функций (1.1) также равно n+1−r. Остается доказать их функциональную
независимость.
Пусть Γ(k) — функциональная матрица, соответствующая

ϕ(t, x) (t = 1, . . . , k),
r∑

b=1

αblψ(b, x) − ψ(l, x) (l = r + 1, . . . , k).

Легко видеть, что с точностью до нумерации строк и столбцов

Γ(k + 1) =




Γ(k) 0 0

0
x2k+1(

x2
2k+1 + x2

2k+2

)1/2

x2k+2(
x2

2k+1 + x2
2k+2

)1/2

*
x2k+2

x2
2k+1 + x2

2k+2

− x2k+1

x2
2k+1 + x2

2k+2


 .

Так как∣∣∣∣ x2k+1 x2k+2

−x2k+2 x2k+1

∣∣∣∣ = x2
2k+1 + x2

2k+2,

то ранг Γ(k + 1) = ранг Γ(k) + 2. Очевидно, ранг Γ(r + 1) = r + 2. Следовательно,
ранг Γ(m) = 2m− r. Предложение доказано.

Предложение 1.2. ПСИ алгебры

L = 〈G1, G2 + α2P2, . . . , Gt + αtPt〉
составляют функции

x0 − xn, xt+1, . . . , xn−1, −x2
0 + x2

1 +
t∑

i=2

x0 − xn

x0 − xn + αi
x2

i + x2
n. (1.2)

Доказательство. Очевидно, Ga(x0−xn) = 0, (Ga+αaPa)
(
x2

n − x2
0

)
= 2xa(xn−x0).

Отсюда вытекает, что функция (1.2) суть инварианты алгебры L. Очевидно, эти
инварианты являются функционально независимыми. Остается установить, что их
число совпадает с codim L. Составляем матрицу Γ из функций при ∂0, ∂1, . . . , ∂t, ∂n

в генераторах алгебры L:


x1 x0 − xn 0 · · · 0 x1

x2 0 x0 − xn + α2 · · · 0 x2

· · · · · · · ·
xt 0 · · · · x0 − xn + αt xt


 .

Обведенный минор порядка t равен

(x0 − xn)(x0 − xn + α2) · · · (x0 − xn + αt).

Значит, ранг Γ = t, а потому codim L = n+ 1 − t. Предложение доказано.
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Предложение 1.3. Пусть

Xi = Gi + αiPi +
s∑

j=m+1

βijPj (i = 1, . . . ,m),

L = 〈X1, . . . , Xm〉. ПСИ алгебры L составляют функции

x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1, −x2
0 +

m∑
i=1

x0 − xn

x0 − xn + αi
x2

i + x2
n,

m∑
i=1

βijxi

x0 − xn + αi
− xj (j = m+ 1, . . . , s).

Предложение 1.4. Пусть

Xa = J2a−1,2a +
s∑

j=2r+1

αaj(Gj + αjPj) (a = 1, . . . , r).

ПСИ алгебры 〈X1, . . . , Xr〉 составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1,

r∑
a=1

αaq(x0 − xn + αq)ψ(a, x) + xq (q = 2r + 1, . . . , s),

−x2
0 +

s∑
q=2r+1

x0 − xn

x0 − xn + αq
x2

q + x2
n.

Предложение 1.5. Пусть

Xa = J2a−1,2a +
t∑

j=2r+s+1

αajPj (a = 1, . . . , r),

Yb−2r = Gb + γbPb +
t∑

j=2r+s+1

δbjPj (b = 2r + 1, . . . , 2r + s).

ПСИ алгебры 〈X1, . . . , Xr, Y1, . . . , Ys〉 составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r); x0 − xn, xt+1, . . . , xn−1;

−x2
0 +

2r+s∑
b=2r+1

x0 − xn

x0 − xn + γb
+ x2

n;

r∑
a=1

αajψ(a, x) −
2r+s∑

b=2r+1

δbj
xb

x0 − xn + γb
+ xj (j = 2r + s+ 1, . . . , t).

Предложение 1.6. Пусть

Xa = J2a−1,2a + αaJ0n +
s∑

j=2r+1

βajPj (a = 1, . . . , r).
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ПСИ алгебры 〈X1, . . . , Xr〉 составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r); µ(x; 0, n); xs+1, . . . , xn−1;
r∑

a=1

αaψ(a, x) − ln(x0 − xn); xj +
r∑

a=1

βajψ(a, x) (j = 2r + 1, . . . , s).

Предложение 1.7. Пусть

Xa = J2a−1,2a +
s∑

j=2r+1

αajPj (a = 1, . . . , r), X = J0n +
s∑

j=2r+1

βjPj .

ПСИ алгебры 〈X1, . . . , Xr,X〉 составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), µ(x; 0, n), xs+1, . . . , xn−1,

r∑
a=1

αajψ(a, x) + βj ln(x0 − xn) + xj (j = 2r + 1, . . . , s).

Предложение 1.8. Полную систему инвариантов алгебры 〈J0n +αP1, P2, . . . , Pk〉
составляют функции

µ(x; 0, n), α ln(x0 − xn) + x1, xk+1, . . . , xn−1.

Предложение 1.9. Пусть Xa = J2a−1,2a (a = 1, . . . , r),

L = 〈M,X1 + α1(P0 +G2r+1), . . . , Xr + αr(P0 +G2r+1)〉.
ПСИ алгебры L составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r),
r∑

a=1

αaψ(a, x) + x0 − xn,

(x0 − xn)2 − 2x2r+1, x2r+1, . . . , xn−1;

ПСИ алгебры L/〈M〉 составляют основные инварианты алгебры L и

(x0 − xn)3 − 3(x0 − xn)x2r+1 + 3xn.

Предложение 1.10. Пусть

L = 〈M,X1 + α1P0, . . . , Xr + αrP0〉, Xa = J2a−1,2a (a = 1, . . . , r).

ПСИ алгебры L составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r),
r∑

a=1

αaψ(a, x) + x0 − xn, x2r+1, . . . , xn−1;

ПСИ алгебры L/〈M〉 составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r),
r∑

a=1

αaψ(a, x) + x0, x2r+1, . . . , xn−1, xn.
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Теорема 1.2. Пусть Lj (j = 1, . . . , 26) — система представителей классов со-
пряженных одномерных подалгебр алгебры AP (1, n), выписанная в следствии 2
из теоремы 1.1. Полную систему инвариантов алгебры Lj составляют такие
функции:

L1 : ϕ(1, x), x0, x3, . . . , xn;
Lt

2 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , t), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , t− 1),
x0, x2t+1, . . . , xn;

L3 : ϕ(1, x), αψ(1, x) + x0, x3, . . . , xn;
Lt

4 : ϕ(a, x)(a = 1, . . . , t), αψ(1, x) + x0, x2t+1, . . . , xn,

αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , t− 1);
L5 : ϕ(1, x), x0 − xn, 2ψ(1, x) + x0 + xn, x3, . . . , xn−1;
Ls

6 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , s), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , s− 1),
x0 − xn, 2ψ(1, x) + x0 + xn, x2s+1, . . . , xn−1;

L7 : ϕ(1, x), µ(x; 0, n), αψ(1, x) + ln(x0 + xn), x3, . . . , xn−1;
Ls

8 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , s), µ(x; 0, n), αψ(1, x) + ln(x0 + xn),
αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , s− 1), x2s+1, . . . , xn−1;

L9 : ϕ(1, x), αψ(1, x) + x3, x0, x4, . . . , xn;
Ls

10 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , s), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , s− 1),
αψ(1, x) + x2s+1, x0, x2s+2, . . . , xn;

L11 : ϕ(1, x), αψ(1, x) + x3, µ(x; 0, n),
βψ(1, x) + ln(x0 + xn), x4, . . . , xn−1;

Lr
12 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), αψ(1, x) + x2r+1, µ(x; 0, n),

αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , r − 1), βψ(1, x) + ln(x0 + xn),
x2r+2, . . . , xn−1;

L13 : ϕ(1, x), x0 − xn, (x0 − xn)ψ(1, x) + x3, µ(x; 0, 3, n), x4, . . . , xn−1;
Lr

14 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , r − 1),
x0 − xn, (x0 − xn)ψ(1, x) + x2r+1, µ(x; 0, 2r + 1, n), x2r+2, . . . , xn−1;

L15 : ϕ(1, x), x0 − xn, (x0 − xn)ψ(1, x) + x3, µ(x; 0, 3, n),
αψ(1, x) + x4, x5, . . . , xn−1;

Lr
16 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , r − 1),

x0 − xn, (x0 − xn)ψ(1, x) + x2r+1, µ(x; 0, 2r + 1, n),
βψ(1, x) + x2r+2, x2r+3, . . . , xn−1;

L17 : x1, . . . , xn;
L18 : x0 − xn, x1, . . . , xn−1;
L19 : x0, x2, . . . , xn;
L20 : x0 − xn, µ(x; 0, 1, n), x2, . . . , xn−1;
L21 : x0 − xn, µ(x; 0, 1, n), (x0 − xn)−1x1 − x2, x3, . . . , xn−1;
L22 : µ(x; 0, n), x1, x2, . . . , xn−1;
L23 : µ(x; 0, n), α ln(x0 + xn) − x1, x2, . . . , xn−1;
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L24 : (x0 − xn)2 − 2x1, (x0 − xn)3 − 3x1(x0 − xn) + 3xn, x2, . . . , xn−1;
L25 : ϕ(1, x), (x0 − xn)2 − 2x3, x4, . . . , xn−1,

(x0 − xn)3 − 3x3(x0 − xn) + 3xn, αψ(1, x) + x0 − xn;
L26 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , r − 1),

(x0 − xn)2 − 2x2r+1, (x0 − xn)3 − 3x2r+1(x0 − xn) + 3xn,

αψ(1, x) + x0 − xn, x2r+2, . . . , xn−1.

§ 2. Разрешие подалгебры и их инварианты
Если n — нечетное число, то AO(1, n) обладает относительно O(1, n)-сопря-

женности только одной максимальной разрешимой подалгеброй V (1, n − 1)+⊃
(AH(n − 1) ⊕ 〈J0n〉). Если n — четное число, то AO(1, n) обладает двумя макси-
мальными разрешимыми подалгебрами: AH(n), V (1, n− 1)+⊃ (AH(n− 2)⊕ 〈J0n〉).
Максимальные разрешимые подалгебры алгебры AP (1, n) имеют вид W (0, n)+⊃ F ,
где F — максимальная разрешимая подалгебра алгебрыAO(1, n).
В дальнейшем будем предполагать, что каждая рассматриваемая разрешимая

подалгебра алгебры AO(1, n) содержится в одной из выписанных максимальных
разрешимых подалгебр.
Пусть F̂ — подалгебра AP (1, n). Если M ∈ F̂ , то для инварианта f(x0, x1, . . .,

xn) алгебры F̂ выполняется равенство

∂f

∂x0
+

∂f

∂xn
= 0.

Произведем замену переменных: x0 = y0 + yn, xn = yn, xi = yi (i = 1, . . . , n − 1).
Очевидно,

∂

∂x0
+

∂

∂xn
=

∂

∂yn
, P0 =

∂

∂y0
, Pi =

∂

∂yi
,

Gi = y0
∂

∂yi
+ yi

∂

∂yn
, J0n = −y0 ∂

∂y0
+ (y0 + yn)

∂

∂yn
.

Поскольку

∂f

∂yn
= 0,

то инварианты F̂ суть функции от x0 − xn, x1, . . . , xn−1. Следовательно, при нахо-
ждении инвариантов алгебры F̂ можно допускать, что

Ga = y0
∂

∂ya
, J0n = −y0 ∂

∂y0
, Jab = yb

∂

∂ya
− ya

∂

∂yb
,

P0 =
∂

∂y0
, Pa =

∂

∂ya
(a, b = 1, . . . , n− 1).

Если L = N+⊃ K, то фактор-алгебру L/N будем отождествлять с алгеброй K.

Предложение 2.1. Пусть 1 ≤ m ≤ [n − 1/2], L — ненулевая разрешимая по-
далгебра алгебры AO(1, n). Если проекция L на 〈J0n〉 отлична от 0, то L
O(1, n)-сопряжена алгебре U+⊃ F , где U = 0 или U = V (1, s), а F — подпрямая
сумма 〈J0n〉 и подалгебры алгебры AH(2m). Если проекция L на 〈J0n〉 равна
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0, то L O(1, n)-сопряжена алгебре U+⊃ F , где U = 0 или U = V (1, s), а F —
подалгебра AH(2m) или F — подпрямая сумма подалгебры алгебры AH(2l) и
V (2l + 1, t), причем F ∩ V (2l + 1, t) = 0 (l ≤ [n− 2/2], t ≤ n− 1).
Предложение 2.1 доказывается на основании предложения 1.1 из [10] и теоремы

Витта о подпространствах псевдоевклидова пространства.

Предложение 2.2. Пусть L = U+⊃ F — одна из разрешимых подалгебр ал-
гебры AO(1, n), описанных в предложении 2.1. Если U = V (1, s) и проекция L
на 〈J0n〉 совпадает с 〈J0n〉, то ПСИ алгебры L составляют µ(x; 0, . . . , s, n) и
основные инварианты абелевой алгебры L + AH(s)/U + AH(s) от переменных
x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1. Если U = V (1, s) и проекция L на 〈J0n〉 равна 0, то
ПСИ алгебры L составляют x0 − xn, µ(x; 0, 1, . . . , n) и основные инварианты
абелевой алгебры L+AH(s)/U +AH(s) от переменных x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1.
Доказательство. Ранг алгебры V (1, s) равен s. Генераторы этой алгебры действу-
ют нетривиально в пространстве функций от s + 2 переменных x0, x1, . . . , xs, xn.
Допустим, чтo L содержит подпрямую сумму Γ алгебр V (1, s), 〈J0n〉 и проекции
F на AH(s). Поскольку ранг Γ равен s + 1, то алгебра Γ, а значит и алгебра
L, имеет только один основной инвариант, зависящий от x0, x1, . . . , xs, xn. Им яв-
ляется функция µ(x; 0, 1, . . . , s, n). Если проекция L на 〈J0n〉 отлична от 0, но L
не содержит Γ и J0n �∈ L, то согласно предложению 1.6 инвариантом алгебры L
является функция вида

[n−1/2]∑
a=[s+2/2]

αaψ(a, x) − ln(x0 − xn).

Если проекция L на 〈J0n〉 равна 0, то x0 − xn также будет инвариантом ал-
гебры L. Во всех случаях остальные инварианты суть функции от переменных
x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1. Предложение доказано.
Пусть

Φ(0) = 〈M〉, Φ(i) = 〈M,P1, . . . , Pi〉,
Ω(0) = 〈M,P0〉, Ω(i) = 〈M,P0, P1, . . . , Pi〉,
Λr+1,k+1(j) = 〈Pr+d + λdPk+d | d = 1, 2, . . . , 〉,

где 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λj (1 ≤ j ≤ k − r).
Предложение 2.3. Пусть L = V (1, k). Подпространства пространства W (0, n),
инвариантные относительно L исчерпываются относительно O(1, n)-сопря-
женности такими пространствами:

O, Φ(i), Ω(k), W (k + 1, t), Φ(i) ⊕W (k + 1, t), Ω(k) ⊕W (k + 1, t),
Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j), Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j) ⊕W (k + j + 1, s),

(2.1)

где i = 0, 1, . . . , k; t = k + 1, . . . , n − 1; r = 0, 1, . . . , k − 1; j = 1, . . . , k − r; s =
k + j + 1, . . . , n− 1.

Пусть U — одно из пространств (2.1), L̂ = U+⊃ L. ПСИ алгебры L̂ состав-
ляют такие функции:

L : x0 − xn, µ(x; 0, 1, . . . , k, n), xk+1, . . . , xn−1;
Φ(i)+⊃ L : x0 − xn, xk+1, . . . , xn−1;
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Ω(k)+⊃ L : xk+1, . . . , xn−1;
W (k + 1, t)+⊃ L : x0 − xn, µ(x; 0, 1, . . . , k, n), xt+1, . . . , xn−1;
(Φ(i) ⊕W (k + 1, t))+⊃ L : x0 − xn, xt+1, . . . , xn−1;
(Ω(k) ⊕W (k + 1, t))+⊃ L : xt+1, . . . , xn−1;
(Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j))+⊃ L : x0 − xn, xk+j+1, . . . , xn−1;
(Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j) ⊕W (k + j + 1, s))+⊃ L : x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1.

Первая часть предложения 2.3 доказана в [10]. Вторая часть доказывается по
той же схеме, что и предложение 1.1.

Предложение 2.4. Пусть L = V (1, k), K = L+⊃ 〈J0n〉. Подпространства про-
странства W (0, n), инвариантные относительно K, исчерпываются относи-
тельно O(1, n)-сопряженности подпространствами, инвариантными относи-
тельно L. Пусть U — пространство вида (2.1), L̂ = U+⊃ L, K̂ = U+⊃ K. Если из
ПСИ алгебры L̂ исключить инвариант x0 − xn (при его наличии), то получим
ПСИ алгебры K̂.
Лемма 2.1. Полную систему инвариантов алгебры

〈P0 +Gk + αGk+1, G1, . . . , Gk−1, P1, . . . , Pk−1, Pk+1,M〉
составляют функции

(x0 − xn)2 − 2xk, xk+2, . . . , xn−1 (α ≥ 0).

Предложение 2.5. Пусть L — подалгебра алгебры M(1, n − 1), обладающая
ненулевой проекцией на 〈P0〉, и π1(L) = V (1, a). Если P0 ∈ L, то с точностью
до P (1, n)-сопряженности, сохраняющей π1(L), имеем π2(L) = Ω(b), где b ≥ a.
ПСИ алгебры L составляют xb+1, . . . , xn−1.

Если P0 �∈ L и a > 1, то L сопряжена алгебра

L′ = K+⊃ 〈P0 +Ga +
t∑

i=a+1

αiGi〉,

где K (как векторное пространство) — подпрямая сумма Φ(a − 1) + µW (a) +
γW (a+ 1, s) (µ, γ ∈ {0, 1}) и V (1, a− 1), причем Φ(a− 1) ⊂ K и

∑
αiPi ∈ π2(K)

(i = a + 1, . . . , t). ПСИ алгебры L′ составляют такие функции: xs+1, . . . , xn−1

при µ = γ = 1; xa+1, . . . , xn−1 при µ = 1, γ = 0; (x0 − xn)2 − 2xa, xs+1, . . . , xn−1

при µ = 0, γ = 1; (x0 − xn)2 − 2xa, xa+1, . . . , xn−1 при µ = γ = 0.
Если P0 �∈ L и a = 1, то L сопряжена одной из алгебр

N ′ = (Φ(0) + µW (1) + γW (2, s))+⊃ 〈P0 +G1 + αG2〉,
где µ, γ ∈ {0, 1}, αP2 ∈ N ′;

N ′′ = 〈P0 +G1〉 + γW (2, s), γ ∈ {0, 1}.
Если в ПСИ алгебры L′ положить a = 1, то получим ПСИ алгебры N ′.

ПСИ алгебры N ′′ составляют функции (x0 − xn)2 − 2x1, (x0 − xn)3 − 3(x0 −
xn)x1 + 3xn, x2, . . . , xn−1 при γ = 0; (x0 − xn)2 − 2x1, (x0 − xn)3 − 3(x0 − xn)x1 +
3xn, xs+1, . . . , xn−1 при γ = 1.
Доказательство предложения 2.5 проводим на основании предложения 3.2 из

[10].
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Теперь найдем основные инварианты алгебры L = 〈X1, . . . Xm〉, где

Xa = Ga +
m+t∑
j=1

αajPj (a = 1, . . . ,m).

Если L — коммутативная алгебра, то в силу теоремы 1.1 можно предполагать,
что αaj = 0 для всех j ∈ {1, . . . ,m} и не равных a. В этом случае ПСИ алге-
бры L описывает предложение 1.3. Теперь допустим, что L — некоммутативная
алгебра. Тогда M ∈ L и codim L = n −m. Очевидно, инвариантами L являются
функции x0 −xn, xm+t+1, . . . , xn−1, их число равно n−m− t. Для нахождения не-
достающих t инвариантов от переменных x0 −xn, x1, . . . , xm+t перейдем в системе
дифференциальных уравнений, соответствующей алгебре L, к новым переменным
y0 = x0 − xn, yn = xn, yi = xi (i = 1, . . . ,m + t). Получаем систему дифференци-
альных уравнений

m+t∑
j=1

βaj
∂f

∂yj
= 0 (a = 1, . . . ,m),

∂f

∂yn
= 0,

(2.2)

где βaj = αaj при a �= j, βaa = αaa + y0. Решение системы (2.2) ищем в виде:

f =
m+t∑
j=1

λjyj . (2.3)

Подставив f в систему (2.2), получим систему линейных алгебраических уравне-
ний

m+t∑
j=1

βajλj = 0 (a = 1, . . . ,m). (2.4)

Существуют такие значения y0, для которых ранг матрицы системы (2.4) равен m.
В этом случае система (2.4) имеет t линейно независимых решений. Соответ-
ствующие им функции вида (2.3) являются искомыми основными инвариантами
алгебры L.
Если U — невырожденное подпространство пространства W (0, n), то через

AO(U) обозначим алгебру Ли группы O(U) изометрий пространства U , а через
AH(U) — картановскую подалгебру алгебры AO(U). Если U ⊂ W (1, n), то будем
предполагать, что AH(U) ⊂ AH(n).
Пусть L̂ — расщепляемая разрешимая подалгебра алгебры AP (1, n). Предло-

жения 2.3, 2.4 описывают ПСИ алгебры L̂ в случае, когда проекция L алгебры L̂
на AO(1, n) имеет вид V (1, k) или V (1, k)+⊃ 〈J0n〉. Пусть L — вполне приводимая
алгебра. В силу предложения 2.3 из [10] L ⊂ AH(2l) (1 ≤ l ≤ [n/2]) или L —
подпрямая сумма L1 ⊂ AH(2m) и 〈J0n〉 (1 ≤ m ≤ [n − 1/2]). Подпространство
U пространства W (0, n), инвариантное относительно L, совпадает с U1 ⊕ U2, где
U1 = 0 или U1 = W (1, 2r), a U2 — одно из таких пространств: 0, W (0), Φ(0),
Ω(0), W (s, t), W (0)⊕W (s, t), Φ(0)⊕W (s, t), Ω(0)⊕W (s, t). Если U = 〈M〉⊕U ′ —
вырожденное пространство, то ПСИ алгебры L̂ = U+⊃ L составляют основные
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инварианты абелевой алгебры L+AH(U ′)/AH(U ′)⊕ 〈M〉 от переменных x0 − xn,
xa, где a = 1, . . . , n−1 и Pa �∈ U ′. Если U — невырожденное пространство, то ПСИ
алгебры L составляют основные инварианты абелевой алгебры L+AH(U)/AH(U)
от переменных xa, где a = 0, 1, . . . , n и Pa �∈ U .
Если речь идет о расщепляемых подалгебрах U1+⊃ Fi, U2+⊃ Fi, . . . , Us+⊃ Fi

алгебры U+⊃ F , то будем употреблять обозначение Fij = Fi : U1, . . . , Us (j =
1, . . . , s). Пусть F̃i — такая подалгебра алгебры U+⊃ F , что ее проекция на F
совпадает с Fi. Запись F̃i + Uj означает, что Uj ⊂ U , [Fi, Uj ] ⊂ Uj и F̃i ∩ U ⊂
Uj . Если речь идет о нерасщепляемых алгебрах F̃i + U1, . . . , F̃i + Us, то будем
употреблять обозначение F̃ij = F̃i : U1, . . . , Us (j = 1, . . . , s).

Предложение 2.6. Пусть

Ga = J0a − Ja5 (a = 1, 2, 3, 4), AẼ(4) = V (1, 4)+⊃ (AO(4) ⊕ 〈J05〉).
Подалгебры алгебры AẼ(4) исчерпываются относительно O(1, 5)-сопряженнос-
ти такими алгебрами:

L0j = 〈O〉 : O, V (1), V (1, 2), V (1, 3), V (1, 4), (j = 1, . . . , 5);
L1j = 〈J12〉 : O, V (3), V (1, 2), V (3, 4), V (1, 3), V (1, 4) (j = 1, . . . , 6);
L̃1j = 〈J12 +G3〉 : O, V (4), V (1, 2), V (1, 2) ⊕ V (4) (j = 1, . . . , 4);
L2j = 〈J12 + J34〉 : O, V (1, 2), V (, 1, 4) (j = 1, 2, 3);
L3j = 〈J12 + αJ34〉 : O, V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4) (0 < α < 1; j = 1, . . . , 4);
L4j = 〈J05〉 : O, V (1), V (1, 2), V (1, 3), V (1, 4) (j = 1, . . . , 5);
L5j = 〈J12 + βJ05〉 : O, V (3), V (1, 2), V (3, 4), V (1, 3), V (1, 4)

(β > 0; j = 1, . . . , 6);
L6j = 〈J12 + J34 + αJ05〉 : O, V (1, 2), V (1, 4) (α > 0; j = 1, 2, 3);
L7j = 〈J12 + αJ34 + βJ05〉 : O, V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4)

(0 < α < 1; β > 0; j = 1, 2, 3, 4);
L8j = 〈J12, J34〉 : O, V (1, 2), V (1, 4) (j = 1, 2, 3);
L9j = 〈J12, J05〉 : O, V (3), V (1, 2), V (3, 4), V (1, 3), V (1, 4) (j = 1, . . . , 6);
L10j = 〈J12 + J34, J05〉 : O, V (1, 2), V (1, 4) (j = 1, 2, 3);
L11j = 〈J12 + αJ34, J05〉 : O, V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4) (0 < α < 1; j = 1, 2, 3, 4);
L12j = 〈J12 + αJ05, J34 + βJ05〉 : O, V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4)

(α > 0; β ≥ 0; α > β; j = 1, 2, 3, 4);
L′

12j = 〈J12 + αJ05, J34 + αJ05〉 : O, V (1, 2), V (1, 4) (α > 0; j = 1, 2, 3);
L13j = 〈J12, J13, J23〉 : O, V (4), V (1, 3), V (1, 4) (j = 1, 2, 3, 4);
L14j = 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉 : O, V (1, 4) (j = 1, 2);
L15j = 〈J12, J34, J05〉 : O, V (1, 2), V (1, 4) (j = 1, 2, 3);
L16j = 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉 ⊕ 〈J12 − J34〉 : O, V (1, 4) (j = 1, 2);
L17j = 〈J12, J13, J23, J05〉 : O, V (4), V (1, 3), V (1, 4) (j = 1, . . . , 4);
L18j = 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J05〉 : O, V (1, 4) (j = 1, 2);
L19j = 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉 ⊕ 〈J12 − J34 + αJ05〉 : O, V (1, 4)

(α �= 0; j = 1, 2);
L20j = 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉 ⊕ 〈J12 − J34, J05〉 : O, V (1, 4) (j = 1, 2);
L21j = AO(4) : O, V (1, 4) (j = 1, 2);
L22j = AO(4) ⊕ 〈J05〉 : O, V (1, 4) (j = 1, 2).

Предложение 2.6 вытекает из леммы 3.4 [10] и теоремы 3 [11].
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Предложение 2.7. Пусть L — одна из алгебр, выписанных в предложении 2.6.
ПСИ алгебры L в пространстве M(1, 5) составляют следующие функции:

L4,5, L5,6, L6,3, L7,4, L9,6, L10,3, L11,4, L12,4, L15,3, L17,4, L18,2, L19,2, L20,2,
L22,2: µ(x; 0, 1, . . . , 5);

L0,5, L1,6, L̃1,4, L2,3, L3,4, L8,3, L13,4, L14,2, L16,2, L21,2: x0−x5, µ(x; 0, 1, . . . , 5);
L4,4, L5,5, L9,5, L17,3: µ(x; 0, 1, 2, 3, 5), x4;
L9,4, L11,3, L12,3 (β > 0): ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5);
L10,2, L11,2, L12,2, L15,2: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5);
L17,2: h(x; 1, 2, 3), µ(x; 0, 4, 5);
L18,1, L19,1, L20,1, L22,1: h(x; 1, 2, 3, 4), µ(x; 0, 5);
L0,4, L1,5, L13,3: x0 − x5, x4, µ(x; 0, 1, 2, 3, 5);
L̃1,3: x0 − x5, µ(x; 0, 1, 2, 3, 5), x4;
L2,2, L3,2, L8,2: µ(x; 0, 1, 2, 5), x0 − x5, ϕ(2, x);
L4,3, L5,3, L9,3: µ(x; 0, 1, 2, 5), x3, x4;
L5,4, L7,3: µ(x; 0, 3, 4, 5), ϕ(1, x), βψ(1, x) − ln(x0 − x5);
L12,3 (β = 0): ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5), αψ(1, x) − ln(x0 − x5);
L6,2: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5), αψ(2, x) − ln(x0 − x5);
L7,2: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5), βψ(2, x) − α ln(x0 − x5);
L9,2: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 5), x4;
L13,2: x0 − x5, h(x; 1, 2, 3), µ(x; 0, 4, 5);
L14,1, L16,1, L21,1: h(x; 1, 2, 3, 4), x0, x5;
L15,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5);
L17,1: h(x; 1, 2, 3), µ(x; 0, 5), x4;
L0,3, L1,3: x0 − x5, µ(x; 0, 1, 2, 5), x3, x4;
L1,2: ϕ(1, x), x0 − x5, µ(x; 0, 3, 5), x4;
L̃1,2: ϕ(1, x), x0 − x5, µ(x; 0, 3, 4, 5), (x0 − x5)ψ(1, x) + x3;
L4,2: µ(x; 0, 1, 5), x2, x3, x4;
L5,2: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 5), x4, βψ(1, x) − ln(x0 − x5);
L8,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), x0, x5;
L9,1: ϕ(1, x), µ(x; 0, 5), x3, x4;
L10,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), ψ(1, x) − ψ(2, x), µ(x; 0, 5);
L11,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), αψ(1, x) − ψ(2, x), µ(x; 0, 5);
L12,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5), αψ(1, x) + βψ(2, x) − ln(x0 − x5);
L13,1: h(x; 1, 2, 3), x0, x4, x5;
L0,2: x0 − x5, µ(x; 0, 1, 5), x2, x3, x4;
L1,1: ϕ(1, x), x0, x3, x4, x5;
L̃1,1: ϕ(1, x), x0 − x5, µ(x; 0, 3, 5), x4, (x0 − x5)ψ(1, x) + x3;
L2,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), ψ(1, x) − ψ(2, x), x0, x5;
L3,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), αψ(1, x) − ψ(2, x), x0, x5;
L4,1: µ(x; 0, 5), x1, x2, x3, x4;
L5,1: ϕ(1, x), µ(x; 0, 5), βψ(1, x) + ln(x0 + x5), x3, x4;
L6,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5), ψ(1, x) − ψ(2, x), αψ(1, x) + ln(x0 + x5);
L7,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5), αψ(1, x) − ψ(2, x), βψ(1, x) + ln(x0 + x5).

Предложение 2.8. Пусть Ga = J0a − Ja6 (a = 1, . . . , 5), AẼ(5) = V (1, 5)+⊃
(AO(5) ⊕ 〈J06〉). Подалгебры алгебры AẼ(5) исчерпываются относительно
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O(1, 6)-сопряженности подалгебрами алгебры AẼ(4) = V (1, 4)+⊃ (AO(4)⊕〈J06〉)
и такими алгебрами:

V (1, 5), V (1, 5)+⊃ 〈J06〉; 〈J12〉: V (3, 5), V (1, 5);
〈J12 +G5〉: V (3, 4), V (1, 4); 〈J12 + αJ06〉: V (3, 5), V (1, 5) (α > 0);
〈J12 + J34 + βJ06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (1, 5) (β ≥ 0);
〈J12 + αJ34 + βJ06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (3, 5), V (1, 5) (0 < α < 1, β ≥ 0);
〈J12 + J34 +G5〉: O, V (1, 2), V (1, 4);
〈J12 + αJ34 +G5〉: O, V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4) (0 < α < 1);
〈J12, J06〉: V (3, 5), V (1, 5); 〈J12 +G5, J34 +G5〉: O, V (1, 2), V (1, 4);
〈J12 + J34, J06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (1, 5);
〈J12 + αJ34, J06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (3, 5), V (1, 5) (0 < α < 1);
〈J12, J34〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (1, 5);
〈J12 + αJ06, J34 + βJ06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (3, 5), V (1, 5) (α > 0, β ≥ 0,

α > β);
〈J12 + αJ06, J34 + αJ06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (1, 5) (α > 0);
〈J12 +G5, J34 + αG5〉: V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4) (α ≥ 0, α �= 1);
〈J12, J13, J23〉: V (4, 5), V (1, 5);
〈J12, J34, J06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (1, 5);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉: V (5), V (1, 5);
〈2J12 + J34, J13 + J24 −

√
3J45, J23 − J14 +

√
3J35〉: O, V (1, 5);

〈J12, J13, J23, J06〉: V (4, 5), V (1, 5);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J06〉: V (5), V (1, 5);
〈2J12 + J34, J13 + J24 −

√
3J45, J23 − J14 +

√
3J35, J06〉: O, V (1, 5);

〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34 + αJ06〉: V (5), V (1, 5) (α ∈ R);
〈J12, J13, J23, J45 + αJ06〉: O, V (4, 5), V (1, 3), V (1, 5) (α ≥ 0);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34 +G5〉: O, V (1, 4);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34, J06〉: V (5), V (1, 5);
〈J12, J13, J23, J45, J06〉: O, V (4, 5), V (1, 3), V (1, 5);
AO(4): V (5), V (1, 5); AO(4) ⊕ 〈J06〉: V (5), V (1, 5);
AO(5)〉: O, V (1, 5); AO(5) ⊕ 〈J06〉: O, V (1, 5).
Предложение 2.8 доказывается на основании теоремы 3 из [11] и леммы 3.4

из [10].
Предложение 2.8 описывает все те подалгебры алгебры AO(1, 6), которые ос-

тавляют неизменным изотропное подпространство 〈P0 +P6〉 пространства M(1, 6).
Остальные подалгебры алгебры AO(1, 6) исчерпываются относительно O(1, 6)-
сопряженности подалгебрами алгебры AO(6), несопряженными подалгебрам ал-
гебры AO(5), неприводимыми подалгебрами алгебр AO(1, 5) и AO(1, 6), а та-
кже такими алгебрами: AO(1, 2) ⊕ L1, L1 ⊂ AO(4); AO(1, 3) ⊕ L2, L2 ⊂ AO(3);
AO(1, 4) ⊕ L3, L3 ⊂ AO(2).
Предложение 2.9. Пусть L пробегает множество представителей классов со-
пряженных разрешимых подалгебр алгебры AO(1, 6), не содержащих подалге-
бры алгебры AẼ(4). ПСИ алгебры L образуют следующие функции:

〈J12 + αJ34 + βJ56〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2, 3), αψ(1, x) − ψ(2, x), βψ(1, x) − ψ(3, x),
x0, (0 < α ≤ β ≤ 1);

〈J12 + αJ56, J34 + βJ56〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2, 3), x0, αψ(1, x) + βψ(2, x) − ψ(3, x)
(0 ≤ β ≤ α ≤ 1; α > 0);

〈J12, J34, J56〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2, 3), x0;
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V (1, 5): x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6); V (1, 5)+⊃ 〈J06〉: µ(x; 0, . . . , 6);
V (3, 5) ⊕ 〈J12〉: ϕ(1, x), x0 − x6, µ(x; 0, 3, 4, 5, 6);
V (1, 5)+⊃ 〈J12〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6);
V (3, 4)+⊃ 〈J12 +G5〉: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6), x0 − x6, (x0 − x6)ψ(1, x) + x5;
V (1, 4)+⊃ 〈J12 +G5〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6);
V (3, 5)+⊃ 〈J12 + αJ06〉: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6), αψ(1, x) − ln(x0 − x6) (α > 0);
V (1, 5)+⊃ 〈J12 + αJ06〉: µ(x; 0, . . . , 6) (α > 0);
V (5)+⊃ 〈J12 + αJ34〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), x0 − x6, αψ(1, x) − ψ(2, x), µ(x; 0, 5, 6)

(0 < α ≤ 0);
(V (1, 2) ⊕ V (5))+⊃ 〈J12 + αJ34〉: ϕ(2, x), x0 − x6, µ(x; 0, 1, 2, 5, 6) (0 < α ≤ 1);
V (3, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34〉: ϕ(1, x), x0 − x6, µ(x; 0, 3, 4, 5, 6) (0 < α < 1);
V (1, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6) (0 < α ≤ 1);
〈J12 + αJ34 +G5〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), x0 − x6, αψ(1, x) − ψ(2, x), µ(x; 0, 5, 6),

(x0 − x6)ψ(1, x) + x5 (0 < α ≤ 1);
V (1, 2)+⊃ 〈J12 + αJ34 +G5〉: ϕ(2, x), x0 − x6, µ(x; 0, 1, 2, 5, 6),

(x0 − x6)ψ(2, x) + αx5 (0 < α ≤ 1);
V (3, 4)+⊃ 〈J12 + αJ34 +G5〉: ϕ(1, x), x0 − x6, µ(x; 0, 3, 4, 5, 6),

(x0 − x6)ψ(1, x) + x5 (0 < α < 1);
V (1, 4)+⊃ 〈J12 + αJ34 +G5〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6) (0 < α ≤ 1);
〈G5, J12 + αJ34 + βJ06〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), αψ(1, x) − ψ(2, x), µ(x; 0, 5, 6),

βψ(1, x) − ln(x0 − x6) (0 < α ≤ 1; β > 0);
〈G1, G2, G5, J12 + αJ34 + βJ06〉: µ(x; 0, 1, 2, 5, 6), ϕ(2, x),

βψ(2, x) − α ln(x0 − x6) (0 < α ≤ 1; β > 0);
V (3, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34 + βJ06〉: µ(x; 0, 3, 4, 5, 6), ϕ(1, x),

βψ(1, x) − ln(x0 − x6) (0 < α < 1; β > 0);
V (1, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34 + βJ06〉: µ(x; 0, . . . , 6) (0 < α ≤ 1; β > 0);
V (3, 5)+⊃ 〈J12, J06〉: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6); V (1, 5)+⊃ 〈J12, J06〉: µ(x; 0, . . . , 6);
〈J12+αJ34, J06, G5〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5, 6), αψ(1, x)−ψ(2, x) (0 < α ≤ 1);
〈J12 + αJ34, J06, G1, G2, G5〉: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5, 6) (0 < α ≤ 1);
V (3, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34, J06〉: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6) (0 < α < 1);
V (1, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34, J06〉: µ(x; 0, . . . , 6) (0 < α ≤ 1);
〈J12, J34, G5〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), x0 − x6, µ(x; 0, 5, 6);
〈J12, J34, G1, G2, G5〉: ϕ(2, x), x0 − x6, µ(x; 0, 1, 2, 5, 6);
V (1, 5)+⊃ 〈J12, J34〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6);
〈J12 + αJ06, J34 + βJ06, G5〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5, 6),

αψ(1, x) + βψ(2, x) − ln(x0 − x6) (α > 0, β ≥ 0);
〈J12 + αJ06, J34 + βJ06, G1, G2, G5〉: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5, 6) (α > 0, β ≥ 0);
V (3, 5)+⊃ 〈J12 +αJ06, J34 +βJ06〉: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6) (α > 0, β > 0, α > β);
V (3, 5)+⊃ 〈J12+αJ06, J34〉: ϕ(1, x), αψ(1, x)−ln(x0−x6), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6) (α > 0);
V (1, 5)+⊃ 〈J12 + αJ06, J34 + βJ06〉: µ(x; 0, . . . , 6) (α > 0, β ≥ 0);
〈J12 +G5, J34 + αG5〉: ϕ(a, x), (a = 1, 2), x0 − x6, µ(x; 0, 5, 6),

(x0 − x6)(ψ(1, x) + αψ(2, x)) + x5 (α ≥ 0);
V (1, 2)+⊃ 〈J12 +G5, J34 + αG5〉: ϕ(2, x), x0 − x6, µ(x; 0, 1, 2, 5, 6) (α ≥ 0);
V (3, 4)+⊃ 〈J12 +G5, J34 + αG5〉: ϕ(1, x), x0 − x6, µ(x; 0, 3, 4, 5, 6) (α > 0, α �= 1);
V (3, 4)+⊃ 〈J12 +G5, J34〉: ϕ(1, x), x0 − x6, µ(x; 0, 3, 4, 5, 6), (x0 − x6)ψ(1, x) + x5;
V (1, 4)+⊃ 〈J12 +G5, J34 + αG5〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6) (α ≥ 0);
〈J12, J34, J06, G5〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5, 6);
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〈J12, J34, J06, G1, G2, G5〉: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5, 6);
V (1, 5)+⊃ 〈J12, J34, J06〉: µ(x; 0, . . . , 6).

§ 3. Теоремы о редукции
Пусть F̂ — подалгебра AP (1, n), Q — фактор Леви алгебры π(F̂ ). В силу лем-

мы Уайтхеда предполагаем, что Q ⊂ F̂ . В дальнейшем условие J0n �∈ F̂ будет
означать, что J0n не содержится ни в одной из алгебр, сопряженных алгебре F̂ .
Аналогично мы понимаем условие P0 �∈ F̂ . Будем также предполагать, что ка-
ждая рассматриваемая ненулевая подалгебра алгебры AO(n) является подпрямой
суммой своих неприводимых частей [11]. Это же предполагается и относительно
подалгебр алгебры AO(1, n), не имеющих в W (0, n) инвариантных изотропных
подпространств [10].

Теорема 3.1. Пусть F̂ — такая подалгебра алгебры AP (1, n), что π(F̂ ) не име-
ет в W (0, n) инвариантных изотропных подпространств. Тогда F̂ сопряжена
F̂ ′ = U+⊃ L, где L ∩W (0, n) = 0, a U совпадает с одним из пространств: O,
W (0, k), W (1, k). ПСИ алгебры F̂ ′ составляют основные инварианты алгебры
F̂ ′ + AO(U)/U + AO(U) от переменных xa, где a принимает такие значения,
что Pa �∈ U .

Доказательство. Пусть U = F̂ ∩W (0, n). По теореме Витта можно предполагать,
что U совпадает с одним из пространств, записанных в формулировке теоремы.
В [10] установлено, что если K — вполне приводимая алгебра Ли линейных пре-
образований векторного пространства V над полем R, V ′ — неприводимый K-
подмодуль модуля V и KV ′ �= 0, то алгебра K обладает только расщепляемыми
расширениями в алгебре V ′+⊃ K. В силу этого F̂+⊃ L, где L — подпрямая сумма
π(F̂ ) и Ω ⊂W (0, n), причем [π(F̂ ),Ω] = 0. Если f(x) — инвариант F̂ и Pi ∈ U , то
∂if = 0. Значит, f(x) не зависит от xi. Это и заканчивает доказательство теоремы.
Если f(x) — инвариант алгебры L ⊂ AP (1, n), то L будем называть алгеброй

инвариантности функции f(x).

Следствие. Пусть F̂ = U+⊃ L — алгебра, введенная в теореме 3.1. Если
codim F̂ = 1, то с точностью до P (1, n)-сопряженности инвариантом алгебры
F̂ является одна из следующих функций: x0, xn, µ(x; 0, . . . ,m), h(x; 1, . . . ,m)
(m = 2, . . . , n). Максимальной алгеброй инвариантности для функции x0 яв-
ляется алгебра AE(n); для xn — AP (1, n − 1); для µ(x; 0, . . . ,m) — AO(1,m) ⊕
(W (m + 1, n)+⊃ AO(m + 1 ↑ n)) (m < n); для µ(x; 0, . . . , n) — AO(1, n); для
h(x; 1, . . . ,m) — AO(m) ⊕ (W (0) ⊕ W (m + 1, n)+⊃ 〈Jab | a, b = 0,m + 1, . . . , n〉)
(m < n); для h(x; 1, . . . , n) — AO(n) ⊕ 〈P0〉.
Теорема 3.2. Пусть L — подалгебра алгебры AG̃(n − 1)+⊃ 〈J0n〉, обладающая
ненулевой проекцией на 〈J0n〉. С точностью до P (1, n)-сопряженности π1(L) ⊂
L, и выполняется одно из условий:

1) проекции L на 〈P0〉 и 〈M〉 суть нулевые;
2) P0,M ∈ L;
3) M ∈ L и проекция L на 〈P0〉 равна 0.
Если проекции L на 〈P0〉 суть нулевые, то L — подпрямая сумма алгебр L1 и

L2, удовлетворяющих одному из следующих условий: L1 = 0, L2 — подалгебра
алгебры V (1, n−1)+⊃ (〈J0n〉⊕AO(n−1)); L1 — подалгебраW (1, n−1)+⊃ AO(n−1),
L2 = 〈J0n〉; L1 — подалгебра W (1, k)+⊃ AO(k), L2 — подалгебра V (k+1, n−1)+⊃
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(〈J0n〉⊕AO(k+1 ↑ n−1)) (1 ≤ k ≤ n−2). Пусть U = W (1,m) = L∩W (1, k). ПСИ
алгебры Γ = L + AO(m)/AO(m) + U от переменных x0, xm+1, . . . , xn является
также полной системой инвариантов алгебры L. Алгебра Γ сопряжена алгебре
T = V+⊃ F , где V = 0 или V = V (k + 1, l), a F — подпрямая сумма F1 ⊂
W (m+ 1, k)+⊃ AO(m+ 1 ↑ k), F2 ⊂ AO(k + 1 ↑ d) и 〈J0n〉.

Если J0n ∈ F и V �= 0, то ПСИ алгебры T от переменных x0, xm+1, . . . , xn со-
ставляют µ(x; 0, k+1, . . . , n) и основные инварианты от переменных xm+1, . . . ,
xk, xl+1, . . . , xn−1 алгебры T +AO(k + 1 ↑ l)/AO(k + 1 ↑ l) + 〈J0n〉 + V .

Если J0n �∈ F и V �= 0, то ПСИ алгебры T составляют µ(x; 0, k + 1, . . . , n)
и ПСИ алгебры T + AO(k + 1 ↑ l)/AO(k + 1 ↑ l) + V от переменных x0 −
xn, xm+1, . . . , xk, xl+1, . . . , xn−1.

Если P0,M ∈ L, π2(L∩M(1, n−1)) = Ω(k), то полной системой инвариантов
алгебры L является ПСИ алгебры L+ AO(k) + 〈J0n〉 + M(1, k)/AO(k) + 〈J0n〉 +
M(1, k) от переменных xk+1, . . . , xn−1.

Пусть M ∈ L и проекция L на 〈P0〉 равна 0. Если [P0, L ∩ M(1, n − 1)] +
π2(L ∩ M(1, n− 1)) = Φ(k), то при J0n ∈ L полную систему инвариантов алге-
бры L составляют основные инварианты алгебры L+AO(k)+M(1, k)/AO(k)+
〈J0n〉 + M(1, k) от переменных xk+1, . . . , xn−1, а при J0n �∈ L — основные ин-
варианты алгебры L + AO(k) + M(1, k)/AO(k) + M(1, k) от переменных x0 −
xn, xk+1, . . . , xn−1.

Доказательство. Любая подалгебра алгебры AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉 с ненулевой про-
екцией на 〈J0n〉 действует вполне приводимо на пространстве Ω = 〈M,P0 −
Pn, G1, . . . , Gn−1〉 и аннулирует в Ω только нулевое подпространство. Отсюда в
силу предложения 1.1 [10] получаем, что проекция алгебры L на Ω принадлежит
L. В силу теоремы 3.1 [10] можно предполагать, что π1(L) = V (s, t). Так как
[J0n,M ] = −M , [J0n, Ga] = −Ga, [J0n, P0 − Pn] = P0 − Pn, то проекция L на Ω
разлагается в сумму проекций на Ω1 = 〈M,G1, . . . , Gn−1〉 и на Ω2 = 〈P0 − Pn〉.
Если Ga ∈ π1(L), P0 − Pn ∈ L, то Pa,M ∈ L, а потому P0,M, Pa, Ga ∈ L. Если
π1(L) = 0 и P0 − Pn ∈ L, то, применяя O(1, n)-автоморфизм алгебры AP (1, n),
соответствующий матрице(

En 0
0 1

)
,

получаем, что M ∈ L.
Теперь рассмотрим случай, когда проекция L на Ω2 является нулевой. Пусть

τ — проектирование AG̃(n − 1)+⊃ 〈J0n〉 на AO(n − 1). Если Ga + γM ∈ Ω1 и
[Pa, τ(L)] = 0, то, применяя автоморфизм exp(θPa), получаем, что Ga ∈ L. Если
[Pa, τ(L)] �= 0, то Ga принадлежит [L,Ga + γM ] ⊂ L. Следовательно, M ∈ L или
проекция L на 〈M〉 является нулевой.
Пусть ∆ = V (k + 1, l)+⊃ K, где K — подпрямая сумма 〈J0n〉 и подалгебра

алгебры AO(k+1 ↑ l). Так как ранг ∆ ≥ l−k+1, то ПСИ алгебры ∆ от переменных
x0, xk+1, . . . , xl, xn состоит из одной функции µ(x; 0, k + 1, . . . , l, n). Отсюда и из
предложений 1.6, 1,8 вытекают утверждения теоремы об инвариантах алгебры T .
Доказательства остальных утверждений аналогичны. Теорема доказана.

Следствие. Пусть L — подалгебра алгебры AG̃(n − 1)+⊃ 〈J0n〉, обладающая
ненулевой проекцией на 〈J0n〉. Если codim L = 1, то с точностью до P (1, n)-
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сопряженности инвариантом алгебры L является одна из функций: µ(x; 0, n),
µ(x; 0, . . . ,m, n), h(x; 1, . . . ,m) (m = 1, . . . , n− 1), α ln(x0 − xn) + xn−1.

Максимальной алгеброй инвариантности в AG̃(n − 1)+⊃ 〈J0n〉 для функции
µ(x; 0, n) является алгебра AE(n − 1) ⊕ 〈J0n〉; для µ(x; 0, . . . ,m, n) (m < n −
1) — V (1,m)+⊃ (AO(m) ⊕ 〈J0n〉)) ⊕ (W (m + 1, n − 1)+⊃ AO(m + 1 ↑ n − 1)); для
h(x; 1, . . . ,m) (m < n−1) — AO(m)⊕M(m+1, n−1)+⊃ (AO(m+1 ↑ n−1)⊕〈J0n〉);
для α ln(x0 − xn) + xn−1 — AG̃(n− 2)+⊃ 〈J0n + αPn−1〉.
Доказательство. Пусть M ∈ L и проекция L на 〈P0〉 равна 0. При J0n ∈ L
инвариантом алгебры L (с точностью до P (1, n)-сопряженности) является функция
h(x; 1, . . . ,m) (1 ≤ m ≤ n−1). Если J0n �∈ L и инвариант отличен от h(x; 1, . . . ,m),
то согласно теореме 3.2 можно предполагать, что L = 〈J0n + αPn−1,M〉 (α > 0).
Инвариантом этой алгебры является функция α ln(x0 − xn) + xn−1.
В остальных случаях инвариантом алгебры L будет одна из функций: µ(x; 0, n),

µ(x; 0, . . . ,m, n), h(x; 1, . . . ,m) (m = 1, . . . , n− 1). Следствие доказано.
Теорема 3.3. Пусть F̂ — подалгебра алгебры AG̃(n − 1), обладающая ненуле-
выми проекциями на AO(n − 1) и на 〈P0〉. Тогда F̂ сопряжена U + L, где L —
подпрямая сумма алгебр L1 и L2, содержащихся в AO(k) и M(k + 1, n − 1),
соответственно. U — подпространство пространства M(1, k), [L1, U ] = U ,
[P0, U ] ⊂ U ; при этом, если U �= 0, то π2(U) = W (1, d).

Если U �= 0 и π1(U) = 0, то ПСИ алгебры F̂ составляют основные инва-
рианты алгебры F̂ + AO(d)/U + AO(d) от переменных x0, xd+1, . . . , xn, а если
π1(U) �= 0, то ПСИ алгебры F̂ составляют основные инварианты алгебры
F̂ +AO(d)/U + 〈M〉 +AO(d) от переменных x0 − xn, xd+1, . . . , xn−1.
Доказательство. На основании теоремы 2.3, леммы 3.1 из [12] и теоремы 3.1
из [10] алгебра F̂ сопряжена U + L, где L — подпрямая сумма L1 ⊂ AO(k) и
L2 ⊂ M(k + 1, n − 1), a U ⊂ M(1, k) и [L1, U ] = U , [P0, U ] ⊂ U . Если U �= 0,
то в силу теоремы 3.1 [10] можно предполагать, что π2(U) = W (1, d). Поскольку
[P0, U ] ⊂ U , то для любого инварианта f(x) алгебры U + L имеем ∂if(x) = 0 для
всех i = 1, . . . , d. Поэтому f(x) не зависит от x1, . . . , xd. Теорема доказана.

Следствие. Пусть L — подалгебра алгебры AG̃(n − 1), обладающая ненулевой
проекцией на 〈P0〉. Если codim L = 1, то с точностью до P (1, n)-сопряженности
инвариантом алгебры L является одна из следующих функций: h(x; 1, . . . ,m)
(m = 1, . . . , n− 1), (x0 − xn)2 − 2xn−1.

Максимальной алгеброй инвариантности в AG̃(n−1) для функции h(x; 1, . . . ,
m) является алгебра AO(m)⊕(M(m+1, n−1)+⊃ AO(m+1 ↑ n−1)), m < n−1, а
для функции (x0−xn)2−2xn−1 — алгебра M(1, n−2)+⊃ (AO(n−2)⊕〈P0+Gn−1〉).
Доказательство. Если функция h(x; 1, . . . ,m) не является инвариантом алге-
бры L, то на основании предложения 2.5 и теоремы 3.3 можно допускать, что
L = 〈M,P0 + Gn−1, P2, . . . , Pn−2〉. Отсюда вытекает, что инвариантом алгебры L
является функция (x0 − xn)2 − 2xn−1. Следствие доказано.

Предложение 3.1. Функция x0 −xn является инвариантом каждой подалгебры
алгебры AG̃(n−1), имеющей нулевую проекцию на 〈P0〉. Максимальная алгебра
инвариантности для функции x0 − xn в AG̃(n − 1) совпадает с M(1, n − 1)+⊃
AO(n− 1).
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