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О непрерывных подгруппах обобщенной
группы Пуанкаре P (1, n)

Л.Ф. БАРАННИК, А.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

1. Введение
Описание подгрупповой структуры обобщенной группы Пуанкаре P (1, n) необ-

ходимо для решения ряда задач теоретической и математической физики: изуче-
ние физических систем с переменной массой и спином [1–3], построение точных
частных решений некоторых нелинейных дифференциальных уравнений [4], реду-
кция представлений группы P (1, n) на ее подгруппы [5].
Систематическое изучение непрерывных подгрупп неоднородных групп пре-

образований квантовой механики начато в работе [6], в которой предложен об-
щий метод классификации относительно определенной сопряженности подалгебр
конечномерной алгебры Ли L с нетривиальным абелевым идеалом N , являющим-
ся полупрямым слагаемым: L = N+⊃ L1. Этим методом проведена классификация
подалгебр алгебр Ли групп Пуанкаре P (1, 3) [6], P (1, 4) [7, 8] и групп Евклида
E(3) [9], E(4) [10]. В силу чрезвычайной общности метод не всегда эффективно
реализуется.
В настоящей работе для случая группы P (1, n) дается дальнейшее развитие ме-

тода Патеры–Винтернитца–Цассенхауза [6], позволяющее свести проблему клас-
сификации относительно P (1, n)-сопряженности подалгебр алгебры Пуанкаре к
описанию относительно O(1, k)-сопряженности неприводимых подалгебр алгебры
AO(1, k) и к описанию относительно O(k)-сопряженности неприводимых подал-
гебр алгебры AO(k) (k = 2, . . . , n).

2. Максимальные подалгебры
Пусть R — поле вещественных чисел; 〈X1, . . . , Xs〉 — векторное пространство

или алгебра Ли над R с образующими X1, . . . , Xs; Rn+1 — n+1-мерное арифмети-
ческое векторное пространство над R; U = Un+1 — n + 1-мерное псевдоевклидово
пространство со скалярным произведением

(X,Y ) = x0y0 − x1y1 − · · · − xnyn; (1)

O(1, n) — группа линейных преобразований Un+1, сохраняющих (X,X) для ка-
ждого X ∈ Un+1. Будем предполагать, что O(1, n) реализована в виде веществен-
ных матриц порядка n + 1.
Группой Пуанкаре P (1, n) называется мультипликативная группа матриц

(
∆ Y
0 1

)
,

где ∆ ∈ O(1, n), Y ∈ Rn+1.
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Через AG обозначим алгебру Ли группы Ли G.
Алгебра Пуанкаре AP (1, n) определяется такими коммутационными соотноше-

ниями:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ − gαγJβδ − gβδJαγ ,

[Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ , Jβα = −Jαβ , [Pα, Pβ ] = 0,
(2)

где g00 = −g11 = · · · = −gnn = 1, gαβ = 0 при α �= β (α, β = 0, 1, . . . , n).
Генераторы поворотов Jαβ порождают алгебру AO(1, n), а генераторы трансля-

ций Pα порождают коммутативный идеал N , причем AP (1, n) = N+⊃ AO(1, n).
Пусть C такая матрица порядка n+2 над R, что отображение ϕC : X → CXC−1

является автоморфизмом AP (1, n). Если C ∈ G, G ⊂ P (1, n), то ϕC называется
G-автоморфизмом. Если C = diag (λE, 1) (λ ∈ R, λ > 0), то автоморфизм ϕC

называется гомотетией.
Подалгебры K и K ′ алгебры AP (1, n) называются P (1, n)-сопряженными, если

ϕC(K) = K ′ для некоторого P (1, n)-автоморфизма ϕC алгебры AP (1, n).
Отождествим N с U , сопоставив Pi n + 1-мерный столбец с единицей на

i-ом месте и с нулями на остальных местах (i = 0, 1, . . . , n). Элементы AO(1, n)
считаем матрицами порядка n + 1. При таком подходе [X,Y ] = X · Y для любых
X ∈ AO(1, n), Y ∈ N .
Пусть W — невырожденное подпространство пространства U . Если F — по-

далгебра AO(W ), то тождественное отображение F является представлением F
в AO(W ). Будем называть его тривиальным представлением F в AO(W ). Подал-
гебра F ⊂ AO(W ) называется неприводимой, если тривиальное представление F
в AO(W ) является неприводимым. Подалгебра F ⊂ AO(W ) называется вполне
приводимой, если ее тривиальное представление вполне приводимо.

Теорема 1. Максимальные подалгебры алгебры AO(1, n) исчерпываются отно-
сительно O(1, n)-сопряженности максимальными неприводимыми подалгебра-
ми и такими алгебрами: AO(n); AO(1, k) ⊕ AO′(n − k), где AO′(n − k) =
〈Jab | a, b = k + 1, . . . , n〉, k = 2, . . . , n − 1; 〈G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉),
где Ga = J0a − Jan (a = 1, 2, . . . , n − 1).
Доказательство. Пусть F — подалгебра алгебры AO(1, n), U1 — подпространс-
тво пространства U , инвариантное относительно F . Если U1 — вырожденное
пространство, то оно содержит одномерное F -инвариантное изотропное подпро-
странство W , сопряженное 〈P0 + Pn〉. В этом случае F является подалгеброй
алгебры L = {X ∈ AO(1, n) | (∀ Y ∈ W )(XY ∈ W )}. Нетрудно получить, что
L = 〈G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AO(n−1)⊕〈J0n〉). Если U1 — невырожденное пространство,
то оно является псевдоевклидовым или евклидовым пространством. На основании
теоремы Витта нормализатор U1 в AO(1, n) сопряжен с одной из алгебр: AO(n),
AO(1, k) ⊕ AO′(n − k). Теорема доказана.
Пусть AE(n) = 〈P1, . . . , Pn〉+⊃ AO(n), AE′(k) = 〈Pk+1, . . . , Pn〉+⊃ AO′(n − k),

AG̃(n − 1) — расширенная алгебра Галилея с базисом: M = P0 + Pn, P0, P1, . . .,
Pn−1, G1, . . . , Gn−1, Jab (a, b = 1, . . . , n − 1). Согласно теореме 1 описание подал-
гебр алгебры AP (1, n) сводится к описанию относительно P (1, n)-сопряженности
подалгебр алгебр AE(n), AP (1, k)⊕AE′(n−k), AG̃(n−1)+⊃ 〈J0n〉, а также алгебр
U+⊃ F , где F — неприводимая подалгебра алгебры AO(1, n).
Пусть π — проектирование алгебры AP (1, n) на AO(1, n), F — подалгебра

AO(1, n), F̂ — такая подалгебра алгебры AP (1, n), что π(F̂ ) = F . Если алгебра F̂
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P (1, n)-сопряжена алгебре W+⊃ F , где W есть F -инвариантное подпространство
пространства U , то F̂ будем называть расщепляемой в алгебре AP (1, n). Если
любая подалгебра F̂ ⊂ AP (1, n), удовлетворяющая условиюπ(F̂ ) = F , является
расщепляемой, то будем говорить, что подалгебра F обладает только расщепля-
емыми расширениями в алгебре AP (1, n). Аналогично определяется расщепляе-
мость подалгебр и для других алгебр неоднородных преобразований.

Предложение 1. Пусть L = 〈G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉), где Ga =
J0a − Jan (a = 1, 2, . . . , n − 1). Подалгебра F ⊂ AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉 обладает
только расщепляемыми расширениями в L тогда и только тогда, когда F —
полупростая алгебра или F не сопряжена подалгебре алгебры AO(n − 2).
Нетрудно установить, что если n — нечетное число, то AO(1, n) обладает отно-

сительно O(1, n)-сопряженности только одной максимальной разрешимой подалге-
брой:

〈G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , J2k−1,2k, J0n〉 (2k = n − 1).
Если n — четное число, то AO(1, n) обладает двумя максимальными разреши-

мыми подалгебрами:
〈J12, J34, . . . , Jn−1,n〉;
〈G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, J0n〉.
Отсюда и из предложения 1 получаем описание максимальных абелевых подал-

гебр алгебры AO(1, n).
Предложение 2. Максимальные абелевы подалгебры алгебры AO(1, n) исчер-
пываются относительно O(1, n)-сопряженности такими алгебрами:
1) n = 2k + 1: 〈J12, J34, . . . , Jn−2,n−1, J0n〉; 〈G1, G2, . . . , Gn−1〉;
〈G1, G2, . . . , G2m, J2m+1,2m+2, . . . , Jn−2,n−1〉 (m = 1, . . . , k − 1);
2) n = 2k: 〈J12, J34, . . . , Jn−1,n〉; 〈J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, J0n〉;
〈J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, Gn−1〉; 〈G1, G2, . . . , Gn−1〉;
〈G1, . . . , G2m, Gn−1, J2m+1,2m+2, . . . , Jn−3,n−2〉 (m = 1, . . . , k − 1).

3. Вполне приводимые подалгебры

Теорема 2. Если n ≥ 2, то неприводимая подалгебра алгебры AO(1, n) является
полупростой и некомпактной.
Доказательство. Пусть F — неприводимая подалгебра алгебры AO(1, n). Тогда
F = Z(F ) ⊕ Q, где Z(F ) — центр, а Q — фактор Леви. Если F — абсолютно
неприводимая алгебра, то в силу леммы Шура Z(F ) = 0. Если F не является
абсолютно неприводимой алгеброй, то при Z(F ) �= 0 получаем, что dim Z(F ) = 1
и квадрат ненулевой матрицы из Z(F ) совпадает с (−λ2)E, λ �= 0, где λ ∈ R.
Последнее противоречит предложению 1. Значит, F — полупростая алгебра.
Если F — компактная алгебра, то существует такая симметрическая матрица

C ∈ GL(n+1, R), что C−1FC ⊂ AO(n+1). Так как exp(C−1FC) = C−1 ·expF ·C,
то в O(n + 1) существует неприводимая группа, которая одновременно сохраняет
x2

0+x2
1+· · ·+x2

n и λ2
0x

2
0−λ2

1x
2
1−· · ·−λ2

nx2
n (λ0, λ1, . . . , λn — ненулевые вещественные

числа). Полученное противоречие и доказывает вторую часть теоремы.

Предложение 3. Приводимая подалгебра F алгебры AO(1, n) является вполне
приводимой тогда и только тогда, когда она сопряжена подалгебре одной из
алгебр: AO(n), AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉 или алгебре L1 ⊕ L2, где L1 — неприводимая
подалгебра алгебры AO(1, k) (k > 1), а L2 — подалгебра алгебры AO′(n − k).
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Предложение 3 является следствием предложения 1, теоремы 2 и того факта,
что Ga действует не вполне приводимо на пространстве 〈P0 + Pn, Pa〉.
Предложение 4. Вполне приводимая подалгебра F алгебры AO(1, n) обладает
только расщепляемыми расширениями в алгебре AP (1, n) тогда и только то-
гда, когда F полупроста или не сопряжена подалгебре одной из алгебр: AO(n),
AO(1, n − 1).
Пусть Γ — тривиальное представление вполне приводимой подалгебры F ал-

гебры AO(1, n), не сопряженной подалгебре алгебры AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉. Тогда
Γ = Γ1+· · ·+Γm, где Γi — неприводимое представление F в AO(Wi) (i = 1, . . . , m).
Положим Fi = {diag (O, . . . ,Γi(X), . . . , O | X ∈ F}. Тогда Fi — неприводимая по-
далгебра алгебры AO(Wi). Если Fi �= 0, то алгебру Fi будем называть неприводи-
мой частью алгебры F . Если Γi и Γj суть эквивалентные представления, то будем
предполагать, что для любого X ∈ F имеет место равенство Γi(X) = Γj(X).
Объединив эквивалентные ненулевые подпредставления, мы получим ненулевые
дизъюнктные примарные подпредставления представления Γ. Соответствующие им
подалгебры алгебры AO(1, n), построенные по тому же правилу что и неприводи-
мые части Fi, будем называть примарными частями алгебры F .
Теорема 3. Пусть K1,K2, . . . ,Kq — примарные части ненулевой вполне приво-
димой подалгебры F алгебры AO(1, n), V — подпространство U , инвариантное
относительно F . Тогда V = V1⊕· · ·⊕Vq⊕Ṽ , где Vi = [Ki, Vi] = [Ki, V ], [Kj , Vi] =
0 при j �= i, Ṽ = {X ∈ V | [F,X] = 0}. Если примарная алгебра K являе-
тся подпрямой суммой неприводимых подалгебр S1, S2, . . . , Sr соответственно
алгебр AO(W1), AO(W2), . . . , AO(Wr), то относительно O(1, n)-сопряженности
ненулевые подпространства W пространства U с условием [K,W ] = W исчер-
пываются пространствами: W1,W1 ⊕ W2, . . . ,W1 ⊕ W2 ⊕ · · · ⊕ Wr.
Доказательство. Разложение V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vq ⊕ Ṽ вытекает из теоремы Гурса о
подалгебрах прямой суммы алгебр Ли. Пусть K — примарная часть алгебры F . В
силу предложения 3 можно предполагать, что K — примарная подалгебра алгебры
AO(n). На основании леммы Шура нетрудно доказать, что если Q — неприводимая
подалгебра алгебры AO(m), то группа автоморфизмов алгебры 〈P1, . . . , Pm〉+⊃ Q
разлагается в прямое произведение группы E(m)-автоморфизмов и группы гомо-
тетий. Отсюда вытекает второе утверждение теоремы.
На основании теоремы 3 описание подалгебр F̂ ⊂ AP (1, n), для которых π(F̂ )

— вполне приводимая алгебра, не сопряженная подалгебре алгебры AO(n − 1) ⊕
〈J0n〉, сводится к описанию неприводимых подалгебр алгебр AO(1, k) и AO(k)
(k = 2, 3, . . . , n). Остальные случаи сводятся к случаю алгебры AG̃(n− 1)+⊃ 〈J0n〉.

4. Подалгебры алгебры Галилея
Алгебра Галилея AG(n) определяется такими коммутационными соотношения-

ми:
[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac, [Pa, Jbc] = δabPc − δacPb,

[Pa, Pb] = 0, [Ga, Jbc] = δabGc − δacGb, [Ga, Gb] = 0, [Pa, Gb] = 0,
[P0, Jab] = [P0, Pa] = 0, [Ga, P0] = Pa (a, b, c, d = 1, 2, . . . , n).

Эта алгебра является факторалгеброй расширенной алгебры Галилея AG̃(n) по
центру 〈M〉. Через AḠ(n) обозначим изохронную алгебру Галилея, т.е. алгебру,
получаемую из AG(n) в результате удаления P0.
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Предложение 5. Подалгебра F ⊂ AO(n) обладает только расщепляемыми ра-
сширениями в алгебре AḠ(n) тогда и только тогда, когда F полупроста или
не сопряжена подалгебре алгебры AO(n − 1).
Алгебра AḠ(n) является подпрямой суммой двух алгебр Евклида 〈P1, . . . , Pn〉

+⊃ AO(n), 〈G1, . . . , Gn〉+⊃ AO(n). Поэтому справедливость предложения 5 вытека-
ет из предложения 1.

Предложение 6. Пусть m = [n/2], δ = 0 при n = 2m, δ = 1 при n = 2m + 1.
Максимальные абелевые подалгебры алгебры AG(n) исчерпываются относи-
тельно G(n)-сопряженности такими алгебрами:

〈P0, P1, . . . , Pn〉; 〈G1 + αP0, P1, P2, . . . , Pn〉 (α > 0);
〈G1, . . . , Gn, P1, . . . , Pn〉; 〈P0, δPn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉;
〈Gn, Pn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 (n = 2m + 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, P0, P2a+1, . . . , Pn〉 (a = 1, . . . ,m − 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn, G2a+1, . . . , Gn〉 (a = 1, . . . ,m − 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, G2a+1 + αP0, P2a+1, . . . , Pn〉 (α > 0, a = 1, . . . , m − 1).

Доказательство. Относительно G(n)-сопряженности алгебра AG(n) обладает то-
лько одной максимальной разрешимой подалгеброй:

K = 〈P0, P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉.
Пусть L — максимальная абелевая подалгебра AG(n). Тогда L ⊂ K. Если прое-
кция L на 〈P0〉 отлична от нуля, то P0 ∈ L и проекция L на 〈G1, . . . , Gn〉 является
нулевой или проекция L на векторное пространство 〈P0, G1, . . . , Gn〉 совпадает с
〈G2s+1 + αP0〉. Нетрудно получить, что проекция L на 〈J2d−1,2d, P2d−1, P2d, G2d−1,
G2d〉 совпадает с 〈J2d−1,2d〉 или с подалгеброй алгебры 〈P2d−1, P2d, G2d−1, G2d〉.
Значит, L сопряжена одной из алгебр, выписанных в формулировке предложения.
Каждая подалгебра F алгебры AO(n) является вполне приводимой алгеброй

Ли линейных преобразований пространства 〈P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn〉. Как и в тео-
реме 3, получаем, что описание подалгебр алгебры AḠ(n) сводится к нахожде-
нию неприводимых подалгебр алгебр AO(m) (m = 2, . . . , n) и к классифика-
ции пространств, получаемых склеиванием неприводимых относительно данной
алгебры F ⊂ AO(m) подпространств соответственно пространств 〈P1, . . . , Pn〉,
〈G1, . . . , Gn〉.
Отметим, что в [11] описаны относительно G(3)-сопряженности все подалгебры

алгебр Галилея AG(3). Получена также классификация подалгебр расширенной
алгебра Галилея. Эти результаты уточняют классификацию, проведенную в [12].
Вместо S1+⊃ F, . . . , Sm+⊃ F будем употреблять запись F : S1, . . . , Sm. Пусть

V b
a = 〈Pa, . . . , Pb〉, W b

a = 〈Ga, . . . , Gb〉, Nα
a,b = 〈Ga + αPb, Gb − αPa〉.

Теорема 4. Пусть F — проекция F̂ ⊂ AG(4) на AO(4). Подалгебры F̂ алгебры
AG(4) с условием dim F ≥ 3 исчерпываются относительно G(4)-сопряженнос-
ти подалгебрами алгебры AG(3) и такими алгебрами:

AO(4): O, 〈P0〉, V 4
0 , V 4

1 , W 4
1 , V 4

1 + W 4
1 , V 4

0 + W 4
1 ;

〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J12 − J34〉: O, 〈P0〉, V 4
0 , V 4

1 , W 4
1 , Nα

1,2 + N−α
3,4 ,

V 4
1 + W 4

1 , V 4
0 + W 4

1 (α �= 0);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J12 − J34 + αP0〉: O, V 4

1 , V 4
1 + W 4

1 (α �= 0);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉: O, 〈P0〉, V 4

0 , V 4
1 , W 4

1 , Nα
1,2 + N−α

3,4 , V 4
1 + W 4

1 ,
V 4

0 + W 4
1 (α �= 0);

AO(3) ⊂+〈G1, G2, G3, G4 + λP4〉 (λ �= 0);
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AO(3): Sj, V 3
0 + Sj (j = 1, 2, 6), V 3

1 + Sj (j �= 4, 7), W 3
1 + Sj (j = 1, 2, 6),

V 3
1 +W 3

1 +Sj , где Sj совпадает с одним из пространств: 〈P4〉, 〈G4〉, 〈P0 +αG4〉,
〈P0, P4〉, 〈P0 + αG4, P4〉, 〈P4, G4〉, 〈P0, P4, G4〉 (α > 0; j = 1, . . . , 7).
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