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О непрерывных подгруппах
псевдоортогональных
и псевдоунитарных групп
А.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

В работе изучаются подалгебры алгебр LO(p, q) и LU(p, q). Найдены все максималь-
ные и максимальные разрешимые подалгебры алгебр LO(p, q) и LU(p, q). Изучена
структура таких подалгебр. Получена формула числа максимально разрешимых по-
далгебр изотропного ранга r и найдены размерности всех подалгебр такого рода.
Полностью изучены максимальные и максимальные разрешимые подалгебры алге-
бры LSU(p, q) с точностью до SU(p, q)-сопряженности. Выделены вполне приводи-
мые подалгебры алгебры LO(V ), обладающие только расщепляемыми расширениями
в алгебре V +⊃ LO(V ). Изучена структура одномерных подалгебр алгебры LO(p, q).
Для алгебр LO(p, 1) и LO(p, 2) полностью проведена классификация подалгебр та-
кого рода. Рассматривается ряд свойств неприводимых подалгебр алгебры LO(p, q).

Введение
В различных приложениях теории групп в математической и теоретической фи-

зике важное значение приобретает задача описания непрерывных подгрупп данной
группы Ли с точностью до внутренней сопряженности. Эта задача сводится к опи-
санию относительно определенной сопряженности классов подалгебр данной ал-
гебры Ли. Патера, Винтернитц и Цассенхауз [1] предложили метод для изучения
максимальных разрешимых подалгебр полупростых алгебр Ли. С помощью этого
метода они нашли в явном виде все q + 1 максимальных разрешимых подалгебр
Sk, k = 0, . . . , q, алгебры LU(p, q), p ≥ q > 0. Размерность подалгебры Sk равна
(2k + 1)(p + q − k) − 1. Ими же описание максимальных разрешимых подалгебр
алгебры LO(p, q) было сведено к описанию максимальных разрешимых подалгебр
алгебр LO(p− 1, q− 1) и LO(p− 2, q− 2). Был решен также вопрос о числе макси-
мальных разрешимых подалгебр алгебры LO(p, q). Отметим, что структура таких
подалгебр как в алгебре LSU(p, q), так и в алгебре LO(p, q), в указанных работах
[1–2] не рассматривалась.
Систематическое изучение подалгебр конечномерной алгебры Ли с нетриви-

альным разрешимым идеалом начато в работах [3–5]. Методом, предложенным в
этих работах, была проведена классификация подалгебр таких алгебр: LP (1, 3)
[3], LSim(1, 3) [4], LO(2, 3) [5], LOpt(1, 2) [5].
В настоящей работе предложен метод для изучения подалгебр алгебр LO(p, q)

и LSU(p, q) с точностью до O(p, q)- и SU(p, q)-сопряженности (соответственно).
Работа состоит из 8 параграфов. В § 1 найдено полное описание максимальных
подалгебр алгебры LO(p, q).
В § 2 получено полное описание максимальных разрешимых подалгебр алгебры

LO(p, q) и, в частности, изучена их структура. Если L — максимальная разреши-
мая подалгебра, то важнейшей характеристикой ее является ранг r максимального
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вполне изотропного подпространства N0, инвариантного относительно подалгебры
L. Число r мы называем изотропным рангом подалгебры L. Максимальная разре-
шимая подалгебра изотропного ранга r алгебры LO(p, q) обладает таким комму-
тативным идеалом S, фактор-алгебра L/S по которому разлагается в полупрямую
сумму V (p+q−2r)

r +⊃ (Φ1 ⊕ Φ2) коммутативной подалгебры V
(p+q−2r)
r размерности

r(p+ q− 2r) и алгебры Φ1 ⊕Φ2, являющейся прямой суммой максимальной разре-
шимой вполне приводимой подалгебры алгебры LO(p − r, q − r) и максимальной
разрешимой подалгебры алгебры gl(r,R).В предлагаемой работе дано полное опи-
сание подалгебр S, V (p+q−2r)

r , Φ1, Φ2. Исходя из этого, получаем разложение
алгебры L, рассматриваемой как множество, в декартовое произведение хорошо
известных множеств. Получена также формула числа максимальных разрешимых
подалгебр изотропного ранга и найдены размерности всех подалгебр такого рода.
В § 3 получено полное описание максимальных и максимальных разрешимых

подалгебр алгебры LSU(p, q). Эти результаты формулируются аналогично резуль-
татам § 2.
В § 4 изучаются вполне приводимые подалгебры конечномерной алгебры

JO(V ), являющейся полупрямой суммой нетривиального коммутативного идеала
V и алгебры LO(V ) линейных преобразований пространства V . Выделены те из
них, которые обладает только расщепляемыми в алгебре JO(V ). Доказана следу-
ющая теорема: вполне приводимая подалгебра L алгебры LO(V ) обладает только
расщепляемыми расширениями в алгебре JO(V ) в том и только в том случае,
когда выполняется одно из следующих условий: 1) L полупроста; 2) L аннулирует
только нулевое подпространство пространства V .
В § 5 рассматривается задача описания одномерных подалгебр алгебры

LO(p, q) с точностью до O(p, q)-сопряженности. С этой целью определяется есте-
ственное разложение L = L1 ∗ L2 ∗ L3 ∗ L4 подалгебры L изотропного ранга r > 0
в подпрямое произведение проекций L1, L2, L3 и L4 подалгебры L соответственно
на LO(r), V (p+q−2r)

r , LO(p− r, q− r) и gl(r,R). Доказано предложение, утвержда-
ющее, что если подалгебры L и L′ изотропного ранга r алгебры LO(p, q) O(p, q)-
сопряжены, то подалгебры L3 и L′

3 O(p−r, q−r)-сопряжены, а подалгебры L4 и L′
4

GL(r,R)-сопряжены. Это предложение сводит классификацию одномерных подал-
гебр изотропного ранга r > 0 алгебры LO(p, q) к описанию одномерных подалгебр
алгебры gl(r,R) с точностью до GL(r,R)-сопряженности и одномерных вполне
приводимых подалгебр алгебры LO(p − r, q − r) с точностью до O(p − r, q − r)-
сопряженности. Эти результаты и результаты § 4 позволили изучить структуру
одномерных подалгебр алгебры LO(p, q) в общем случае. Для алгебр LO(p, 1) и
LO(p, 2) полностью проведена классификация подалгебр такого рода.
В § 6 определяется разложение вполне приводимой подалгебры L ⊂ LO(p, q) в

подпрямое произведение L = L1 ∗ · · · ∗Ls неприводимых подалгебр Li ⊂ LO(pi, qi),
pi ≤ p, qi ≤ q. Указанное разложение существенно используется для изучения
свойств вполне приводимых подалгебр.
Свойства неприводимых подалгебр алгебры LO(p, q) изучаются в § 7. Эти ре-

зультаты позволили в § 8 изучить структуру подпространства V1 ⊂ V , инвари-
антного относительно вполне приводимой подалгебры алгебры LO(p, q). Отметим,
что полученные результаты относительно непрерывных подгрупп группы O(p, q)
без существенных изменений переносятся на случай группы SU(p, q).
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§ 1. Максимальные подалгебры алгебры LO(p, q)
Пусть V — векторное пространство над полем вещественных чисел R, ϕ —

невырожденная квадратичная форма на пространстве V . Для квадратичной формы
ϕ существует такой базис {T1, . . . , Tp+q} пространства V , что

ϕ =
p∑

i=1

x2
i −

p+q∑
i=p+1

x2
i .

Известно, что пара чисел (p, q) не зависит от выбора базиса, а зависит лишь от ϕ,
и называется сигнатурой формы ϕ.
Вектор T ∈ V называется изотропным, если ϕ(T ) = 0. Пространство V1 ⊂ V

называется:
1) изотропным, если существует ненулевой вектор T ∈ V1, ортогональный к V1;
2) вполне изотропным, если ϕ(T ) = 0 для любого вектора T ∈ V1.
Группой O(p, q) называется группа {f ∈ GL(V ) | ϕ(T ) = ϕ(f(T ))}, составлен-

ная из изометрий пространства (V, ϕ). Если в базисе {Ti} пространства V матрица
f равна S, то f ∈ O(p, q) тогда и только тогда, когда STJp,qS = Jp,q, где

Jp,q =
(
Ep 0
0 −Eq

)
,

Ep — единичная матрица порядка p, ST — матрица, транспонированная к матрице
S. Таким образом, группу O(p, q), где p и q — целые числа, можно определить как
группу всех квадратных матриц A порядка p + q над полем вещественных чисел
R, удовлетворяющих матричному уравнению

ATJp,qA = Jp,q.

Отсюда вытекает, что алгебра LO(p, q) группы O(p, q) состоит из всех веществен-
ных матриц X, удовлетворяющих соотношению

X · Jp,q + Jp,q ·XT = 0.

Пространство V будем предполагать реализованным как пространство (p+ q)-
мерных вектор-столбцов над R. Тогда действие элемента J алгебры LO(p, q) на
вектор-столбец T пространства V сводится к обычному умножению T слева на
матрицу J , т.e. [J, T ] = J ·T . Тем самым определена алгебра JO(p, q), являющаяся
полупрямой суммой пространства V размерности p+q и алгебры LO(p, q). В даль-
нейшем алгебру LO(p, q), действующую на пространстве (V, ϕ), будем обозначать
через LO(V ).
К алгебре LO(p, q) близко примыкает алгебра LSU(p, q). По определению она

состоит из всех комплексных матриц X ∈ sl(p + q, C), удовлетворяющих соотно-
шению

X∗Jp,q + Jp,q ·X = 0,

где X∗ — матрица, эрмитово-сопряженная X. Алгебра LSU(p, q) является ал-
геброй Ли группы SU(p + q, C), которая состоит из всех комплексных матриц
X ∈ SL(p+ q, C), удовлетворяющих соотношению

X∗Jp,qX = Jp,q.



4 А.Ф. Баранник, В.И. Фущич

Рассматривая подалгебру L(p, q), мы в настоящем параграфе будем предпола-
гать, что p ≥ q > 0.

Определение. Подалгебра L ⊂ LO(V ) называется вполне приводимой подалге-
брой класса 0, если каждое L-инвариантное подпространство пространства V
обладает L-инвариантным прямым ортогональным дополнением.

Из данного определения вытекает, что подалгебра L ⊂ LO(V ) вполне приво-
дима класса 0, если V не содержит L-инвариантного вполне изотропного подпро-
странства.
В данной работе, за исключением § 4, вполне приводимые подалгебры класса 0,

будем называть вполне приводимыми подалгебрами.
Будем говорить, что подалгебра L ⊂ LO(V ) относится к классу r или имеет

изотропный ранг r, если ранг максимального вполне изотропного подпространс-
тва, инвариантного относительно подалгебры L, равен r. Для вполне приводимой
подалгебры изотропный ранг полагаем равным нулю.
Изотропный ранг r, очевидно, удовлетворяет соотношению 0 ≤ r ≤ q.
Пусть L — максимальная подалгебра алгебры LO(V ), не являющаяся вполне

приводимой. Если r — изотропный ранг подалгебры L, то L оставляет инвари-
антным вполне изотропное подпространство N0 ранга r. В силу теоремы Витта
можно допускать, что N0 = 〈T1 +Tp+q−r+1, . . . , Tr +Tp+q〉. Для изучения структу-
ры подалгебры L воспользуемся следующей конструкцией.
Пусть p и q — целые числа, p ≥ q > 0. Для натурального числа r, 0 <

r ≤ q, рассмотрим алгебру LO(p − r, q − r) и алгебру gl(r,R) всех вещественных
квадратных матриц порядка r. Пусть далее V (n−2r)

r , n = p + q, — множество
всех вещественных r × (n − r)-матриц. Это множество превращается в алгебру
Ли, если положить [X,Y ] = 0 для любых двух элементов X,Y ∈ V

(n−2k)
r . Если

LO(p − r, q − r) ⊕ gl(r,R) — прямая сумма подалгебр LO(p − r, q − r) и gl(r,R),
B ∈ LO(p − r, q − r), C ∈ gl(r,R) и X ∈ V

(n−2r)
r , то положим [B + C,X] = −X ·

B + C ·X. Нетрудно убедиться, что относительно этого умножения мы получаем
алгебру Ли, являющуюся полупрямой суммой пространства V

(n−2r)
r и алгебры

LO(p− r, q − r) ⊕ gl(r,R). Полученную алгебру обозначим через JO(V (n−2r)
r ).

Пусть L — максимальная подалгебра класса r > 0 алгебры LO(V ) и N0 =
〈T1+Tp+q−r+1, . . . , Tr+Tp+q〉 — максимальное вполне изотропное подпространство,
инвариантное относительно L. Ортогональное дополнение к N0 совпадает с N =
N0+N1, где N1 = 〈Tr+1, . . . , Tp+q−r〉. Следовательно, N инвариантно относительно
L. Пусть L0 = {J0 ∈ L | [J,N1] ⊂ N0, L1 = {J ∈ L | [J,N1] ⊂ N1}. Докажем, что
L = L0 + L1. Действительно, каждый элемент J подалгебры L имеет следующий
вид:

J =


 A1 B1 A2

B2 C B3

AT
2 B4 D


 , (1.1)

где A1, C, D — квадратные матрицы порядка r, p + q − 2r соответственно и
AT

1 = −A1, DT = −D. Учитывая принадлежность элемента J алгебре LO(p, q), из
соотношения J · Jp,q + Jp,q · JT = 0 получаем, что



О непрерывных подгруппах псевдоортогональных и псевдоунитарных групп 5

K =


 0 0 0

0 C 0
0 0 0


 ∈ LO(p, q).

Рассмотрим произвольный элемент X ∈ N1. Имеем [J,X] = X ′ +X0, где X ′ ∈ N1,
X0 ∈ N0. Так как [K,X] = X ′, [K,N0] = 0, то K ∈ L1. Следовательно, B1 =
B4 = 0 и ввиду соотношения [J − K,X] = 0, которое выполняется для любого
X ∈ N1, получаем, что J −K ∈ L0. Поэтому J ∈ L0 + L1 и тем самым равенство
L = L0 + L1 доказано.
Очевидно, S = {J ∈ L | [J,N ] = 0} является идеалом алгебры L. Имеет место

следующая теорема.

Теорема 1.1. Пусть L — максимальная подалгебра класса r > 0 алгебры LO(V ).
Тогда фактор-алгебра L/S изоморфна алгебре JO(V (n−2r)

r ).

Доказательство. Каждый элемент подалгебры L имеет вид (1.1), где A1, C, D —
квадратные матрицы порядка r, n− 2r, r соответственно и AT

1 = −A1, DT = −D.
Матрицу B1 разобьем на блоки B1 = (B11, B12), где B11 — r × (p − r)-матрица,
B12 — r × (q − r)-матрица. Тогда

B2 =
( −BT

11

BT
12

)
. (1.2)

Изучим строение подалгебры L0. Поскольку N1 и N0 состоят соответственно из
векторов

 0
X
0


 ,


 Y

0
Y


 ,

и L0N1 ⊂ N0, то B1X = B4X и CX = 0. Ввиду произвольности X отсюда вытека-
ет, что B1 = B4, C = 0. Кроме того, L0 оставляет инвариантным подпространство
N0 и потому A1 +A2 = AT

2 +D, B3 = −B2. Следовательно, произвольная матрица
подалгебры L0 представляется в виде суммы

 0 B1 0
B2 0 −B2

0 B1 0


+


 A1 0 −A1

0 0 0
A1 0 −A1


+


 0 0 B

0 0 0
BT 0 B −BT


 ,

где B ∈ gl(r,R), а B2 определена равенством (1.2).
Изучим далее структуру подалгебры L1. Имеем
 B1X

CX
B4X


 =


 0

Y
0


 .

Следовательно, B1 = B4 = 0 и потому L1 состоит из матриц вида
 A1 0 A2

0 C 0
AT

2 0 D


 ,
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где A1 + A2 = AT
2 + D. Поэтому каждая матрица подалгебры L1 разлагается в

сумму
 0 0 0

0 C 0
0 0 0


+


 A1 0 −A1

0 0 0
A1 0 −A1


+


 0 0 B

0 0 0
BT 0 B −BT


 ,

где C ∈ LO(p−r, q−r), B ∈ gl(r,R). Таким образом, каждый элемент J подалгебры
L имеет следующий вид:

J =


 J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1


+


 0 J2 0

J ′
2 C −J ′

2

0 J2 0


+

+


 0 0 0

0 J3 0
0 0 0


+


 0 0 J4

0 0 0
JT

4 0 J4 − JT
4


 ,

где J1 — кососимметрическая квадратная матрица порядка r, J2 — произвольная
r× (n− 2r)-матрица, J3 ∈ LO(p− r, q− r) и J4 ∈ gl(r,R). Определим отображение
ψ : JO(V (n−2r)

r ) по правилу

ψ(J) = (J2, J3, J4) ∈ JO(V (n−2r)
r ). (1.3)

Непосредственной проверкой убеждаемся, что ψ — гомоморфизм алгебры L на
алгебру JO(V (n−2r)

k ) с ядром S, состоящим из матриц вида
 J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1


 .

Следовательно, L/S ∼= JO(V (n−2r)
r ). Теорема доказана.

Если r = 1, то из доказанной теоремы получаем, что максимальная подалгебра
класса 1 разлагается в полупрямую сумму V (n−2)

1 +⊃ (LO(p − 1, q − 1) ⊕ gl(1, R)),
поскольку в этом случае S = 0. Так как gl(1, R) ∼= R, то действие алгебры gl(1, R)
на пространстве V1 сводится к обычному умножению элементов пространства
V

(n−2)
1 , на скаляры из поля R. Если r = 2, то dimRS = 1 и L/S ∼= V

(n−4)
2 +⊃

(LO(p− 2, q − 2) ⊕ gl(2, R)).
Разложение (1.3), полученное при доказательстве теоремы 1.1, означает, что

соответствие J ↔ (J1, J2, J3, J4) является взаимно однозначным соответствием
между элементами алгебры L и элементами декартового произведения LO(r) ×
V

(n−2r)
r ×LO(p−r, q−r)×gl(r,R). В этом смысле будем говорить, что L разлагается
в декартово произведение LO(r), V (n−2r)

r , LO(p − r, q − r), gl(r,R) и записывать
это так:

L = LO(r) × V (n−2r)
r × LO(p− r, q − r) × gl(r,R).
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§ 2. Максимальные разрешимые подалгебры алгебры LO(p, q)
В силу теоремы 1.1 любая максимальная подалгебра L класса r алгебры LO(p, q)

содержит такой разрешимый идеал S1, фактор-алгебра L/S1 по которому являе-
тся прямой суммой подалгебр LO(p − r, q − r) и gl(r,R). Поэтому максимальная
разрешимая подалгебра алгебры LO(p, q) определяет максимальные разрешимые
подалгебры Φ1 и Φ2 алгебр LO(p − r, q − r) и gl(r,R) соответственно. Исследуем
структуру подалгебр Φ1 и Φ2.
Пусть W1 = 〈T1, . . . , Tp〉, W2 = 〈Tp+1, . . . , Tp+q〉, ϕi — ограничение квадрати-

чной формы ϕ на подпространство Wi (i = 1, 2). Группы изометрий пространств
(W1, ϕ1) и (W2, ϕ2) обозначим соответственно через O(p) и O(q), а их алгебры
Ли — через LO(p) и LO(q). Справедлив следующий результат.
Предложение 2.1. Пусть L — максимальная вполне приводимая разрешимая
подалгебра алгебры LO(p, q). Тогда число pq четное и алгебра L O(p, q)-сопря-
жена подалгебре L′, разлагающейся в прямую сумму L1 ⊕ L2 максимальных
коммутативных подалгебр L1 и L2 алгебр LO(p) и LO(q) соответственно.
Размерность подалгебры L равна

[
p+q
2

]
(целая часть от p+q

2 ).
Доказательство. Заметим, что квадратичная форма ϕ определяет скалярное прои-
зведение на векторном пространстве V . Скалярное произведение векторов X и Y
пространства V будем обозначать через X · Y . Так как L вполне приводима, тo
пространство V разлагается в прямую ортогональную сумму V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs

L-неприводимых подпространств V1, . . . , Vs. Согласно теореме Ли о разрешимых
подалгебрах dimRVi ≤ 2. Если dimRVi = 2, то в силу теоремы Витта можно
предполагать, что Vi = 〈Ti1 , Ti2〉, где Ti1 , Ti2 ∈ 〈T1, . . . , Tp+q〉. Поэтому в слу-
чае T 2

i1
= 1, T 2

i2
= −1 получаем, что L оставляет инвариантным вполне изо-

тропное подпространство 〈Ti1 + Ti2〉, что противоречит предположению. Таким
образом, T 2

i1
= T 2

i2
= 1, или T 2

i1
= T 2

i2
= −1, и потому Vi ⊂ 〈T1, . . . , Tp〉, или

Vi ⊂ 〈Tp+1, . . . , Tp+q〉. В частности, число pq — четное.
Пусть Li = {J ∈ LO(p, q) | [J, Vi] ⊂ Vi ∧ [J, Vj ] = 0, если i 
= j}. Нетрудно

убедиться, что Li — подалгебра алгебры LO(p, q) и [L,Li] ⊂ Li. Так как Li —
разрешимая, то в силу максимальности L отсюда вытекает, что Li ⊂ L. Таким
образом, L = L1 ⊕ · · · ⊕ Ls, что и доказывает предложение.
Предложение 2.2. Максимальная разрешимая подалгебра L алгебры gl(r,R)
сопряжена подалгебре матриц

Z−1LZ =




∆1(L) ∗
. . .

0 ∆s(L)


 ,

где ∆i(L) — неприводимая разрешимая подалгебра вещественных матриц по-
рядка 1 или 2. Если deg ∆i = 1, то ∆i(L) = R; если deg ∆i = 2, то

∆i(L) = R

(
1 0
0 1

)
+R

(
0 1
−1 0

)
.

Две максимальные разрешимые подалгебры Z−1LZ и

L′ =




∆′
1(L′) ∗

. . .
0 ∆′

t(L′)






8 А.Ф. Баранник, В.И. Фущич

сопряжены (изоморфны) тогда и только тогда, когда s = t и ∆i(L) = ∆′
i(L′)

для всех i = 1, . . . , s.
Доказательство. Согласно теореме Ли неприводимое представление разрешимой
алгебры Ли L над полем R имеет размерность 1 или 2. Следовательно, существует
такая невырожденная матрица Z ∈ GL(r,R), что L̄ = Z−1LZ имеет вид (2.2), где
∆i — неприводимое представление алгебры L над R степени 1 или 2. Из разре-
шимости и максимальности L вытекает, что ∆i(L) — максимальная разрешимая
подалгебра алгебры gl(αi, R), αi = deg ∆i. Поэтому, если αi = 1, то ∆i(L) = R;
если αi = 2, то

∆i(L) = R

(
1 0
0 1

)
+R

(
0 1
−1 0

)
.

Таким образом, каждой максимальной разрешимой подалгебре алгебры gl(r,R)
соответствует набор чисел (α1, . . . , αs), удовлетворяющих следующим условиям:

1 ≤ αi ≤ 2;
s∑

i=1

αi = r. Докажем, что различные наборы определяют несопряжен-

ные (неизоморфные) подалгебры. Доказательство этого утверждения проведем,
следуя статье [2].
Действительно, пусть V 1

r — пространство r-мерных вектор-столбцов над R и V1

— подпространство V 1
r , натянутое на первые α1 единичных r-векторов. Очевидно,

V1 — минимальное ненулевое L̄-инвариантное подпространство пространства V 1
r .

Подпространство V1 аннулируется нильпотентной подалгеброй L0, состоящей из
всех матриц вида


Θ1 ∗

. . .
0 Θs


 ,

где Θi — нулевая квадратная матрица порядка αi. Нетрудно убедиться, что r-
столбец, который аннулируется подалгеброй L0, является линейной комбинацией
первых α1 единичных r-векторов и потому принадлежит V1. Таким образом, V1

однозначно определяется подалгеброй L̄ и α1 = dimR V1. Аналогично подалгебра
L′ определяет подпространство V ′

1 ⊂ V 1
r , причем α′

1 = dimR V
′
1 . Следовательно,

если α1 
= α′
1, то подалгебры L̄ и L′ не сопряжены (не изоморфны). Предложение

доказано.
Исследуем далее структуру максимальной разрешимой подалгебры L класса

r > 0 алгебры LO(p, q).
Прежде всего отметим, что поскольку [S,N ] = 0, то ввиду гомоморфизма (1.4)

определено действие алгебры JO(V (n−2r)
r ) на пространстве N . Если M — подал-

гебра JO(V (n−2r)
r ), M ′ — ее проекция на подалгебру LO(p− r, q− r) и существует

вполне изотропное M ′-инвариантное подпространство N ′
0 ⊂ 〈Tr+1, . . . , Tp+q−r〉,

то подалгебра M оставляет инвариантным вполне изотропное подпространство
N0 ⊕ N ′

0. Следовательно и подалгебра ψ
−1(M) оставляет инвариантным вполне

изотропное подпространство N0 ⊕ N ′
0. Учитывая данное замечание и доказанную

теорему 1.1, получаем следующий результат.

Теорема 2.1. Пусть L — максимальная разрешимая подалгебра класса r алге-
бры LO(V ). Тогда S ⊂ L и фактор-алгебра L/S изоморфна алгебре V (n−2r)

r +⊃
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(Φ1 ⊕ Φ2) ⊂ JO(V (n−2r)
r ), где Φ1 — максимальная вполне приводимая разре-

шимая подалгебра алгебры LO(p − r, q − r); Φ2 — максимальная разрешимая
подалгебра алгебры gl(r,R). Изоморфизм L/S ∼= V

(n−2r)
r +⊃ (Φ1 ⊕ Φ2) индуциру-

ется гомоморфизмом (1.4).
Таким образом, максимальная разрешимая подалгебра L класса r алгебры

LO(V ), рассматриваемая как множество, разлагается в декартово произведение

L = LO(r) × V (n−2r)
r × Φ1 × Φ2.

Пусть L′ — максимальная разрешимая подалгебра класса r′ алгебры LO(V ) и

L′ = LO(r′) × V
(n−2r′)
r′ × Φ′

1 × Φ′
2.

Имеет место следующее утверждение.

Предложение 2.3. Алгебры L и L′ O(p, q)-сопряжены тогда и только тогда,
когда r = r′; Φ1 и Φ′

1 O(p− r, q − r)-сопряжены, Φ2 и Φ′
2 GL(r,R)-сопряжены.

Здесь GL(r,R) — группа всех обратимых квадратных матриц порядка r
над полем R.
Доказательство. Необходимость. Если подалгебры L и L′ O(p, q)-сопряжены, то
максимальное вполне изотропное подпространство N0, инвариантное относительно
L, отображается на максимальное вполне изотропное подпространство N ′

0, инвари-
антное относительно L′. Следовательно, N0 = N ′

0 и r = r′. Поэтому Φ1 и Φ′
1 явля-

ются максимальными вполне приводимыми подалгебрами алгебры LO(p− r, q− r)
и в силу предложения 2.1 сопряжены относительно группы O(p − r, q − r). До-
кажем сопряженность подалгебр Φ2 и Φ′

2 относительно общей линейной группы
GL(r,R). Если r = 1, то gl(2, R) содержит только две максимальные разреши-
мые подалгебры размерностей 2 и 3 соответственно и потому сопряженность Φ2

и Φ′
2 очевидна. Пусть r > 2, тогда аннулятор подпространства N0 в алгебре L

совпадает с подалгеброй L1 = LO(r) × V
(n−2r)
r × Φ1, а в алгебре L′ — с подал-

геброй L′
1 = LO(r) × V

(n−2r)
r × Φ′

1. Отсюда вытекает, что O(p, q)-автоморфизм ψ,
отображающий L на L′, отображает L1 на L′

1 и потому L/L1
∼= L′/L′

1. Так как
L/L1

∼= Φ2, a L′/L′
1
∼= Φ′

2, то Φ2
∼= Φ′

2. Применяя предложение 2.2, получаем, что
Φ2 и Φ′

2 сопряжены относительно группы GL(r,R).
Докажем достаточность. Поскольку Φ1 и Φ′

1 O(p − r, q − r)-сопряжены, то
существует такая матрица C1 ∈ O(p− r, q − r), что Φ1 = C−1

1 Φ′
1C1. Тогда O(p, q)-

автоморфизм ψ1, определяемый матрицей
 E 0 0

0 C1 0
0 0 E


 ∈ O(p1, q1),

отображает алгебру L′ на алгебру L̄ = LO(r) × V
(n−2r)
r × Φ1 × Φ′

2. Далее, так
как всякий элемент X ∈ GL(r,R) записывается в виде X = C2 expU (полярное
разложение), где C2 ∈ O(r), U — симметрическая матрица, то достаточно огра-
ничится случаем, когда Φ2 и Φ′

2 O(r)-сопряжены. Пусть C−1
2 Φ′

2C2 = Φ2. Тогда
O(p, q)-автоморфизм ψ2, определяемый матрицей

 C2 0 0
0 E 0
0 0 C2


 ∈ O(p, q),
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отображает L̄ на алгебру L. Следовательно, алгебры L и L′ O(p, q)-сопряжены.
Предложение доказано.
Теорема 2.1 и предложение 2.3 сводят описание максимальных разрешимых

подалгебр класса r к описанию максимальных вполне приводимых разрешимых
подалгебр алгебры LO(p−r, q−r) и максимальных разрешимых подалгебр алгебры
gl(r,R) с точностью до сопряженности.
Предложение 2.4. Пусть r — изотропный ранг максимальной разрешимой по-
далгебры алгебры LO(p, q), σr — число таких подалгебр. Тогда

σr =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)r

−
(

1 −√
5

2

)r]
(2.1)

и справедливы следующие утверждения:
1) если p и q имеют разную четность, то r = 1, 2, . . . , q;
2) если p и q четные, то r = 2, 4, . . . , q;
3) если p и q нечетные, то r = 1, 3, . . . , q.

Доказательство. Утверждения 1, 2 и 3 предложения 2.4 вытекают из теоре-
мы 2.2 и предложения 2.3. Далее, σ1 = 1, σ2 = 2, и согласно предложению 2.3
σr = σr−1 +σr−2. Следовательно, числа последовательности {σn} являются числа-
ми Фибоначчи. Но тогда справедливость формулы (2.3) вытекает из результатов
статьи [2]. Предложение доказано.
Ввиду теоремы 2.2 и предложений 2.1 и 2.2 размерность d(L) максимальной

разрешимой подалгебры L ранга r можно вычислить по формуле

d(L) =
r2 − r

2
+ r(p+ q − 2r) +

[
p+ q

2

]
+ θ, (2.2)

где θ — размерность максимальной разрешимой подалгебры алгебры gl(r,R). Со-
гласно предложению 2.4 такая подалгебра полностью определяется набором чисел
(α1, . . . , αs) и потому

θ =
r2 − r

2
+ s, s =

[
r + 1

2

]
, . . . , q.

При использовании формулы (2.2) следует иметь в виду, что числа p, q и r должны
удовлетворять условиям предложения 2.4.
Сделаем еще одно замечание о максимальных разрешимых подалгебрах ал-

гебры LO(p, q). Из предложения 2.1 вытекает, что если число pq четное, то су-
ществует единственная максимальная вполне приводимая разрешимая подалге-
бра, являющаяся подалгеброй Картана и обладающая базисом {(E12 −E21), (E34 −
E43), . . . , (E2[ p

2 ]−1,2[ p
2 ]−E2[ p

2 ],2[ p
2 ]−1), (Ep+1,p+2−Ep+2,p+1), . . . , (Ep+2[ q

2 ]−1,p+2[ q
2 ]−

Ep+2[ q
2 ],p+2[ q

2 ]−1)}, где Eik — квадратная матрица порядка n, у которой все эле-
менты нули, за исключением элемента, стоящего на пересечении i-ой строки и
k-го столбца и равного 1. Если подалгебра не является вполне приводимой, то она
полностью определяется изотропным рангом r и набором целых чисел (α1, . . . , αs),

удовлетворяющих двум условия: 1) 1 ≤ αi ≤ 2; 2)
s∑

i=1

αi = r.
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§ 3. Максимальные разрешимые подалгебры алгебры LSU(p, q)
Предложенный в предыдущих параграфах подход к описанию максимальных

разрешимых подалгебр алгебры LO(p, q) без изменений может быть перенесен
на алгебру LSU(p, q), p ≥ q > 0. Структура максимальной вполне приводимой
разрешимой подалгебры алгебры LSU(p, q) выясняется в следующем предложении.

Предложение 3.1 [1]. Пусть L — максимальная вполне приводимая разрешимая
подалгебра алгебры LSU(p, q). Тогда она SU(p, q)-сопряжена подалгебре


iλ1 0

iλ2

. . .
0 iλp+q


 ,

где λi — вещественное число и λ1 + λ2 + · · · + λp+q = 0.

Изучим вначале максимальные и максимальные разрешимые подалгебры алге-
бры LU(p, q), p ≥ q > 0. Пусть L — максимальная подалгебра класса r алгебры
LU(p, q) и N0 = 〈T1 + Tp+q−r+1, . . . , Tr + Tp+q〉 — максимальное вполне изотро-
пное подпространство, инвариантное относительно L. Ортогональное дополнение
к N0 совпадает с N = N0 ⊕N1, N1 = 〈Tr+1, . . . , Tp+q−r〉, и потому N инвариантно
относительно L. Подалгебра S = {J ∈ L | [J,N ] = 0} является идеалом алгебры L.
Каждый элемент J ∈ L можно представить в виде

J =


 J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1


+


 0 J2 0

J ′
2 0 −J ′

2

0 J2 0


+

+


 0 0 0

0 J3 0
0 0 0


+


 0 0 J4

0 0 0
J∗

4 0 J4 − J∗
4


 ,

(3.1)

где J∗
1 = −J1, J3 ∈ LU(p− r, q− r), J4 ∈ gl(r, C), J2 = (J21, J22), J21 — r× (p− r)-

матрица, J22 — r × (q − r)-матрица,

J ′
2 =

( −J∗
21

J22

)
.

Пусть V̄ (n−2r)
r — множество всех комплексных r × (n − 2r)-матриц. Это мно-

жество превращается в алгебру Ли, если положить [X,Y ] = 0 для любых двух
элементов X,Y ∈ V̄

(n−2r)
r . Если LU(p− r, q− r)⊕ gl(r, C) — прямая сумма подал-

гебр LU(p− r, q − r) и gl(r, C), B ∈ LU(p− r, q − r), D ∈ gl(r, C), X ∈ V̄
(n−2r)
r , то

положим [B +D,X] = X ·B+D ·X. Нетрудно убедиться, что относительно этого
умножения мы получаем алгебру Ли, являющуюся полупрямой суммой пространс-
тва V̄ (n−2r)

r и алгебры LU(p− r, q − r) ⊕ gl(r, C). Полученную алгебру обозначим
через JU(V̄ (n−2r)

r ).
Определим отображение ψ : L → JU(V̄r

(n−2r)) по правилу

ψ(J) = (J2, J3, J4) ∈ JU(V̄ (n−2r)
r ). (3.2)
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что ψ — гомоморфизм алгебры L на
алгебру JU(V̄ (n−2r)

r ) с ядром S, состоящим из матриц вида
 J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1


 .

Таким образом, имеет место следующая теорема.

Теорему 3.1. Пусть L — максимальная подалгебра класса r > 0 алгебры
LO(p, q). Тогда фактор-алгебра L/S изоморфна алгебре JU(V̄ (n−2r)

r ).

Разложение (3.1) означает, что соответствие J ↔ (J1, J2, J3, J4) является взаим-
но однозначным между элементами подалгебры L и элементами декартова прои-
зведения LU(r)×V̄ (n−2r)

r ×LU(p−r, q−r)×gl(r, C) (рассматриваемыми как множе-
ства). В этом смысле будем говорить, что L разлагается в декартово произведение
LU(r), V̄ (n−2r)

r , LU(p− r, q − r), gl(r, C), и записывать это так:

L = LU(r) × V̄ (n−2r)
r × LU(p− r, q − r) × gl(r, C).

Максимальные разрешимые подалгебры класса r алгебры LU(p, q) описываются
такой теоремой.

Теорема 3.2. Пусть L — максимальная разрешимая подалгебра класса r алге-
бры LU(p, q). Тогда S ⊂ L и фактор-алгебра L/S изоморфна алгебре V̄ (n−2r)

r +⊃
(Φ1 ⊕ Φ2) ⊂ JU(V̄ (n−2r)

r ), где Φ1 — максимальная вполне приводимая разре-
шимая подалгебра алгебры LU(p − r, q − r), Φ2 — максимальная разрешимая
подалгебра алгебры gl(r, C). Изоморфизм L/S ∼= V̄

(n−2r)
r +⊃ (Φ1 ⊕ Φ2) индуциру-

ется гомоморфизмом (3.2).

Таким образом, максимальная разрешимая подалгебра L класса r алгебры
LU(p, q), рассматриваемая как множество, разлагается в декартово произведение

L = LU(r) × V̄ (p+q−2r)
r × Φ1 × Φ2.

Если L′ — некоторая другая максимальная разрешимая подалгебра класса r′ ал-
гебры LU(p, q) и

L′ = LU(r′) × V̄
(p+q−2r)
r′ × Φ′

1 × Φ′
2

— соответствующее разложение, то справедливо следующее предложение.

Предложение 3.2. Алгебры L и L′ U(p, q)-сопряжены тогда и только тогда,
когда r = r′, Φ1 и Φ′

1 U(p− r, q − r)-сопряжены, Φ2 и Φ′
2 GL(r, C)-сопряжены.

Так как gl(r, C) содержит только одну максимальную разрешимую подалгебру
с точностью до GL(r, C)-сопряженности и существует только одна максимальная
вполне приводимая разрешимая подалгебра алгебры LU(p− r, q− r), то из предло-
жения 3.2 и теоремы 3.2 вытекает, что LU(p, q) содержит только одну максималь-
ную разрешимую подалгебру класса r для любого r, 0 < r ≤ q. Эта алгебра имеет
следующий вид:

L = LU(r) × V̄ (n−2r)
r × Φ1 × Φ2, (3.3)
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где

Φ1 =




iλ1 0
. . .

0 iλp−r,q−r


 , λi ∈ R, Φ2 =




α1 ∗
. . .

0 α


 .

Теперь уже нетрудно получить все q+1 максимальных разрешимых подалгебр ал-
гебры LSU(p, q). Действительно, каждой максимальной разрешимой подалгебре L
алгебры LU(p, q), определяемой равенством (3.3), соответствует точно одна макси-
мальная разрешимая подалгебра M алгебры LSU(p, q). Если J = (J1, J2, J3, J4) ∈
L общий элемент подалгебры L, то J ∈ M тогда и только тогда, когда Tr J3 +
Tr (J4 − J∗

4 ) = 0, где Tr J3 — след матрицы J3.

§ 4. Подалгебры конечномерных алгебр Ли с абелевым радикалом
В настоящем параграфе мы рассматриваем конечномерную алгебру Ли JO(V ),

являющуюся полупрямой суммой нетривиального коммутативного идеала V и по-
лупростой подалгебры LO(V ). Пусть π — проектирование JO(V ) на LO(V ), L̄ —
такая подалгебра JO(V ), что π(L̄) = L. Если L̄ сопряжена с помощью внутрен-
него автоморфизма алгебры JO(V ) алгебре N+⊃ L, где N — L-инвариантное
подпространство пространства V , то L̄ будем называть расщепляемой в алгебре
JO(V ). Если любая подалгебра L̄ ⊂ JO(V ), удовлетворяющая условию π(L̄) = L,
является расщепляемой, то будем говорить, что подалгебра L ⊂ LO(V ) обладает
только расщепляемыми расширениями в алгебре JO(V ). Примерами таких подал-
гебр являются все полупростые подалгебры. В данном параграфе в классе всех
подалгебр алгебры LO(V ) выделены вполне приводимые подалгебры и изучены их
свойства. Подалгебра L ⊂ LO(V ) называется вполне приводимой, если каждое L-
инвариантное подпространство пространства V обладает L-инвариантным прямым
дополнением. Известно, что если JO(V ) является алгеброй Евклида V+⊃ LO(n),
то все подалгебры ортогональной алгебры LO(n) вполне приводимы. При изуче-
нии структуры произвольной подалгебры алгебры JO(V ) необходимо существенно
использовать свойства вполне приводимых подалгебр алгебры JO(V ). В настоя-
щем параграфе доказана следующая теорема: вполне приводимая подалгебра L
алгебры LO(V ) обладает только расщепляемыми расширениями в алгебре JO(V )
в том и только том случае, когда выполняется одно из следующих условий: 1) L —
полупроста; 2) L аннулирует только нулевое подпространство пространства V . Эта
теорема и другие результаты о вполне приводимых подалгебрах, рассмотренные в
следующих параграфах, позволяют изучить структуру произвольной подалгебры
L̄ ⊂ JO(V ), проекция которой на LO(V ) вполне приводима. Отметим, что ча-
стные случаи сформулированной теоремы рассматривались в [7–10].
Пусть L ⊂ LO(V ) и X — произвольный элемент V . Пересечение всех L-

инвариантных подпространств, пространства V , содержащих X, будем называть L-
подпространством, порожденным X. Если 〈B〉 — одномерная подалгебра алгебры
LO(V ), то она определяет подпространства Ker B = {X ∈ V | [B,X] = 0} и
Im B = {X ∈ V | [B, Y ] = X, Y ∈ V }.
Предложение 4.1. Пусть L — вполне приводимая коммутативная подалгебра
алгебры LO(V ), B — произвольный элемент подалгебры L. Тогда V = Ker B ⊕
Im B.
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Доказательство. Если Y ∈ Ker B, D ∈ L, то используя тождество Якоби

[[B,D], Y ] + [[D,Y,B] + [[Y,B],D] = 0

и соотношения [B,D] = 0, [Y,B] = 0, получаем, что [[D,Y ], B] = 0, а значит,
[D,Y ] ∈ Ker B. Следовательно, [L, Ker B] ⊂ Ker B. Так как L вполне приводима,
то V = Ker B⊕V ′, где V ′ инвариантно относительно L. Поэтому [B, V ] = [B, V ′] ⊂
V ′. Отсюда вытекает, что [B, V ′] = V ′, а значит, Im B = V ′. Следовательно,
V = Ker B ⊕ Im B. Предложение доказано.

Предложение 4.2. Пусть L — вполне приводимая коммутативная подалгебра
алгебры LO(V ), B — ненулевой элемент подалгебры L. Тогда пространство
Im B разлагается в прямую сумму подпространств, неприводимых и инвари-
антных относительно подалгебры 〈B〉.
Доказательство. Поскольку L вполне приводима, то пространство V разлагается
в прямую сумму V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vt L-неприводимых инвариантных подпространств
Vi. Размерность dimVi каждого из подпространств Vi равна 1 или 2. Пусть Ji =
{X ∈ Vi | [B,X] = 0}. Нетрудно убедиться, что подпространство Ji инвариантно
относительно L и в силу неприводимости Vi Ji = 0 или Ji = Vi. В первом случае
Vi ⊂ Im B, во втором — Vi ⊂ Ker B. Отсюда вытекает, что подпространство
Im B является прямой суммой всех тех подпространств Vi, каждое из которых,
содержится в Im B.
Рассмотрим произвольное подпространство Vi, содержащееся в Im B. Если

dimVi = 1, то Vi B-неприводимо. Пусть далее dimVi = 2 и подпространство Vi B-
приводимо. Тогда существует такой базис пространства Vi, относительно которого
матрица Bi линейного оператора ad B имеет вид

Bi =
(
α γ
0 β

)
,

где α, β, γ ∈ R. С другой стороны, Bi ∈ gl(2, R) и потому Bi подобна над полем
вещественных чисел матрице, содержащейся в алгебре

R

(
1 0
0 1

)
+R

(
0 1
−1 0

)
.

Следовательно, Bi = α

(
1 0
0 1

)
и потому Vi разлагается в прямую сумму двух

B-неприводимых подпространств. Предложение доказано.

Предложение 4.3. Пусть 〈B〉 — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ).
Если из условия [B,X] = 0, X ∈ V вытекает, что X = 0, то подалгебра 〈B〉
обладает только расщепляемыми расширениями в алгебре JO(V ).

Доказательство. Пусть 〈B + X〉, X ∈ V , — одномерная подалгебра алгебры
JO(V ). Возьмем какой-либо базис P1, . . . , Ps пространства V и пусть

(expP1)(B) = B +X1, X1 ∈ V,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(expPs)(B) = B +Xs, Xs ∈ V.
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Докажем, что X1, . . . , Xs — базис пространства V . Действительно, предположим,
что X1, . . . , Xs линейно зависимы. Тогда существуют такие вещественные числа
α1, . . . , αs (не все равные нули), что

α1X1 + · · · + αsXs = 0.

Так как V — коммутативная подалгебра, то (expαiPi)(B) = B + αiXi, значит,

(expα1P1 · · · expαsPs)(B) = B + α1X1 + · · · + αsXs = B.

Поскольку

expα1P1 · · · expαsPs = exp(α1P1 + · · · + αsPs),

то [α1P1 + · · · + αsPs, B] = 0 и потому α1P1 + · · · + αsPs = 0, что противоречит
предложению. Полученное противоречие доказывает, что X1, . . . , Xs — базис V .
Следовательно, X = γ1X1 + · · · + γsXs, γi ∈ R, и потому

(exp(−γ1P1 − · · · − γsPs))(B +X) = B − γ1X1 − · · · − γsXs +X = B.

Предложение доказано.
Из доказательства настоящего предложения вытекает справедливость следую-

щего предложения.

Предложение 4.4. Пусть 〈B + X〉 — одномерная подалгебра алгебры JO(V ),
B ∈ LO(V ), X ∈ V . Если V = Im B ⊕ Ker B, то подалгебра 〈B +X〉 с помощью
некоторого автоморфизма expP , P ∈ V , сопряжена подалгебре 〈B +X ′〉, X ′ ∈
Ker B.
Предложение 4.5. Пусть L1 — вполне проводимая подалгебра алгебры LO(V ),
которая аннулирует только нулевое подпространство пространства V , L =
L1 ⊕ 〈J〉, J ∈ LO(V ). Если подалгебра L̄ алгебры JO(V ), удовлетворяющая
условию π(L̄) = L, содержит элемент J + X, X ∈ V , и подалгебру L1, то
J ∈ L̄.
Доказательство. Обозначим черв M L1-подпространство пространства V , поро-
жденное X. Пространство M разлагается в прямую сумму неприводимых L1-
подпространств: M = M1 ⊕ · · · ⊕Ms. Докажем индукцией по числу s, что J ∈ L̄.
Пусть s = 1. По условию [L1,X] 
= 0, и потому существует такой элемент

J ′ ∈ L1, что [J ′,X] = X ′, X ′ 
= 0; L1-подпространство M ′
1, порожденное X

′,
содержится в M1 и в силу неприводимости последнего M ′

1 = M1. Поскольку
X ′ ∈ L̄, то M ′

1 ⊂ L̄ и потому X ∈ L̄. Следовательно, J ∈ L̄.
Пусть s > 1, X = X1 + · · · +Xs, где Xi ∈ Mi (i = 1, . . . , s). Существует такой

элемент J ′ ∈ L1, что [J ′,X] = X ′ 
= 0. Рассмотрим разложение X ′ = X ′
1 + · · · +

X ′
s, где X

′
i ∈ Mi (i = 1, . . . , s) и будем считать, что X ′

1 
= 0. Обозначим через
M ′ L1-подпространство M , порожденное X ′. Очевидно, M ′ ⊂ L̄. Проекция M ′

1

пространства M ′ на подпространство M1 является L1-подпространством. Отсюда
в силу неприводимостиM1 заключаем, чтоM ′

1 = M1. Следовательно,M ′, а значит,
и L̄ содержит элемент вида X1 +X2 + · · ·+Xs, где Xi ∈Mi (i = 2, . . . , s). Ho тогда
J + (X2 − X̄2) + · · ·+ (Xs − X̄s) ∈ L̄. В силу индуктивного предположения отсюда
вытекает, что J ∈ L̄. Предложение доказано.
Терема 4.1. Пусть L — вполне приводимая коммутативная подалгебра алгебры
LO(V ). Если L аннулирует только нулевое подпространство пространства V ,
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то подалгебра L обладает только расщепляемыми расширениями в алгебре
JO(V ).

Доказательство. Пусть B1, . . . , Bs — базис подалгебры L, L̄ — подалгебра JO(V ),
удовлетворяющая условию π(L̄) = L. Базис подалгебры L̄ можно выбрать в виде
B1 + X1, . . . , Bs + Xs, Y1, . . . , Yt, где Xi ∈ V , Yj ∈ V . Поскольку L — вполне
приводимая подалгебра, то для любого Bi V = Im Bi ⊕ Ker Bi (предложение 4.1).
Если Y ∈ Ker Bi, B ∈ L, то используя тождество Якоби

[[Bi, B], Y ] + [[B, Y ], Bi] + [[Y,Bi], B] = 0

и соотношения [Bi, B] = 0, [Y,Bi] = 0, получаем, что [[B, Y ], Bi] = 0, а значит,
[B, Y ] ∈ Ker Bi, т.е. [L,Ker Bi] ⊂ Ker Bi. Аналогично [L, Im Bi] ⊂ Im Bi.
Пусть Ld = 〈B1 + X1, . . . , Bd + Xd, Y1, . . . , Yt〉, d = 1, . . . , s. Докажем ин-

дукцией по d, что подалгебра Ld с помощью некоторого автоморфизма expP ,
P ∈ V , сопряжена подалгебре 〈B1 +X ′

1, . . . , Bd +X ′
d, Y1, . . . , Yt〉, где X ′

1, . . . , X
′
d ∈

Ker B1 ∩ · · · ∩ Ker Bd. Если d = 1 то это утверждение вытекает из предложе-
ния 4.4. Пусть d > 1. Согласно индуктивному предположению подалгебра Ld+1

сопряжена подалгебре L′
d+1 = 〈B1 + X ′

1, . . . , Bd + X ′
d, Bd+1 + Z, Y1, . . . , Yt〉, где

X ′
1, . . . , X

′
d ∈ Ker B1 ∩ · · · ∩ Ker Bd, Z ∈ V . Элемент Z представим в виде суммы

P1 + T1, где P1 ∈ Ker B1, T1 ∈ Im B1. Покажем, что подалгебра L′
d+1 содержит

элемент Bd+1 + P1. Действительно, пусть π′ — проектирование алгебры V+⊃ L
на подалгебру Im B1+⊃ L. Тогда π′(L′

d+1) = 〈B1, . . . , Bd, Bd+1 + T1, Y
′
1 , . . . , Y

′
t 〉,

Y ′
i = π′(Yi) (i = 1, . . . , t). В силу предложения 4.2 подпространство Im B1,
рассматриваемое как 〈B1〉-модуль, вполне приводимо и потому к алгебре L′ =
〈B1, Bd+1 + T1, Y

′
1 , . . . , Y

′
t 〉 применимо предложение 4.5. Следовательно Bd+1 ∈ L′

и значит Bd+1 ∈ π′(L′
d+1). Отсюда вытекает, что Bd+1 +P1 ∈ L′

d+1. Используя да-
лее разложение V = Im B2⊕Ker B2, элемент P1 представляем в виде P1 = R2+P2,
где R2 ∈ Im B2, P2 ∈ Ker B2. Так как [L, Im B2] ⊂ Im B2, [L,Ker B2] ⊂ Ker B2, то
из условия [B,P1] = 0, вытекает, что [B1, P2] = 0 и потому P2 ∈ Ker B1 ∩ Ker B2.
Как и выше, убеждаемся, что L′

d+1 содержит элемент Bd+1 + P2. Через d шагов
получаем, что L′

d+1 содержит элемент Bd+1+Pd+1, где Pd+1 ∈ Ker B1∩· · ·∩Ker Bd.
Если Pd+1 = X ′

d+1 + Y ′
d+1, где X

′
d+1 ∈ Ker Bd+1, Y ′

d+1 ∈ Im Bd+1, то существует
такой элемент P ∈ Im Bd+1, что (expP )(Bd+1 + Pd+1) = Bd+1 + X ′

d+1. Так как
(expP )(Bi +X ′

i) = Bi +X ′
i, если i = 1, . . . , d, то L′

d+1, а значит и подалгебра Ld+1

сопряжена подалгебре 〈B1 +X ′
1, . . . , Bd+1 +X ′

d+1, Y1, . . . , Yt〉. Проведенные рассу-
ждения показывают также, что всегда можно считать, что X ′

1, . . . , X
′
d ∈ Ker Bd+1.

В частности, если d = s, то X ′
1, . . . , X

′
s ∈ Ker B1 ∩ · · · ∩ Ker Bs = 0, и потому L̄

сопряжена подалгебре 〈B1, . . . , Bd, Y1, . . . , Yt〉. Теорема доказана.
Из доказательства теоремы 4.1 вытекает справедливость следующего предло-

жения.

Предложение 4.6. Пусть L = 〈B1, . . . , Bs〉 — вполне приводимая подалгебра
алгебры LO(V ); L̄ — подалгебра JO(V ), удовлетворяющая условию π(L̄) =
L. Тогда L̄ с помощью внутреннего автоморфизма алгебры JO(V ) сопряжена
подалгебре 〈B1+X1, . . . , Bs+Xs, Y1, . . . , Yt〉, где X1, . . . , Xs ∈ Ker B1∩· · ·∩Ker Bs,
Y1, . . . , Yt ∈ V .

Если Ker B1∩· · ·∩Ker Bs = 0, то из настоящего предложения получаем теорему
4.1.
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Докажем далее теорему, выделяющую все вполне приводимые подалгебры алге-
бры LO(V ), обладающие только расщепляемыми расширениями в алгебре LO(V ).
При доказательстве ее мы существенно используем теорему 4.1.

Теорема 4.2. Пусть L — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ). По-
далгебра L обладает только расщепляемыми расширениями в алгебре JO(V )
в том и только том случае, когда выполняется одно из следующих условий:

1) L полупроста;
2) L аннулирует только нулевое подпространство пространства V .

Доказательство. Необходимость. Пусть подалгебра L не является полупростой.
Тогда L либо коммутативна, либо разлагается в прямую сумму Z(L) ⊕ Q своего
центра Z(L) полупростой подалгебры Q [12]. Предположим, чтo существует не-
нулевой элемент X1 ∈ V , удовлетворяющий условию [L,X1] = 0. Докажем, что
подалгебра L обладает нерасщепляемыми расширениями в алгебре JO(V ).
Пусть T1, . . . , Tk — базис подалгебры Z(L). Покажем, что подалгебра L̄ =

Q⊕ 〈T1 +X1, T2, . . . , Tk〉 нерасщепляема в алгебре JO(V ). С этой целью восполь-
зуемся матричным представлением алгебры JO(V ). Пусть P1, . . . , Pk — базис про-
странства V , J + P — произвольный элемент алгебры JO(V ), J ∈ LO(V ), P ∈ V .
Обозначим соответственно через S(J) и UP матрицу линейного оператора ad J и
координатный столбец вектора P в указанном базисе. Тогда отображение Θ1:

JO(V ) � J + P →
(
S(J) UP

0 0

)
∈ gl(n+ 1, R)

является изоморфизмом алгебры JO(V ) на некоторую подалгебру Φ алгебры gl(n+
1, R). В частности,

T1 +X1 →
(
S(T1) UX1

0 0

)
.

Следовательно, нерасщепляемость подалгебры L̄ в алгебре JO(V ) будет дока-
зана, если мы покажем, что Θ1(L̄) нерасщепляема в Θ1(JO(V )).
Пусть это не так. Тогда существует такая матрица(

T Y
0 1

)
∈ exp Θ1(JO(V )),

что (
T Y
0 1

)−1(
S(T1) UX1

0 0

)(
T Y
0 1

)
=
(
B′ 0
0 0

)
или (

T−1S(T1)T T−1S(T1)Y + T−1UX1

0 0

)
=
(
B′ 0
0 0

)
.

Следовательно, T−1S(T1)Y + T−1UX1 = 0, откуда S(T1)Y + UX1 = 0. Значит,
UX1 ∈ Im S(T1). С другой стороны, в силу предположения UX1 ∈ Ker S(T1). Так
как L вполне приводима, то Im S(T1) ∩ Ker S(T1) = 0. Поэтому UX1 = 0, а значит
X1 = 0. Мы приходим к противоречию. Полученное противоречие доказывает
необходимость.
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Достаточность. В силу теоремы 4.1 достаточность теоремы справедлива для
коммутативных подалгебр. Поэтому будем предполагать, что L — некоммутатив-
ная подалгебра. Пусть подалгебра L не является полупростой. Тогда L разложима
в прямую сумму Z(L) ⊕Q своего центра Z(L) и полупростой подалгебры Q [12].
Пусть L̄ — произвольная подалгебра JO(V ) с условием π(L̄) = L. Докажем, что
L̄ — расщепляемая подалгебра.
Так как Q — полупростая алгебра, то можно предполагать, что Q ⊂ L̄. Обо-

значим через U максимальное подпространство пространства V , обладающее тем
свойством, что [Q,U ] = 0. Если J1 ∈ Z(L), J2 ∈ Q, X ∈ U , то [J1, J2] = 0,
[J2,X] = 0. Отсюда и из тождества Якоби [J1, [J2,X]]+[J2, [X,J1]]+[X, [J1, J2]] = 0
получаем, что [J2, [X,J1]] = 0. Следовательно, [X,J1] ∈ U . Это означает, что
[Z(L), U ] ⊂ U и потому U инвариантно относительно алгебры L. Следовательно,
U обладает L-инвариантным дополнением U ′, т.е. V = U ⊕ U ′. Пусть L̄1 — про-
екция L̄ на подалгебру U+⊃ Z(L). Так как для любого Y ∈ U имеем [Q,Y ] = 0,
то из условия [Z(L), Y ] = 0 следует, что Y = 0. Если U1 ⊂ U — произвольное
Z(L)-инвариантное подпространство, то оно, очевидно, L-инвариантно, и потому
существует такое L-инвариантное подпространство V1 ⊂ V , что U1 ⊕ V1 = V . Сле-
довательно, U = U1 ⊕ V1 ∩U — разложение пространства U в прямую сумму двух
L-инвариантных подпространств U1 и V1∩U . Таким образом, пространство U , рас-
сматриваемое как Z(L)-модуль, вполне приводимо, и потому в силу теоремы 4.1
существует автоморфизм вида expP , P ∈ U , отображающий L̄1 на подалгебру
N1+⊃ Z(L), N1 ∈ U . Автоморфизм expP отображает при этом L̄ на некоторую
подалгебру L̄′ и оставляет Q на месте. Допустим, что L̄′ содержит элемент вида
J +X, где J ∈ Z(L), X ∈ U ′. Используя предложение 4.5, получаем, что J ∈ L̄′.
Таким образом, L ⊂ L̄′, и потому L̄′, а значит, и L̄ — расщепляемые подалгебры.
Достаточность доказана.

§ 5. Одномерные подалгебры алгебры LO(p, q)
Рассмотрим задачу описания одномерных подалгебр алгебры LO(p, q), p ≥ q >

0, с точностью до O(p, q)-сопряженности. С этой целью используем результаты,
относящиеся к структуре максимальных подалгебр алгебры LO(p, q). Как уста-
новлено в § 1, максимальные подалгебры Lr ⊂ LO(p, q), не являющиеся вполне
приводимыми, можно характеризовать по рангу r > 0 максимального вполне изо-
тропного подпространства N0, инвариантного относительно алгебры Lr. Число r
мы называем изотропным рангом подалгебры Lr.
Пусть L — произвольная подалгебра изотропного ранга r > 0 алгебры LO(p, q)

и пусть N0 = 〈T1 + Tp+q−r+1, . . . , Tr + Tp+q〉 — максимальное вполне изотропное
подпространство, инвариантное относительно L. Каждый элемент J ∈ L можно
представить в виде

J =


 J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1


+


 0 J2 0

J ′
2 0 −J ′

2

0 J2 0


+

+


 0 0 0

0 J3 0
0 0 0


+


 0 0 J4

0 0 0
JT

4 0 J4 − JT
4


 ,

(5.1)

где J1, J3, J4 — квадратные матрицы порядка r, n− 2r и r соответственно, JT
1 =



О непрерывных подгруппах псевдоортогональных и псевдоунитарных групп 19

−J1, J3 ∈ LO(p− r, q − r), J4 ∈ gl(r,R), J2 — произвольная r × (n− 2r)-матрица.
Матрицы J1, J2, J3 и J4 будем называть проекциями J на LO(r), V (n−2r)

r , LO(p−
r, q − r) и gl(r,R) соответственно. Введем обозначения

J̃1 =


 J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1


 , J̃2 =


 0 J2 0

J ′
2 0 −J ′

2

0 J2 0


 ,

J̃3 =


 0 0 0

0 J3 0
0 0 0


 , J̃4 =


 0 0 J4

0 0 0
JT

4 0 J4 − JT
4


 .

Тогда получаем, что

J = J̃1 + J̃2 + J̃3 + J̃4. (5.2)

Разложение (5.2) будем называть естественным разложением элемента J . Если L1,
L2, L3 и L4 — проекции подалгебры L на LO(r), V (n−2r)

r , LO(p−r, q−r) и gl(r,R)
соответственно, то согласно разложению (5.2) получаем естественное разложение

L = L̃1 + L̃2 + L̃3 + L̃4 (5.3)

подалгебры L в подпрямую сумму подалгебр L̃i, где L̃i = {J̃ | J ∈ Li}. Разложение
(5.3) будем записывать также в виде L = L1 ∗ L2 ∗ L3 ∗ L4, рассматривая L как
подмножество подпрямого произведения множеств LO(r), V (n−2r)

r , LO(p− r, q− r)
и gl(r,R). Соответственно этому разложение (5.2) будем записывать в виде J =
J1 ∗ J2 ∗ J3 ∗ J4. Имеет место следующее предложение.

Предложение 5.1. Если подалгебры L и L′ изотропного ранга r алгебры LO(p, q)
O(p, q)-сопряжены, то подалгебры L3 и L′

3 O(p − r, q − r)-сопряжены, а подал-
гебры L4 и L′

4 — GL(r,R)-сопряжены.
Доказательство. Будем считать, что максимальные вполне изотропные подпро-
странства N0 и N ′

0, инвариантные относительно L и L′ совпадают. Если θ O(p, q)-
автоморфизм, отображающий L на L′, то, очевидно, θ(N0) = N ′

0. Следовательно, θ
можно рассматривать как автоморфизм максимальной подалгебры Lr изотропного
ранга r. Автоморфизм θ определяется матрицей

C =


 C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33


 ∈ O(p, q), (5.4)

где C11, C22, C33 — квадратные матрицы степеней r, n − 2r, r соответствен-
но. Поскольку CN0 = N0, то C23 = −C21, C11 + C13 = C31 + C33. Из условия
CTJp,qC = Jp,q получаем далее, что Jp,qC

TJp,qC = E, и потому C−1 = Jp,qC
TJp,q.

Поскольку C−1N0 = N0, то C12 = C32. Из условия CTJp,qC = Jp,q находим, что
CT

22Jp−r,q−rC22 = Jp−r,q−r.
Пусть J3 — произвольный элемент подалгебры LO(p− r, q − r), тогда

C−1


 0 0 0

0 J3 0
0 0 0


C =


 ∗ ∗ ∗

∗ C−1
22 J3C22 ∗

∗ ∗ ∗


 . (5.5)
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Подействуем далее автоморфизмом θ на матрицу

T =


 0 0 B

0 0 0
BT 0 B −BT


 .

Имеем

C−1TC =


 t11 ∗ t13

∗ t22 ∗
∗ ∗ ∗


 ,

где

t11 = −CT
13B

TC11 + CT
11BC31 − CT

13

(
B −BT

)
C31,

t13 = −CT
13B

TC13 + CT
11BC33 − CT

13

(
B −BT

)
C33,

t22 = −Jp1,q1C
T
32B

TC12 + Jp1,q1C
T
12BC32 − Jp1,q1C

T
32

(
B −BT

)
C32 = 0,

(5.6)

и Jp1,q1 = Jp−r,q−r. Учитывая равенство C11 + C13 = C31 + C33, находим

t13 − t11 +
(
CT

11 − CT
31

)
B(C31 + C33). (5.7)

Докажем, что
(
CT

11 − CT
31

)
(C31+C33) = E. Действительно, используя соотношение

CTJp,qC = Jp,q, получаем, что

CT
11C11 + CT

21Jp1,q1C21 − CT
31C31 = E, (5.8)

CT
11C13 + CT

21Jp1,q1C23 − CT
31C33 = 0. (5.9)

Сложим почленно равенства (5.8) и (5.9). Тогда ввиду равенств C21 = −C23 и
C11 + C13 = C31 + C33 имеем(

CT
11 − CT

31

)
(C31 + C33) = E, (5.10)

что и требовалось доказать. Таким образом, ввиду разложения (5.2) и равенств
(5.5)–(5.7) и (5.10) автоморфизм θ индуцирует GL(r,R)-автоморфизм θ4 алгебры
gl(r,R), действующий по формуле

θ4(B) = (C33 + C31)−1B(C33 + C31), B ∈ gl(r,R),

и автоморфизм θ3 алгебры LO(p− r, q − r), действующий по формуле

θ3(J3) = C−1
22 J3C22.

Поскольку θ(L) = L′, то θ4(L4) = L′
4 и θ3(L3) = L′

3. Следовательно, подалгебры
L4 и L′

4 — GL(r,R)-сопряжены, а подалгебры L3 и L′
3 O(p− r, q − r)-сопряжены.

Предложение доказано.
Отметим в связи с предложением 5.1, что при доказательстве предложения 2.3

мы установили, что для любого O(p−r, q−r)-автоморфизма ψ1 подалгебры LO(p, q)
и любого GL(r,R)-автоморфизма ψ2 подалгебры gl(r,R) существует такой O(p, q)-
автоморфизм θ подалгебры Lr, для которого θ3 = ψ1, θ4 = ψ2. Поэтому из
предложения 5.1 вытекает, что группа O(p, q)-автоморфизмов максимальной по-
далгебры Lr изотропного ранга r алгебры LO(p, q) индуцирует на подалгебре
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LO(p − r, q − r) ⊕ gl(r,R) группу автоморфизмов, разлагающуюся в прямое прои-
зведение группы G1 O(p − r, q − r) — автоморфизмов алгебры LO(p − r, q − r) и
группы G2 GL(r,R) — автоморфизмов алгебры gl(r,R).
Нетрудно убедиться далее в справедливости следующих утверждений.

Предложение 5.2. Подалгебры L̃2 и L̃′
2, содержащиеся в Ṽ (n−2r)

r , O(p, q)-сопря-
жены тогда и только тогда, когда L2 и L′

2 сопряжены относительно группы
G1 ×G2.

Предложение 5.3. Если L̃1 и L̃′
1 O(r)-сопряжены, то подалгебры L̃1 и L̃′

1, со-
держащиеся в L̃O(r), O(p, q)-сопряжены.

В дальнейшем нам необходимы результаты, относящиеся к одномерным подал-
гебрам алгебры gl(r,R), и изложенные в [11]. Произвольная квадратная матрица
порядка r над полем вещественных чисел подобна матрице

A =




A1 0
A1

. . .
0 At


 , (5.11)

где

Ai =




0 0 · · · 0 −α(i)
mi

1 0 · · · 0 −α(i)
mi−1

0 1 · · · · ·
· · . . . · ·
· · · · · 0 −α(i)

2

0 · · · · 1 −α(i)
1



. (5.12)

Характеристический многочлен матрицы Ai совпадает с многочленом

Ψi(λ) = λmi + α
(i)
1 λmi−1 + · · · + α(i)

mi
.

Про матрицу A, говорят, что она имеет вторую нормальную форму, характеризуе-
мую:
1) квазидиагональным видом (5.11);
2) специфической структурой диагональных клеток (5.12);
3) дополнительным условием: характеристический многочлен каждой клетки

является степенью неприводимого в поле R многочлена.
В классе подобных матриц существует только одна матрица, имеющая вторую

нормальную форму. Если квадратная матрица A имеет вид (5.11), то говорят, что
A есть прямая сумма матриц A1, . . . , At. Символически это будем записывать так:
A = A1 + · · · +At.
Пусть J2 — произвольная матрица, содержащаяся в V

(n−2r)
r . Произвольный

O(p, q)-автоморфизм θ максимальной подалгебры Lr изотропного ранга r, который
определяется матрицей (5.4), действует на матрицу J2 по формуле: θ(J2) = (CT

11 −
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CT
31)J2C22. Здесь CT

11 − CT
31 ∈ GL(r, 2), C22 ∈ O(p− r, q − r). Следовательно, если

r′ — ранг матрицы J2, то существует такой O(p, q)-автоморфизм θ, что

θ(J2) =




ε1
ε2 0

. . .
εr′

0

0
. . .

0



, (5.13)

где r′ ≤ r, εi = 1 (i = 1, . . . , r′). Про матрицу θ(J2) мы будем говорить, что она
имеет нормальную форму (5.13).
Если J1 ∈ LO(r), то она ортогонально-подобна над полем вещественных чисел

матрице(
0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok, (5.14)

где Ok — нулевая матрица порядка k ≥ 0.
Пусть 〈J〉 — одномерная подалгебра изотропного ранга r > 0 алгебры LO(p, q).

Согласно (5.3) ока разлагается в подпрямое произведение 〈J〉 = 〈J1〉 ∗ 〈J2〉 ∗ 〈J3〉 ∗
〈J4〉 одномерных подалгебр 〈Ji〉, где J1 ∈ LO(r), J2 ∈ V

(n−2r)
r , J3 ∈ LO(p−r, q−r),

J4 ∈ gl(r,R). Если 〈J ′〉 = 〈J ′
1〉∗〈J ′

2〉∗〈J ′
3〉∗〈J ′

4〉 — какая-нибудь другая одномерная
подалгебра изотропного ранга r алгебры LO(p, q) и подалгебры 〈J〉 и 〈J ′〉 O(p, q)-
сопряжены, то в силу предложения 5.1 J3 и J ′

3 O(p− r, q− r)-сопряжены; а J4 и J ′
4

— GL(r,R)-сопряжены. Таким образом, для классификации одномерных подалгебр
изотропного ранга r > 0 алгебры LO(p, q) необходимо вначале провести полную
классификацию одномерных подалгебр 〈J〉 изотропного ранга r, удовлетворяющих
условию J1 = 0, J2 = 0. Предположим, что эта задача решена. На следующем эта-
пе необходимо выяснить структуру проекций J1 ∈ LO(r) и J2 ∈ V

(n−2r)
r алгебры

〈J〉, если известна структура ее проекций J3 ∈ LO(p− r, q− r) и J4 ∈ gl(r,R). Эта
задача решается на основе результатов § 4 о расщепляемых расширениях алгебр
и предложений 5.1–5.3. Справедливо следующее утверждение.

Предложение 5.4. Ненулевые одномерные подалгебры 〈J〉 изотропного ранга
r > 0 алгебры LO(p, q), удовлетворяющие условию J1 = 0, J2 = 0, исчерпываю-
тся относительно O(p, q)-сопряженности такими подалгебрами:

1) если p− r — четное, q − r — нечетное, то

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+· · ·+

(
0 αs

−αs 0

)
+
(

0 β1

−β1 0

)
+· · ·+

(
0 βt

−βt 0

)
+Ok,(5.15)

где s = p−r
2 , t ≤ [ q−r

2

]
; J4 = 0;

2) если p− r — нечетное, q − r — четное, то

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+· · ·+

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok+

(
0 β1

−β1 0

)
+· · ·+

(
0 βt

−βt 0

)
,(5.16)

где s ≤ [p−r
2

]
, t = q−r

2 ; J4 = 0;
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3) если p− r — нечетное, q − r — четное, то

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+· · ·+

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok+

(
0 β1

−β1 0

)
+· · ·+

(
0 βt

−βt 0

)
,(5.17)

где s ≤ p−r
2 , t = q−r

2 ; J4 = 0;
либо

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+· · ·+

(
0 αs

−αs 0

)
+
(

0 β1

−β1 0

)
+· · ·+

(
0 βt

−βt 0

)
+Ok,(5.18)

где s = p−r
2 , t ≤ q−r

2 ; J4 = 0;
4) J3 = 0, J4 имеет вид (5.11);
5) J3 имеет вид 1)–3) настоящего предложения, J4 имеет вид (5.11).

Отметим, что предложение 5.4 дает также полное описание одномерных вполне
приводимых подалгебр алгебры LO(p, q). Такие подалгебры характеризуются тем,
что их изотропный ранг r = 0.
Пусть далее 〈J〉 — произвольная одномерная подалгебра изотропного ранга

r > 0; J = J1 ∗ J2 ∗ J3 ∗ J4 — естественное разложение элемента J . Элемент J3 ∗ J4

действует на пространстве V (n−2r)
r по формуле [J3 ∗ J4,X] = −X · J3 + J4 ·X, X ∈

V
(n−2r)
r , и потому определяет линейный оператор ad2(J3∗J4) пространства V

(n−2r)
r .

Его ядро и образ обозначим соответственно через Ker2(J3 ∗ J4) и Im2(J3 ∗ J4).
Аналогично, J4 действует на пространстве LO(r) по формуле [J4,X] = J4 ·X+X ·
JT

4 и определяет линейный оператор ad1J4 пространства LO(r). Ядро и образ этого
оператора будем обозначать в дальнейшем через Ker1J4 и Im1J4 соответственно.
Справедливо следующее предложение.

Предложение 5.5 [11]. Ядро линейного оператора ad2(J3 ∗ J4) в пространстве
V

(n−2r)
r нулевое тогда и только тогда, когда матрицы J3 и J4 не имеют общих

характеристических чисел.

Теорема 5.1. Ненулевые одномерные подалгебры 〈J〉 изотропного ранга r > 0
алгебры LO(p, q) исчерпываются относительно O(p, q)-сопряженности такими
подалгебрами:

1) J1 = 0 или J1 
∈ Im1J4, J2 = 0 или J2 
∈ Im2(J3 ∗ J4), J3 ∗ J4 относится к
типу 1)–5) предложения 5.4;

2) J1 имеет нормальную форму (5.14), J2 = 0, J3 = 0, J4 = 0;
3) J1 = 0, J2 имеет нормальную форму (5.13), J3 = 0, J4 = 0;
4) J1 имеет нормальную форму (5.14), J3 = 0, J4 = 0,

J2 =




β11 0 0 · · · 0
β21 β22 0 · · · 0
· · · · · · ·
βr1 βr2 βr3 · · · βrs


 , βrs = 0, если s > r.

Рассмотрим более подробно вопрос классификации одномерных подалгебр ал-
гебр LO(p, 1) и LO(p, 2). Исходя из предыдущих результатов, без труда можем
найти все одномерные вполне приводимые подалгебры и подалгебры изотропного
ранга 1. Более детально следует остановиться на классификации подалгебр изо-
тропного ранга 2 алгебры LO(p, 2). Эта задача сводится к описанию одномерных
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подалгебр алгебры gl(2, R) с точностью до GL(2, R)-сопряженности и одномер-
ных подалгебр алгебры LO(p − 2) с точностью до O(p − 2)-сопряженности. Если
J4 ∈ gl(2, R) — произвольная ненулевая квадратная матрица порядка 2, то над
полем вещественных чисел она подобна одной из следующих матриц:(

0 α
−α 0

)
,

(
α β
−β α

)
,

(
λ β
0 λ

)
,

(
α 0
0 β

)
. (5.19)

Произвольная матрица J3 ∈ LO(p−2) ортогонально-подобна над полем веществен-
ных чисел матрице(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok, (5.20)

где Ok — нулевая матрица порядка k ≥ 0, 1 ≤ s ≤ [p−2
2

]
.

Если далее J2 ∈ V
(n−4)
2 , то матрица J2 имеет следующую нормальную форму:(

ε1 0 · · · 0
0 ε2 · · · 0

)
, (5.21)

где ε1 = ε2 = 1, либо ε1 = 1, ε2 = 0.
Рассмотрим одномерную подалгебру 〈J〉 изотропного ранга 2, удовлетворяю-

щую условию J2 = 0, J3 = 0, J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
. Нетрудно убедиться, что подал-

гебра 〈J〉 O(p, q)-сопряжена подалгебре 〈J ′〉, удовлетворяющей условию J ′
1 = 0,

J ′
2 = 0, J ′

3 = 0, тогда и только тогда, когда J4 не подобна одной из следующих
матриц:(

0 α
−α 0

)
,

(
α 0
0 −α

)
,

(
0 β
0 0

)
. (5.22)

Теорема 5.2. Ненулевые одномерные подалгебры 〈J〉 алгебры L(p, 1), p > 1,
исчерпываются относительно O(p, 1)-сопряженности такими подалгебрами:

I. Вполне приводимые подалгебры:

J =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 α p

2−α p
2

0

)
+O1, p — четное;

II. Подалгебры изотропного ранга 1:

1) J1 = 0, J2 = 0, J4 = α,

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok,

где α — произвольное вещественное число, 1 ≤ s ≤ [
p−1
2

]
, Ok — нулевая ма-

трица порядка k ≥ 0;

2) J1 = 0, J2 =
(
O

(1)
1 , . . . , O

(s)
1 , J̄2

)
, J4 = α,

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok,
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где α ∈ R, O(i)
1 = (0 0) — нулевая (1 × 2)-матрица, J̄2 = (1, 0, . . . , 0), 1 ≤ s ≤[

p−1
2

]
, если p — четное, 1 ≤ s ≤ p−1

2 , если p — нечетное.
Теорема 5.3. Ненулевые одномерные подалгебры 〈J〉 алгебры LO(p, 2), p ≥ 2,
исчерпываются относительно O(p, 2)-сопряженности такими подалгебрами:

I. Вполне приводимые подалгебры:

1) J =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 α p

2−α p
2

0

)
, p — четное;

2) J =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok +

(
0 β1

−β1 0

)
, где s ≤ [p

2

]
;

3) J = Op +
(

0 β1

−β1 0

)
, где Op — нулевая матрица порядка p;

II. Подалгебры изотропного ранга 1:

J1 = 0, J2 = 0, J4 = α, J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 α p−1

2−α p−1
2

0

)
, p —

нечетное число;
III. Подалгебры изотропного ранга 2:
1) J1 = 0, J2 = 0, J3 = 0, J4 имеет вид (5.19);

2) J1 =
(

0 1
−1 0

)
, J2 = 0, J3 = 0, J4 = 0;

3) J1 = 0, J2 имеет вид (5.21), J3 = 0, J4 = 0;
4) J1 = 0, J2 = 0, J3 имеет вид (5.20), J4 = 0;

5) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 имеет вид (5.21), J3 = 0, J4 = 0;

6) J1 =
(

0 1
−1 0

)
, J2 = 0, J3 имеет вид (5.20), J4 = 0;

7) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 = 0, J3 = 0, J4 имеет вид (5.22);

8) J1 = 0, J2 = (O(1)
2 , . . . , O

(s)
2 , J̄2), O

(i)
2 — нулевая квадратная матрица,

порядка 2 (i = 1, . . . , s), J̄2 имеет вид (5.21), J3 имеет вид(5.20), J4 = 0;

9) J1 = 0, J2 =
(

1 0 · · · 0
0 0 0 0

)
, J3 = 0, J4 =

(
0 0
0 β

)
;

10) J1 = 0, J2 =
(

0 0 · · · 0
1 0 · · · 0

)
, J3 = 0, J4 =

(
0 β
0 0

)
;

11) J1 = 0, J2 = 0, J3 имеет вид (5.20), J4 имеет вид (5.19);

12) J1 = 0, J2 = (O(1)
2 , . . . , O

(s)
2 , J̄2), J̄2 =

(
1 0 · · · 0
0 0 · · · 0

)
, J3 имеет вид

(5.20), J4 =
(

0 0
0 β

)
;

13) J1 = 0, J2 = (O(1)
2 , . . . , O

(s)
2 , J̄2), J̄2 =

(
0 0 · · · 0
1 0 · · · 0

)
, J3 имеет вид

(5.20), J4 =
(

0 β
0 0

)
;

14) J1 = 0, J3 имеет вид (5.20), J4 =
(

0 β
−β 0

)
, J2 = (A1, A2, . . . , As, J̄2),

где Ai = 0, если β 
= αi, Ai =
(
ai bi
0 0

)
, если β = αi, J̄2 имеет вид (5.21);
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15) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 = 0, J3 имеет вид (5.20), J4 имеет вид (5.22);

16) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 =

(
0 0 · · · 0
1 0 · · · 0

)
, J3 = 0, J4 =

(
0 β
0 0

)
;

17) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 = (O(1)

2 , . . . , O
(s)
2 , J̄2), J̄2 имеет вид (5.21), J3 имеет

вид (5.20), J3 имеет вид (5.20), J4 = 0;

18) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 = (A1, . . . , As, 0), J3 имеет вид (5.20),

J4 =
(

0 α
−α 0

)
, Ai =

(
ai bi
0 0

)
, если α = αi, Ai = 0, если α 
= αi;

19) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J3 имеет вид (5.20), J4 =

(
0 β
0 0

)
,

J2 = (O(1)
2 , . . . , O

(s)
2 , J̄2), J̄2 =

(
0 0 · · · 0
1 0 · · · 0

)
.

§ 6. Вполне приводимые подалгебры алгебры LO(p, q)
Пусть L — произвольная подалгебра алгебры LO(p, q). Алгебру LO(p, q) будем

обозначать в этом параграфе через LO(V ). Предположим, что пространство V
разлагается в прямую ортогональную сумму L-подпространств V1, . . . , Vs. Каждое
из подпространств Vi, очевидно, неизотропно . Если ϕi — ограничение квадрати-
чной формы ϕ на пространство Vi, (pi, qi) — сигнатура формы ϕi, то по теореме
Витта существует O(p, q)-автоморфизм f пространства V , отображающий Vi на
V ′

i = 〈Ti1 , . . . , Tipi
, Tipi

+1, . . . , Tipi
+qi

〉 (i = 1, . . . , s). Здесь i1 < · · · < ipi
< p,

p < ipi
+ 1 < · · · < ipi+qi

. При автоморфизме f алгебра L отображается на некото-
рую алгебру L′ ⊂ LO(V ) и

V = V ′
1 ⊕ · · · ⊕ V ′

s — (6.1)

разложение пространства V в прямую ортогональную сумму L′-подпространств.
Так как подпространство V ′

i обладает базисом, состоящим из некоторых векторов
базиса {Ti} пространства V , то будем говорить, что разложение (6.1) является
разложением пространства V относительно базиса {Ti} в прямую ортогональную
сумму L′-подпространств. Поскольку подалгебры алгебры LO(V ) изучаются с то-
чностью до O(p, q)-сопряженности, то в дальнейшем будем предполагать, что в
классе всех алгебр, O(p, q)-сопряженных между собой, алгебра L выбрана так, что
рассматриваемое разложение V = V1⊕· · ·⊕Vs является разложением пространства
V относительно базиса {Ti} в прямую ортогональную сумму L-подпространств.
Если Ĵ = ad J ∈ ad L — произвольный элемент, то его можно рассматривать

как оператор Ĵi пространства Vi. Матрица Ji оператора Ĵi в базисе пространства
Vi содержится в LO(pi, qi). Таким образом, для любого i ∈ {1, . . . , s} элемент J
из L определяет элемент Ji из LO(pi, qi), который будем называть проекцией J на
LO(pi, qi). Поэтому можем положить

J = J1 ∗ · · · ∗ Js,

рассматривая J как элемент декартова произведения алгебр Li (Li — проекция
L на алгебру LO(pi, qi)), так как операция в алгебре L согласуется с этими же
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операциями в декартовом произведении. Будем говорить, что L разложена отно-
сительно базиса {Ti} в подпрямое произведение алгебр Li ⊂ LO(Vi) и записывать
это так:

L = L1 ∗ · · · ∗ Ls.

Определение 6.1. Подалгебра L ⊂ LO(V ) называется неприводимой, если V —
минимальное L-инвариантное подпространство пространства V (отличное
от нуля).
Пусть L — произвольная вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ). Тогда

пространство V разлагается в прямую ортогональную сумму (относительно базиса
{Ti}) L-неприводимых подпространств V1, . . . , Vs. Этому разложению соответству-
ет разложение L = L1∗· · ·∗Ls алгебры L в подпрямое произведение неприводимых
подалгебр Li ⊂ LO(Vi).
Определение 6.2. Разложение L = L1 ∗L2 алгебры L в подпрямое произведение
подалгебр L1 ⊂ LO(p1, q1) и L2 ⊂ LO(p2, q2) назовем тривиальным, если p1 = p2,
q1 = q2 и существует такая матрица C ∈ O(p1, q1), что каждый элемент
J ∈ L1 ∗ L2 имеет вид J1 ∗ C−1J1C, где J1 ∈ L1.
Если L = L1∗· · ·∗Ls, то проекцию алгебры L на Li∗Lj (декартово произведение

подалгебр Li и Lj) будем обозначать через Li ∗ Lj .

Определение 6.3. Подалгебры Li и Lj в разложении L = L1 ∗ · · · ∗ Ls назовем
равносильными, если разложение алгебры Li ∗ Lj в подпрямое произведение
подалгебр Li и Lj является тривиальным.
Нетрудно убедиться, что рассматриваемое отношение на множестве подалгебр

{L1, . . . ,Ls} является отношением эквивалентности, и потому оно проводит ра-
збиение множества {L1, . . . ,Ls} на классы S1, . . . , St. Проекцию алгебры L на
декартово произведение подалгебр, входящих в Si, обозначим через Ai. Таким
образом, алгебра L разлагается в подпрямое произведение подалгебр A1, . . . , At,
которые будем называть примарными множителями алгебры L и записывать это
так: L = A1 ∗ · · · ∗At.
Роль примарных множителей вполне приводимой подалгебры L будет выяснена

в § 7.

Теорема 6.1 [12]. Если L — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ),
то она либо коммутативна, либо разлагается в прямую сумму своего центра
Z(L) и полупростой подалгебры Q.

§ 7. Неприводимые подалгебры алгебры LO(p, q)
В этом параграфе мы исследуем свойства неприводимых подалгебр алгебры

LO(p, q).
Предложение 7.1. Пусть L — неприводимая подалгебра алгебры LO(p, q), C(L)
— ее централизатор в gl(p + q, C). Если A — максимальная коммутативная
подалгебра C(L), то dimC A ≤ 2.
Доказательство. Если L — абсолютно неприводимая подалгебра, то предложение
вытекает из леммы Шура. Пусть L приводима над полем комплексных чисел. Тогда
существует такая матрица C ∈ gl(p+ q, C), что

L′ = C−1LC =
( L1 0

0 L2

)
,
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где L1 и L2 — неприводимые подалгебры. Рассмотрим два случая.
1. Подалгебры L1 и L2 не сопряжены. Любая матрица, коммутирующая поэле-

ментно с L′, имеет вид(
λ1E 0
0 λ2E

)
.

Следовательно, в рассматриваемом случае dimC A = 2.
2. Подалгебры L1 и L2 сопряжены. Можно предполагать при этом, что L1 = L2.

Любая матрица, коммутирующая поэлементно c L′, имеет вид(
λ1E λ2E
λ3E λ4E

)
∼= gl(2, C).

Значит, и в этом случае dimC A = 2. Предложение доказано.
Предложение 7.2. Пусть L — неприводимая подалгебра алгебры LO(p, q), X ∈
gl(p + q,R) — вещественная матрица, удовлетворяющая условию [X,L] = 0.
Тогда либо X = λE, либо существуют такие вещественные числа α и β, что
(αX + βE)2 = −E.
Доказательство. В силу предложения 7.1 матрицы X2, X, E линейно зависимы
над C. Это значит, что существуют такие комплексные числа α0, α1, α2, что

α0E + α1X + α2X
2 = 0.

Если α2 = 0, то все доказано. Пусть однако, α2 
= 0. Тогда

X2 =
(
−α0

α2

)
E +

(
−α1

α2

)
X = β0E + β1X. (7.1)

Поскольку X — вещественная матрица, то из равенства (7.1) получаем, что либо
X = λE, либо β0, β1 — вещественные числа. Из равенства (7.1) получаем далее,
что

X2 − β1X +
β2

1

4
E =

(
β0 +

β2
1

4

)
E,

или (
X − β1

2
E

)2

= γE, (7.2)

где γ =
(
β0 + β2

1
4

)
. Если γ > 0, то равенство (7.2) можно переписать так:(

X − β1

2
E −√

γE

)(
X − β1

2
E +

√
γE

)
= 0.

Матрица X −
(

β1
2 +

√
γ
)
E коммутирует поэлементно с L, и потому она либо

нулевая, либо обратная. В первом случае X =
(

β1
2 +

√
γ
)
E, во втором — X =(

β1
2 −√

γ
)
E. Если γ < 0, то из равенства (5.2) получаем, что

(
1√−γX − β1

2
√−γE

)2

= −E,
что и доказывает предложение.
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Пpeдлoжeниe 7.3. Пусть L — неприводимая подалгебра алгебры LO(p, q), p 
=
q. Если X ∈ gl(p+ q,R) — вещественная матрица, удовлетворяющая условиям
[X,L] = 0, (X · Jp,q)T = X · Jp,q, то X = λE.
Доказательство. Так как (X · Jp,q)T = X · Jp,q, то матрицу X можно разбить на
блоки:

X =
(
X1 X2

X3 X4

)
,

где X1 — квадратная матрица степени p; X4 — квадратная матрица степени q,
причем XT

1 = X1, XT
2 = −X3, XT

3 = −X2, XT
4 = X4.

Рассмотрим случай p > q. Пусть X 
= λE. В силу предложения 7.2 можно
считать, что X2 = −E. Поскольку X1 симметрическая, то существует такая ве-
щественная матрица U , что U−1XU = Y1 — диагональная матрица. Допустим,
что

Y1 =




λ1 0
. . .

0 λp


 .

Тогда матрица X сопряжена матрице

Y =
(
Y1 Y2

Y3 Y4

)
.

Так как Y 2 = −E, то Y 2
1 + Y2Y3 = −E и, значит, Y2Y3 = −E − Y 2

1 . Обозначим
через Ȳ2 матрицу, которая получается из матрицы Y2 в результате вычеркивания
всех строк с номерами, большими q, а через Ȳ3 — матрицу, которая получается из
матрицы Y3 в результате вычеркивания всех столбцов с номерами, большими q.
Матрицы Ȳ2 и Ȳ3 квадратные, и в силу равенства Y2Y3 = −E−Y 2

1 их произведение
Ȳ2Ȳ3 — обратимая диагональная матрица. Отсюда вытекает, что матрица Y2Ȳ3

имеет следующий вид:


α1 · · · 0
. . .

0 · · · αq

· · · · ·
0 · · · 0


 .

Если через Φ обозначить матрицу(
Ep 0
0 Ȳ3

)
,

то

Φ−1Y Φ =




λ1 0
. . .

0 λp

α1 · · · 0
. . .

0 · · · αq

· · · · ·
0 · · · 0

∗ ∗



.
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Таким образом, матрица Φ−1Y Φ, а значит, и матрица X, имеет вещественный
характеристический корень λp. Следовательно, X = λpE, и потому X2 
= −E.
Полученное противоречие и доказывает предложение для случая p > q.
Если p < q, то с помощью матрицы

D =


 0 · · · 1

· · · · ·
1 · · · 0




получаем алгебру L′ = D−1LD, содержащуюся в LO(q, p). Так как

(D ×D · Jq,p)T = −(D × Jp,qD)T = −D × Jp,qD = D ×D · Jq,p

и [D×D,L′] = 0, то в силу рассмотренного выше случая D×D = λE или X = λE.
Предложение доказано.

Теорема 7.1. Пусть G1 ⊂ LO(p1, q1) и G2 ⊂ LO(p2, q2) — две неприводимые
подалгебры. Если C−1G1C = G2, то CJp2,q2C

T = λJp1,q1 .
Доказательство. Поскольку G1 ⊂ LO(p1, q1), то для любой матрицы A ∈ G1,
справедливо равенство

Jp1,q1A+ATJp1,q1 = 0. (7.3)

Аналогично, для любой матрицы B ∈ G2 выполняется равенство

Jp2,q2B +BTJp2,q2 = 0. (7.4)

Пусть C−1AC = B, тогда, учитывая соотношение (7.4), получаем

Jp2,q2C
−1AC + CTAT

(
C−1

)T
Jp2,q2 = 0,

или

A = −CJp2,q2C
TAT

(
C−1

)T
Jp2,q2C

−1. (7.5)

С другой стороны, используя соотношение (7.3), имеем

A = −Jp1,q1A
TJp1,q1 . (7.6)

Следовательно, ввиду (7.5) и (7.6)

Jp1,q1A
TJp1,q1 = CJp2,q2C

TAT
(
C−1

)T
Jp2,q2C

−1,

Откуда

A = Jp1,q1

(
C−1

)T
Jp2,q2C

−1ACJp2,q2C
TJp1,q1 .

Таким образом, матрица T = CJp2,q2C
TJp1,q1 перестановочна поэлементно с G1.

Ho тoгдa по лемме Шура матрица T либо нулевая, либо обратимая. Поскольку
матрица T удовлетворяет всем условиям предложения 7.3, то T = λE. Следова-
тельно, CJp2,q2C

T = λJp1,q1 . Теорема доказана.
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§ 8. Структура инвариантного подпространства
для вполне приводимой подалгебры

В настоящем параграфе мы рассматриваем задачу нахождения всех инвари-
антных подпространств пространства V для вполне приводимой подалгебры L ⊂
LO(p, q) с точностью до O(p, q)-сопряженности. Если V1 и V2 — подпространства
пространства V , то подпрямую сумму подпространств V1 и V2 будем обозначать
через V1+̇V2.

Предложение 8.1. Пусть L — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ),
разложимая в подпрямое произведение L1 ∗ L2 подалгебр L1 ⊂ LO(p1, q1) и
LO(p2, q2), первая из которых действует неприводимо на подпространстве
V1 = 〈T1, . . . , Tp1+q1〉, а вторая — на подпространстве V2 = 〈T ′

1, . . . , T
′
p2+q2

〉.
Если L-инвариантное подпространство N = V1+̇V2 не разложимо в прямую
сумму V1 ⊕ V2, то разложение L = L1 ∗ L2 является тривиальным.
Доказательство. Если L содержит ненулевой элемент J1∗J2, где J1 ∈ L1, J2 ∈ L2,
то нетрудно убедиться, что J1 
= 0, J2 
= 0. Следовательно, L ∩ L1 = L ∩ L2 = 0 и
потому существует изоморфизм f1 : L1 → L2, определяемый следующим образом:
если J1 ∗ J2 ∈ L1 ∗ L2, то f1(J1) = J2.
Поскольку N не разложимо в прямую сумму подпространств V1 и V2, N ∩V1 =

N ∩ V2 = 0, то существует изоморфизм f2 : V1 → V2, определяемый следующим
образом: если X1 +X2 ∈ V1+̇V2, то f2(X1) = X2. Таким образом, базис инвариан-
тного подпространства N имеет вид: T1+R1, . . . , Tp1+q1+Rp1+q1 , где R1, . . . , Rp1+q1

— базис пространства V2. Отображение f2 : V1 → V2 является, очевидно, L-
изоморфизмом. Ввиду этого для произвольного элемента J = J1 ∗ J2 ∈ L матрица
линейного оператора ad J2 в базисе {R1, . . . , Rp1+q1} совпадает с матрицей J1.
Если C — матрица перехода от базиса {R1, . . . , Rp1+q1} к базису {T ′

1, . . . , T
′
p1+q1

},
то J2 = C−1J1C и, значит, L2 = C−1L1C. Ввиду теоремы 7.1 отсюда вытекает,
что

CJp2,q2C
T = λJp1,q1 . (8.1)

Докажем, что λ > 0. Действительно, пусть λ < 0. В силу закона инерции для
квадратичных форм из равенства (8.1) получаем, что p2 = q1, q2 = p1. Следова-
тельно, CJq1,p1C

T = λJp1,q1 . Тогда

1√−λDC · Jq1,p1

(
1√−λDC

)T

= Jq1,p1 ,

где

D =


 0 · · · 1

· · · · ·
1 · · · 0


 ,

и потому 1√−λ
DC ∈ O(q1, p1). Таким образом, C =

√−λDC1, где C1 ∈ O(q1, p1).
Следовательно, произвольный элемент J1 ∗ J2 ∈ L можно представить в виде
J1∗J2 = J1∗C−1

1 DJ1C1. Пусть θ1 — автоморфизм, определяемый матрицей E∗C−1
1 .

Автоморфизм θ1 отображает алгебру L на алгебру L′ = L1∗DL1D, а пространство
N = 〈Ti + Ri〉 на пространство N ′ = 〈Ti + Ci · Ri〉. Так как DCi · Ri = 1√−λ

T ′
i , то

Ti +C1 ·Ri = Ti + 1√−λ
DT ′

i . Следовательно, подпространство N
′ = 〈Ti + 1√−λ

DT ′
i 〉
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инвариантно относительно алгебры L′. Но тогда инвариантным относительно по-
далгебры L′ будет и подпространство N ′′ = 〈Ti +DT ′

i 〉. Нетрудно убедиться, что
N ′′ — вполне изотропное подпространство, а это противоречит условию, что по-
далгебра L, а значит, и L′, вполне приводима.
Таким образом, λ > 0, и в силу закона инерции для квадратичных форм из

равенства (8.1) получаем, что p1 = p2, q1 = q2 и

1√
λ
CJp1,q1

1√
λ
CT = Jp1,q1 .

Следовательно, C1 = 1√
λ
C ∈ O(p1, q1), C−1

1 G1C1 = G2. Предложение доказано.

Теорема 8.1. Пусть L — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ), L =
A1∗· · ·∗At — ее разложение в подпрямое произведение примарных множителей.
Подпространство N , инвариантное относительно подалгебры L, разлагается
в прямую сумму

N = N1 ⊕ · · · ⊕Nt ⊕N ′,

где [Ai, Ni] = Ni, [Ai, Nj ] = 0, если i 
= j, [L, N ′] = 0.
Доказательство. Доказательство будем проводить индукцией по размерности N .
Рассмотрим вначале случай, когда N — неприводимое подпространство. Пусть
N ′ — максимальное подпространство N , удовлетворяющее условию [L, N ′] = 0.
Ввиду неприводимости N N ′ = N или N ′ = 0. Если N ′ = N , то теорема доказа-
на. Поэтому будем предполагать, что N ′ = 0. Обозначим через S′

j максимальное
подпространство V , удовлетворяющее условию [Aj , S

′
j ] = 0, а через Sj — ортого-

нальное дополнение к S′
j в пространстве V . Пространства Sj и S′

j неизотропные и
V = Sj ⊕S′

j . Пусть Nj — проекция N на Sj . Очевидно, N разложимо в подпрямую
сумму подпространств Nj , j = 1, . . . , t, т.е.

N = N1+̇ · · · +̇Nt. (8.2)

Докажем, что среди Ni только одно отлично от нуля. Действительно, пусть Ai =
Li1∗· · ·∗Lisi

— разложение Ai в подпрямое произведение неприводимых подалгебр.
Как и выше, нетрудно убедиться, что Ni разложимо в подпрямую сумму Ni =
Ni1+̇ · · · +̇Nisi

неприводимых подпространств Ni1, . . . , Nisi
.

Рассмотрим произвольный элемент X ∈ N , отличный от нуля, и пусть X =
X1 + · · ·+Xt, где Xi ∈ Ni. Предположим, что в разложении (8.2) N1 
= 0, N2 
= 0.
При этом предположении X1 
= 0, X2 
= 0. В самом деле, если, например, X1 = 0,
то L-подпространство, порожденное X, отлично от N , поскольку его проекция на
N1 равна нулю. А это противоречит предположению о неприводимости N .
Пусть далее X1 = X11 + · · ·+X1s1 , X1i ∈ N1i, X2 = X21 + · · ·+X2s2 , X2i ∈ N2i.

Можно предполагать, что X11 
= 0, X21 
= 0. Так как разложение L11 ∗ L21 не
является тривиальным разложением, то в силу предложения 8.1 проекция N на
подпространстве N11 ⊕ N21 совпадает с N11 ⊕ N21. Следовательно, N содержит
ненулевой элемент Y , проекция которого на подпространство N11 равна нулю.
Но тогда L-подпространство, порожденное Y , отлично от N , что противоречит
предположению о неприводимости N . Полученное противоречие доказывает, что
N = Ni для некоторого i ∈ {1, . . . , t}. Тем самым теорема справедлива в случае,
если N неприводимо.
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Пусть N — приводимо, тогда N = M1 ⊕M2, dimMi < dimN . В силу инду-
ктивного предположения

M1 = M
(1)
1 ⊕ · · · ⊕M

(t)
1 ⊕M ′

1, M2 = M
(1)
2 ⊕ · · ·M (t)

2 ⊕M ′
2,

где [Ai,M
(i)
1 ] = M

(i)
1 , [Ai,M

(i)
2 ] = M

(i)
2 , [Ai,M

(j)
1 ] = 0, [Ai,M

(j)
2 ] = 0, если i 
= j,

[Ai,M
′
1] = 0, [Ai,M

′
2] = 0. Но тогда, положив Ni = M

(i)
1 ⊕M

(i)
2 , N ′ = M ′

1 ⊕M ′
2,

получим, что N = N1 ⊕ · · · ⊕Nt ⊕N ′. Теорема доказана.
Теорема 8.2. Пусть L — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ), L =
A1 ∗ · · · ∗ At — ее разложение в подпрямое произведение примарных подалгебр.
Подпространство N , инвариантное относительно алгебры L, разлагается в
прямую сумму

N = N1 ⊕ · · · ⊕Nt ⊕N ′,

где [Ai, Ni] = Ni, [Ai, Nj ] = 0, если i 
= j, [L, N ′] = 0. Если примарная ал-
гебра A является подпрямым произведением неприводимых подалгебр алгебр
LO(V1), . . . ,LO(Vq), то относительно O(V )-сопряженности ненулевые подпро-
странства W пространства V со свойством [A,W ] = W исчерпываются про-
странствами V1, . . . , V1 ⊕ · · · ⊕ Vq.
Доказательство. В силу теоремы 8.1 достаточно изучить структуру пространства
W , удовлетворяющего условию [L,W ] = W , где L — примарная подалгебра. Пусть
L разложима в подпрямое произведение двух неприводимых подалгебр L1 и L.
Поскольку L1 и L2 — неприводимы, то проекция W на каждое из подпространств
V1 и V2 либо равна нулю, либо совпадает с соответствующим подпространством
Vi. Предположим, что W не разлагается в прямую сумму подпространств V1 и
V2. Если {T1, . . . , Tp1+q1} — базис подпространства V1, {T ′

1, . . . , T
′
p1+q1

} — базис
подпространства V2, то, как было установлено при доказательстве предложения
8.1, можно считать при этом, что базис подпространства W имеет вид {T1 +
λT ′

1, . . . , Tp1+q1 + λT ′
p1+q1

}, а подалгебра L равна L1 ∗ L1. Пусть

C =
1√

1 + λ2

(
E λE
λE −E

)
.

Так как

C

(
Jp1,q1 0

0 Jp1,q1

)
CT =

(
Jp1,q1 0

0 Jp1,q1

)
,

то матрица C определяет некоторую изометрию θ пространства V1 ⊕ V2. Пусть
J1∗J1 — произвольный элемент алгебры L. В базисе {T1, . . . , Tp1+q1 , T

′
1, . . . , T

′
p1+q1

}
оператору ad (J1 ∗ J1) соответствует матрица(

J1 0
0 J1

)
.

Нетрудно убедиться, что C−1LC = L и θ(Ti + λT ′
i ) = Ti, i = 1, . . . , p1 + q1.

Таким образом, автоморфизм θ, определяемый матрицей C, действует на алгебре
L = L1 ∗ L1 тождественно, а пространство N отображает на пространство V1.
Тем самым утверждение теоремы справедливо для примарной подалгебры, которая
разлагается в подпрямое произведение двух неприводимых подалгебр.
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Пусть далее L = L1 ∗ · · · ∗ Ls и s ≥ 3. Доказательство будем проводить инду-
кцией по числу s. Обозначим через Wij проекцию W на подпространство Vi ⊕ Vj .
Предположим, что для некоторых i и j Wij не распадается в прямую сумму своих
проекций Wi и Wj на Vi и Vj . При этом предположении Wi = Vi, Wj = Vj ,
Wij = Vi+̇Vj , и а силу предыдущего результата для случая s = 2 существу-
ет автоморфизм θ алгебры JO(V ), действующий на алгебре L тождественно и
отображавший подпространство Wij на подпространство Vi. Следовательно, W со-
пряжено подпространству M , обладающему тем свойством, что Mij для любых i
и j распадается в прямую сумму своих проекций на подпространства Vi и Vj .
Допустим, не нарушая общности, что Ms−1 
= 0. Значит, Ms−1 = Vs−1. Так как

Ms−1,s распадается в прямую сумму проекций Ms−1 = Vs−1 и Ms, то M содержит
подпространство P = P1+̇ · · · +̇Ps−2+̇Vs−1. Обозначим через N L-подпространст-
во, порожденное P . Поскольку Ns = 0, то N инвариантно относительно алгебры
L̄s = L1 ∗· · ·∗Ls−1. В силу индуктивного предположения существует автоморфизм
τ алгебры JO(V ), действующий на алгебре L тождественно и отображающий под-
пространство N на V1 ⊕ · · · ⊕ Vq, где q ≤ s − 1. Следовательно, M сопряжено
подпространству M ′, содержащему V1 ⊕ · · · ⊕ Vq. Отсюда вытекает, что подпро-
странство M ′

q+1+̇ · · · +̇M ′
s ⊂M ′ инвариантно относительно алгебры L, а значит, и

алгебры L′ = Lq+1∗· · ·∗Ls. По индуктивному предположению существует автомор-
физм θ алгебры JO(V ), действующий на алгебре L′ и подпространстве V1⊕· · ·⊕Vq

тождественно и отображающий пространство M ′
q+1+̇ · · · +̇M ′

s на Vq+1 ⊕ · · · ⊕ Vt,
где t ≤ s. Следовательно, W сопряжено V1 ⊕ · · · ⊕ Vt. Теорема доказана.
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