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Конформная симметрия и точные решения
нелинейных полевых уравнений

В.И. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ

Conformally and translationally invariant solutions are obtained for the systems of
partially differential equations describing interaction of scalar, spinor and vector fields.
Formulas of generating new solutions from the known ones are presented.

1. Построение точных решений нелинейных дифференциальных уравнений в
частных производных (НДУЧП) является важной и, как правило, трудной за-
дачей. Особый интерес представляют многомерные уравнения, поскольку реаль-
ные физические процессы происходят в трех- или четырехмерном пространстве–
времени. Известный метод обратной задачи теории рассеяния эффективно приме-
няется только к двумерным уравнениям, а его обобщение на многомерные случаи
связано с принципиальными трудностями, которые до настоящего времени не пре-
одолены.

В данной работе для получения точных решений используются симметрийные
свойства многомерных систем НДУЧП, аналогично [1–6].

2. Рассмотрим следующие системы НДУЧП:
[
iγ∂ − λ1(Ψ̄Ψ)1/3 − λ2ϕ

]
Ψ = 0, �ϕ = λ3ϕ

3 − λ2Ψ̄Ψ, (1)

{
iγ∂ − λ(Ψ̄Ψ)1/3 − µ

[
(γ∂Ψ)(γ∂Ψ)

]1/5
}

Ψ = 0, (2)

�Aµ − ∂µ(∂νAν) = λAµAνAν , (3)

где ϕ = ϕ(x) — скалярное поле, x = (x0, x1, x2, x3), Ψ = Ψ(x) — четырехкомпо-
нентный спинор, Ψ̄ = Ψ†γ0, Aµ = Aµ(x) — векторное поле, µ, ν = 0, 1, 2, 3, γµ —
матрицы Дирака [7], γ∂ ≡ γν∂ν , ∂ν = ∂/∂xν .

Для системы уравнений (1) в [8, 9] с помощью анзатца Гейзенберга [10] получе-
ны некоторые точные решения. Отметим, что решение, приведенное в [9], получа-
ется из решения, указанного в [8], с помощью процедуры группового размножения
[2, 3] с использованием инвариантности системы (1) относительно трансляций и
масштабных преобразований.

Уравнение (2) представляет собой конформно инвариантное обобщение урав-
нения Дирака с нелинейностью Гюрши, а система (3) — обобщение уравнений
Максвелла для вектора-потенциала Aµ.

Непосредственной проверкой можно убедиться, что системы (1)–(3) инвариан-
тны относительно пятнадцатипараметрической конформной группы C(1, 3).
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Чисто конформные преобразования имеют вид

x′
µ = (xµ − cµx2)/σ(x), σ(x) = 1 − 2cx + c2x2, cx ≡ cνxν ,

c2 ≡ cνcν , ϕ′(x′) = σ(x)ϕ(x), Ψ′(x′) = σ(x)(1 − γcγx)Ψ(x),

A′
µ(x′) =

[
σ(x)gµν + 2(xµcν − xνcµ + 2cxcµxν − x2cµcν − c2xµxν)

]
Aν(x),

(4)

где cµ — произвольные постоянные, gµν = diag {1,−1,−1,−1}.
Решения систем (1)–(3) ищем в виде [1]

ϕ(x) = f(x)u(ω), Ψ(x) = M(x)Φ(ω), Aµ(x) = aµν(x)bν(ω). (5)

Скалярную функцию f(x), матрицы 4 × 4 M(x), â(x) = {aµν(x)} и новые
переменные ω = ω(x) определим из условий [2, 3]

Qconf


 f

M
â


 = 0, (6)

где

Qconf = 2(cx)x∂ − x2c∂ +


 2cx 0 0

0 2cx + γcγx 0
0 0 2(cx + Sµνcµxν)


 , (7)

Sµν = −Sνµ — матрицы 4 × 4, реализующие неприводимое представление
D(1/2, 1/2) алгебры Ли группы SO(1, 3) [6].

Можно убедиться, что условия (6) удовлетворяются следующими функциями:

f(x) =
1

xνxν
, M(x) =

γx

(xνxν)2
, aµν =

gµν

xαxα
− 2

xµxν

(xαxα)2
,

ω =
βx

xνxν
, βν = const.

(8)

Подстановка конформно инвариантных анзатцов (5), (8) в системы (1)–(3) при-
водит к следующим системам обыкновенных дифференциальных уравнений соо-
тветственно:

Φ̇ = i
[
λ1(Φ̄Φ)1/3 + λ2u

]
(βνβν)−1γβΦ, ü = (βνβν)−1

(
λ3u

3 − λ2Φ̄Φ
)
, (9)

Φ̇ = i(βνβν)−1(γβ)
[
λ(Φ̄Φ)1/3 + µ( ˙̄ΦΦ̇βνβν)1/5

]
Φ, (10)

βνβν b̈µ − βµ(βν b̈ν) = λbµbνbν , (11)

где дифференцирование произведено по ω.
Простейшими решениями этих систем будут соответственно функции

u = c = const, Φ = exp{iκ(γβ)ω}χ,

κ = (βνβν)−1
[
λ1(χ̄χ)1/3 + λ2c

]
, λ3c

3 = λ2χ̄χ,
(12)

Φ = exp{iκ(γβ)ω}χ, κ = (βνβν)−1
[
λ[χ̄χ)1/3 + µ(κ2(βνβν)2χ̄χ)1/5

]
, (13)
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bµ = αµg(ω), αµ = const, g̈ = κg3, αβ = 0 (14)

(κ — постоянная, χ — постоянный спинор).
Таким образом, получаем конформно инвариантные решения систем (1)–(3):

Ψ(x) =
γx

(xνxν)2
exp{iκ(γβ)ω}χ, ω =

βx

xνxν
, ϕ(x) =

c

xνxν
,

κ = (βνβν)−1
[
λ1(χ̄χ)1/3 + λ2c

]
, λ3c

3 = λ2χ̄χ,

(15)

Ψ(x) =
γx

(xνxν)2
exp{iκ(γβ)ω}χ,

κ = (βνβν)−1
[
λ[χ̄χ)1/3 + µ(κ2(βνβν)2χ̄χ)1/5

]
,

(16)

Aµ(x) =
(

αµ

xνxν
− 2xµ

αx

(xνxν)2

)
g(ω), αβ = 0, g̈ = κg3, (17)

g(ω) — эллиптические функции.
Аналогичным образом, получаются трансляционно инвариантные решения си-

стем (1)–(3). Они имеют вид соответственно

Ψ(x) = exp{−iκ(γk)(kx)}χ, ϕ(x) = c,

κ = (kνkν)−1
[
λ1(χ̄χ)1/3 + λ2c

]
, λ3c

3 = λ2χ̄χ,
(18)

Ψ(x) = exp{−iκ(γk)(kx)}χ,

κ = (kνkν)−1
{

λ[χ̄χ)1/3 + µ
[
κ

2(kνkν)2(χ̄χ)1/5
]}

,
(19)

Aµ(x) = αµg(kx), αk = 0, g̈ = κg3. (20)

Решения (18)–(20) можно использовать для получения других семейств решений
систем (1)–(3) по формулам [2, 3].

Для конформных преобразований (4) формулы генерирования новых решений
имеют вид

ϕн(x) =
ϕc(x′)
σ(x)

, x′
µ =

xµ − cµx2

σ(x)
, σ(x) = 1 − 2cx + c2x2,

Ψн(x) =
1 − γxγc

σ(x)
Ψc(x′), Aн

µ(x) =
{
gµν/σ(x) + 2/σ2(x)[cµxν − cνxµ+

+2cxxµcν − c2xµxν − x2cµcν)
}

Aµ
c (x′).

(21)

В заключение отметим, что с помощью использованного здесь метода найдены
многопараметрические семейства точных решений нелинейного уравнения Дирака
[2, 3], эйконала [4], Янга–Миллса [5], уравнений квантовой электродинамики с
самодействием электромагнитного поля [6].
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