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Непрерывные подгруппы обобщенной
группы Галилея. I
В.И. ФУЩИЧ, А.Ф. БАРАННИК, Л.Ф. БАРАННИК

В работе изучаются подалгебры обобщенной алгебры Евклида LE(n) и обобщенной
алгебры Галилея LG(n) для произвольного n ≥ 2. Показано, что полное описание
подалгебр алгебры LE(n) сводится к задаче классификации относительно O(n)-
сопряженности подалгебр ортогональной алгебры LO(n). Выделены все подалге-
бры LO(n), обладающие только расщепимыми расширениями в LE(n) и в изохрон-
ной алгебре Галилея LḠ(n). Доказывается теорема о строении подалгебр алгебры
LG(n).
Изложен алгоритм классификации относительно G(n)-сопряженности расщепимых
разрешимых подалгебр алгебры LG(n). Полностью описаны относительно G(n)-
сопряженности максимальные абелевы подалгебры алгебры LG(n) и расширенной
алгебры Галилея LG̃(n).
Полностью проведена классификация всех подалгебр алгебр Евклида LE(5) и
LE(6), а также подалгебр алгебр LG(3) и LG̃(3).

Введение
Пусть R — поле вещественных чисел, R

n — n-мерное евклидово пространство.
Группа Галилея G(n) определяется как множество всех преобразований вида

�x′ = W�x + t�v + �u,
t′ = t + b,

где t — время, W — ортогональное преобразование R
n, �u,�v ∈ R

n, b ∈ R. Групповое
умножение двух произвольных элементов (W, b,�v, �u), (W ′, b′, �v′, �u′) группы G(n)
определяется формулой

(W, b,�v, �u) · (W ′, b′, �v′, �u′) = (WW ′, b + b′,W�v′ + �v,W�u′ + �u + b′�v).

Групповое умножение может быть записано как матричное произведение, если
представить g = (W, b,�v, �u) в виде матрицы порядка n + 2:

g =

 W �v �u
0 1 b
0 0 1

 .

Отсюда вытекает, что алгебра Ли LG(n) группы G(n) допускает изоморфное пред-
ставление матрицами S �v1 �u1

0 0 b1

0 0 0

 ,

где S — кососимметрическая матрица порядка n, �v1, �u1 — произвольные n-
мерные векторы, b1 — вещественное число. Обозначим через Jab (a < b), Pa, Ga
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(a, b = 1, n) соответственно генераторы поворотов, пространственных трансляций,
чистых преобразований Галилея, а через P0 — генератор временной трансляции.
Эти генераторы образуют базис алгебры LG(n) и связаны следующими коммута-
ционными соотношениями:

[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac, [Pa, Jbc] = δabPc − δacPb,

[Pa, Pb] = 0, [Ga, Jbc] = δabGc − δacGb, [Ga, Gb] = 0, [Pa, Gb] = 0,
[P0, Jab] = [P0, Pa] = 0, [Ga, P0] = Pa (a, b, c = 1, n).

Расширенная группа Галилея G̃(n) определяется как центральное расширение
мультипликативной группы комплексных чисел, равных по модулю единице, с
помощью группы G(n). Алгебра LG̃(n), называемая расширенной алгеброй Га-
лилея, получается из алгебры LG(n), если для генератора центра M положить
[Ga, Pa] = M , а все остальные коммутационные соотношения оставить без изме-
нения. В дальнейшем генераторы алгебр LG(n) и LG̃(n) будем обозначать одними
и теми же символами.

Описание подгрупповой структуры группы Ли используется при решении ря-
да задач математической и теоретической физики: разделение переменных в ли-
нейных дифференциальных уравнениях в частных производных [1], построение
точных частных решений нелинейных дифференциальных уравнений в частных
производных [2–4], редукция представлений группы на подгруппы [5–7] .

Алгебра LG̃(3) является одной из важных подалгебр алгебры Пуанкаре
LP (1, 4), которую в работах [8–11] было предложено использовать для описа-
ния движения частиц переменной массы и переменного спина. В [12] связные
подгруппы группы G(3) были применены в качестве групп инвариантности эле-
ктромагнитных полей. Группа Галилея является подгруппой группы симметрии
свободного уравнения Шредингера [13, 14], и поэтому может быть использована
для классификации потенциалов и граничных условий. В работе [15] подгруппы
евклидовой группы E(3) являющейся подгруппой G(3), были использованы для
изучения нарушений симметрии в нерелятивистской квантовой механике скаляр-
ной и спинорной частиц.

В [16] проведено исследование относительно G(3)-сопряженности подалгебр
алгебры LG(3). Анализ списка подалгебр, полученных в этой работе, показывает,
что некоторые из них являются сопряженными относительно G(3).

В данной работе исследуется для произвольного n ≥ 2 структура алгебры
LG(n) относительно G(n)-сопряженности. При описании представителей классов
G(n)-сопряженных подалгебр алгебры LG(n) мы используем предложенный в [17]
общий метод нахождения классов сопряженных подалгебр конечномерной алгебры
Ли с нетривиальным абелевым идеалом. Дадим краткую характеристику работы.

В § 1 изучены разрешимые подалгебры обобщенной алгебры Евклида LE(n).
Показано, что полное описание таких подалгебр относительно E(n)-сопряжен-
ности сводится к классификации относительно O(n)-сопряженности подалгебр по-
далгебры Картана алгебры LO(n).

В § 2 выделены подалгебры алгебры LO(n), обладающие только расщепимыми
расширениями в LE(n) и в изохронной алгебре Галилея LḠ(n). В этом же пара-
графе доказывается теорема о строении подалгебр алгебры LG(n).

В § 3, являющимся логическим продолжением предыдущих параграфов, изло-
жен алгоритм классификации относительно G(n)-сопряженности расщепимых ра-
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зрешимых подалгебр алгебры LG(n). Полностью описаны относительно G(n)-
сопряженности максимальные абелевы подалгебры алгебр LG(n) и LG̃(n).

§ 4 посвящен классификации всех подалгебр алгебр Евклида LE(5) и LE(6),
а в § 5 мы находим представители классов G(3)-сопряженных подалгебр алгебр
LG(3) и LG̃(3).

Отметим, что в следующей статье будет изложена классификация всех подал-
гебр алгебры LG(4) и подалгебр с некоторыми ограничениями алгебры LG(5).

§ 1 Разрешимые подалгебры обобщенной алгебры Евклида
Пусть 〈X1,X2, . . . , Xs〉 — векторное пространство или алгебра Ли с образу-

ющими X1,X2, . . . , Xs над полем R вещественных чисел; N = 〈P1, P2, . . . , Pn〉;
M — подпространство N; J(n) = 〈J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 — подалгебра Картана
алгебры LO(n) группы O(n) ортогональных преобразований n-мерного евклидова
пространства, m = [n/2];

Γ(n) =

{
m∑
1

γiJ2i−1,2i | γi = 0,±1

}
;

∣∣∣∣∣
m∑
1

γiJ2i−1,2i

∣∣∣∣∣ =
m∑
1

|γi|J2i−1,2i.

Если Xa,Xb ∈ Γ(n), то |Xa| ∩ |Xb| — сумма общих слагаемых элементов |Xa|,
|Xb|; Xa ∩ Xb = 0, если |Xa| и |Xb| не имеют общих слагаемых.

Алгебра Евклида LE(n) n-мерного пространства определяется такими комму-
тационными соотношениями:

[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac,

[Pa, Jbc] = δabPc − δacPb, [Pa, Pb] = 0, Jba = −Jba (a, b, c = 1, n).

Предложение 1.1. Алгебра JJ(n) = N +⊃ J(n) является максимальной разре-
шимой подалгеброй алгебры LE(n). Каждая максимальная разрешимая подал-
гебра алгебры LE(n) сопряжена с JJ(n).

Доказательство. Хорошо известно, что LO(n) обладает относительно O(n)-сопря-
женности только одной максимальной разрешимой подалгеброй, совпадающей с
подалгеброй Картана J(n). Так как N — радикал LE(n), то каждая максимальная
разрешимая подалгебра содержит N, а потому сопряжена с JJ(n). Предложение
доказано.

Лемма 1.1. Одномерные подалгебры алгебры LO(n) исчерпываются относи-
тельно O(n)-сопряженности алгебрами

〈J12 + α1J34 + · · · + αm−1J2m−1,2m〉,
где m = [n/2], 0 ≤ αm−1 ≤ · · · ≤ α1 ≤ 1. Две такие алгебры O(n)-сопряжены
тогда и только тогда, когда равны коэффициенты при одинаковых базисных
векторах J2l−1,2l (l = 2,m).

Доказательство. Если A — подалгебра LO(n) и dimA = 1, то A сопряжена с
алгеброй 〈β1J12 + β2J34 + · · · + βmJ2m−1,2m〉. Пусть C — матрица, получаемая из
единичной в результате выполнения над столбцами такой подстановки(

2s − 1 2s 2t − 1 2t
2t 2t − 1 2s 2s − 1

)
(s < t).
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Автоморфизм LO(n), соответствующий матрице C, оставляет без изменений гене-
раторы J2a−1,2a (a �= s, a �= t) и отображает J2s−1,2s в −J2t−1,2t, а J2t−1,2t — в
−J2s−1,2s. Вследствие этого можно предполагать, что β1 �= 0 и если βc = 0 для
1 < c < m, то βi = 0 для всех i > c. Умножив генератор алгебры A на β−1

1 , полу-
чим, что A = 〈J12+α1J34+· · ·+αm−1J2m−1,2m〉, где все коэффициенты, следующие
за нулевым коэффициентом, суть нулевые. Автоморфизм LO(n), соответствующий
матрице

diag {1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
2s+1

, . . . , 1},

изменяет знак αs и оставляет без изменений остальные коэффициенты. Следова-
тельно, можно предполагать, что αi ≥ 0 для i = 1,m − 1.

Если α1 > 1, то, переставив J12 и J34, подучим алгебру

〈α1J12 + J34 + α2J56 + · · · + αm−1J2m−1,2m〉 =

= 〈J12 + α−1
1 J34 + α−1

1 α2J56 + · · · + α−1
1 αm−1J2m−1,2m〉.

На основании этого можно всегда допускать, что 1 ≥ α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αm−1 ≥ 0.
Так как характеристический многочлен матрицы

λ(J12 + α1J34 + · · · + αm−1J2m−1,2m)

равен

(x2 + λ2)(x2 + α2
1λ

2) · · · (x2 + α2
m−1λ

2),

то из сопряженности алгебр

〈J12 +
m−1∑
i=1

αiJ2i+1,2i+2〉, 〈J12 +
m−1∑
i=1

γiJ2i+1,2i+2〉

вытекает, что 1 = λ2α2
j , γ2

i = λ2α2
ni

(i = 1,m − 1, j �= i). Отсюда получаем, что
λ2 = 1 и αi = γi для всех i = 1,m − 1. Лемма доказана.
Предложение 1.2. Ненулевая абелева подалгебра алгебры LO(n) сопряжена с
алгеброй A(p, 0; 0) = 〈J2i−1,2i | i = 1, p 〉 или с алгеброй A(p, q;α), обладающей
базисомJ2i−1,2i +

p+q∑
j=p+1

αijJ2j−1,2j | i = 1, p

 , (1.1)

где коэффициенты αij удовлетворяют таким условиям:

1) 1 ≥ α1,p+1 ≥ α1,p+2 ≥ α1l1 > 0, α1,l1+1 = · · · = α1m = 0;
1 ≥ α2,l1+1 ≥ α2,l1+2 ≥ α2l2 > 0, α2,l2+1 = · · · = α2m = 0;
1 ≥ αs,ls−1+1 ≥ αs,ls−1+2 ≥ · · · ≥ αsls > 0, αs,ls+1 = · · · = αsm = 0,

αij = 0 при i > s, j > q + p = ls;

2) если в i-ой строке подряд записано несколько равных коэффициентов
(i = 1, t), то в t+1-ой строке коэффициенты с теми же номерами расположены
в порядке убывания;



Непрерывные подгруппы обобщенной группы Галилея. I 455

3) число ненулевых элементов i-ой строки не меньше числа ненулевых эле-
ментов i + 1-ой строки (i = 1, p − 1 ).
Доказательство. Согласно лемме 1.1 ненулевая подалгебра A алгебры Картана
J(n) обладает генератором J12 + α2J34 + · · · + αmJ2m−1,2m (m = [n/2]). Если
dim A > 1, то по лемме 1.1 в A существует генератор J34+β3J56+· · ·+βmJ2m−1,2m.
Продолжая эти рассуждения, приходам к выводу о существовании в A базисаJ2i−1,2i +

m∑
j=p+1

αijJ2j−1,2j | i = 1, p

 ,

где p = dim A. Используя рассуждения, проведенные в доказательстве леммы 1.1,
получаем, что построенный базис сопряжен с базисом (1.1). Предложение доказа-
но.

Лемма 1.2. Пусть X = α1X1 + · · · + αsXs, где X1, . . . , Xs ∈ Γ(n), Xi ∩ Xj = 0
при i �= j, а α1, . . . , αs — такие ненулевые вещественные числа, что α2

i �= α2
j

при i �= j. Если M — подпространство N и [X,M] ⊂ M, то M = [X1,M]⊕ · · · ⊕
[Xs,M] ⊕ M̃, где [Xi, M̃] = 0 для i = 1, s.

Доказательство. Проведем индукцию по s. Пусть X1 =
b∑
1
±J2ij−1,2ij

. Так как

[X1,M] — проекция M на 〈P2i1−1, P2i1 , . . . , P2ib−1, P2ib
〉, то M = [X1,M] ⊕ M̃, где

[X1, M̃] = 0.
Пусть s > 1. Если Y ∈ M, то Y = Y1 + · · · + Ys + Ỹ , где Yj = −[Xj , [Xj , Y ]],

[Xj , Ỹ ] = 0 (j = 1, s). Так как

−[X, [X,Y ]] = α2
1Y1 + α2

2Y2 + · · · + α2
sYs,

то

−[X, [X,Y ]] − α2
1Y = (α2

2 − α2
1)Y2 + · · · + (α2

s − α2
1) − α2

1Ỹ .

Пусть M′ = {Y ∈ M | [X1, Y ] = 0}. Очевидно, M′ инвариантно относитель-
но α2X2 + · · · + αsXs, а потому к нему применимо индуктивное предположение.
Поскольку [X, [X,Y ]] + α2

1Y ∈ M′, то Y2, . . . , Ys, Ỹ ∈ M′. Отсюда вытекает, что
Y1, Y2, . . . , Ys, Ỹ ∈ M. Лемма доказана.

Лемма 1.3. Пусть X = X1 + X2, X ′ = X3 + X4, где Xi ∈ Γ(n) (i = 1, 4),
|X1| = |X3|, Xi ∩ Xj = 0 при i < j, (i, j) �= (1, 3). Если M ⊂ N и M инвариантно
относительно adX, adX ′, то M = [X1,M]⊕ [X2,M]⊕ [X4,M]⊕M̃, где [X, M̃] =
0, [X ′,M′] = 0.
Доказательство. По лемме 1.2 M = [X,M]⊕M′, где [X,M′] = 0. Так как Xi∩Xj =
0 при i < j, (i, j) �= (1, 3), то [X ′, [X,M]] = [X3, [X1,M]] = [X1,M]. Но тогда
[X,M] = [X1,M] ⊕ [X2,M]. Поскольку [X,M′] = 0, то [X ′,M′] = [X4,M

′], а
потому M′ = [X4,M] ⊕ M̃, где [X, M̃] = 0, [X ′, M̃] = 0. Лемма доказана.
Лемма 1.4. Пусть X,X ′ ∈ Γ(n), |X| = |X ′| и [X,M] = M, [X ′,M] = M. Тогда
M = [X + X ′,M] ⊕ [X − X ′,M].
Доказательство. Очевидно, 2−1(X + X ′) — это сумма генераторов J2a−1,2a, вхо-
дящих в запись X, X ′ с одинаковыми знаками, а 2−1(X − X ′) — это сумма
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генераторов J2a−1,2a, входящих в запись X, X ′ с различными знаками. По лем-
ме 1.2 M = [X + X ′,M] ⊕ M̃, где [X + X ′, M̃] = 0. Так как M = [X,M], то
M̃ = [X−X ′,M]. Следовательно, M = [X +X ′,M]⊕ [X−X ′,M]. Лемма доказана.

Пусть A — ненулевая подалгебра J(n). Будем писать A = 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦,
если A ⊂ 〈H1,H2, . . . , Hs〉, где H1,H2, . . . , Ha ∈ Γ(n), |Hi| = Hi, Hi ∩ Hj = 0 при
i �= j и выполняются условия:

1) для каждого i = 1, a проекция A на 〈Hi〉 отлична от нуля;
2) для любых Hi, Hj (i �= j) алгебра A содержит · · · + αiHi + · · · + αjHj + · · ·

с неравными αi, αj ;
3) если все ненулевые коэффициенты при Hi в базисных векторах A имеют

одинаковый знак, то эти коэффициенты суть положительные числа.

Теорема 1.1. Каждая нулевая подалгебра A вида (1.1) алгебры J(n) может
быть записана в виде 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦, где H1,H2, . . . , Ha ∈ Γ(n). Элементы
H1,H2, . . . , Ha определяются алгеброй A однозначно с точностю до нумерации.
Подпространства пространства N, инвариантное относительно 〈H1,H2, . . .,
Ha〉◦, исчерпываются относительно O(n)-сопряженности пространствами
M1 ⊕ M2 ⊕ · · · ⊕ Ma ⊕ M̃, где Mj = [Hj ,Mj ], [Hj , M̃] = 0 для j = 1, a.

Если Hj =
∑

αjbJ2b−1,2b, где αjb1 = · · · = αjbsj
= 1, αjb = 0 при b �∈

{b1, . . . , bsj
}, то относительно O(n)-сопряженности подпространства Mj ис-

черпываются пространствами

O, 〈P2b1−1, P2b1〉, . . . , 〈P2b1−1, P2b1 , P2b2−1, P2b2 , . . . , P2bsj
−1, P2bsj

〉. (1.2)

Если 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦ = A(p, q;α), то пространство M̃ совпадает относитель-
но O(n)-сопряженности с одним из пространств:

O, 〈P2(p+q)+1〉, 〈P2(p+q)+1, P2(p+q)+2〉, . . . , 〈P2(p+q)+1, P2(p+q)+2, . . . , Pn〉.(1.3)

Доказательство. В каждом базисном элементе алгебры A соберем слагаемые с
коэффициентами, равными по абсолютной величине, вынесем за скобки абсо-
лютную величину коэффициентов, а затем в полученных выражениях выделим
суммы, содержащие максимально возможное число слагаемых с одним и тем же
знаком. Пусть S = {X1, . . . , Xk} — множество абсолютных значений всех та-
ких сумм. Если Xi ∩ Xj �= 0, то из множества S исключаем Xi, Xj и вводим
Xi ∩ Xj , Xi − Xi ∩ Xj , Xj − Xi ∩ Xj . В полученном множестве снова находим
ненулевые пересечения его элементов и производим дальнейшее преобразование
множества S. На конечном шаге мы получим множество {H1,H2, . . . , Ha}, обла-
дающее тем свойством, что Hi ∩ Hj = 0 при 1 ≤ i < j ≤ a. Легко убедиться, что
A = 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦.

Докажем единственность такого представления алгебры A. Пусть 〈H1,H2, . . .,
Ha〉◦ = 〈H ′

1,H
′
2, . . . ,H

′
a′〉. Очевидно, H ′

j является линейной комбинацией H1,H2,
. . . ,Ha. Так как |H ′

j | = H ′
j , то H ′

j совпадает с суммой некоторых Hi1 ,Hi2 , . . . , Hir
.

Но тогда
∑

αiHi, где αi1 �= αi2 , не принадлежит 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦, что проти-
воречит условию 2) определения 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦. Значит, H ′

j = Hij
для всех

j = 1, a′. Отсюда вытекает, что a ≥ a′. Аналогично получаем, что a′ ≥ a, а потому
a = a′ и {H1,H2, . . . ,Ha} = {H ′

1,H
′
2, . . . , H

′
a′}.
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Пусть M — подпространство N, инвариантное относительно A. На основании
лемм 1.2–1.4 получаем, что M = [H1,M] ⊕ · · · ⊕ [Ha,M] ⊕ M̃, где [Hj , M̃] = 0 для
j = 1, a.

Пусть H = J12+J34+· · ·+J2l−1,2l, M — подпространство N с условием [H,M] =
M. Проведем классификацию всех таких M относительно O(2l)-сопряженности.

Пусть l = 2 и dim M = 2. Тогда M обладает базисом P1 + γP3, P2 + γP4, γ ≥ 0.
Пусть

C(γ) =
1√

1 + γ2


1 0 γ 0
0 1 0 γ
γ 0 −1 0
0 γ 0 −1

 .

Непосредственно проверяем, что C ∈ O(4) и что C−1(J12 + J34)C = J12 + J34. Так
как

C ·


1
0
0
0

 =
1√

1 + γ2


1
0
γ
0

 , C ·


0
1
0
0

 =


0
1
0
γ

 1√
1 + γ2

,

то автоморфизм LE(4), соответствующий матрице C−1, отображает 〈P1 + γP3,
P2 + γP4〉 на 〈P1, P2〉.

Пусть l = 2. Тогда M сопряжено пространству, содержащему элементы P1 +
γ2P3 + · · ·+γlP2l−1, P2 +γ2P4 + · · ·+γlP2l. Автоморфизм LE(2l), соответствующий
матрице diag {C(γ2), 1, . . . , 1}, не изменяет A, 〈H〉 и отображает M на пространс-
тво M′, содержащее P1 + γ3P5 + · · ·+ γlP2l−1, P2 + γ3P6 + · · ·+ γlP2l. Если к про-
странству M′ применять автоморфизм, соответствующий матрице diag {C̃(γ3), 1,
. . . , 1}, где

C̃(γ) = λ


1 0 0 0 γ 0
0 1 0 0 0 γ
0 0 λ−1 0 0 0
0 0 0 λ−1 0 0
γ 0 0 0 −1 0
0 γ 0 0 0 −1

 (λ = (1 + γ2)−1/2),

то получим пространство, содержащее P1 + γ4P7 + · · · + γlP2l−1, P2 + γ4P8 +
· · · + γlP2l. Следовательно, M сопряжено с пространством 〈P1, P2〉 ⊕ V, где V ⊂
〈P3, P4, . . . , P2l〉. Отсюда заключаем , что M сопряжено одному из пространств:
〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, . . ., 〈P1, P2, P3, P4, . . . , P2l−1, P2l〉.

Справедливость последнего утверждения теоремы вытекает из теоремы Витта.
Теорема доказана.

Теорема 1.2. Пусть Ã — такая подалгебра LE(n), что ее проекция на LO(n)
совпадает с A = A(p, q;α). Если X1, . . . , Xk — базис A вида (1.1), Y1, . . . , Yl —
базис M = A ∩ N вида (1.2)–(1.3), то A сопряжена с алгеброй, обладающей
базисом

Y1, . . . , Yl,X1 +
∑

λ1jPj , . . . , Xk +
∑

λkjPj (j = 2(p + q) + 1, . . . , n),
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где коэффициенты суть нулевые или удовлетворяют условию:

λi1t �= 0, λi2,t+1 �= 0, . . . , λir,t+r−1 �= 0 (t = 2(p + q) + 1);
λab = 0 при a < i1; is < a < is + 1 и b > t + s − 1 (s = 1, r − 1);
a > ir и b > t + r − 1.

Доказательство. Если применить автоморфизм exp(
∑

βiPi) (i = 1, n), то можно
допускать, что алгебра Ã содержит генератор X1 +

∑
γ1iPi, где γ1i может биыть

отлично от нуля только для таких значений i, для которых [X1, Pi] = 0. Если
X2 +

∑
γ2iPi ∈ Ã и γ2i0 �= 0 для такого i0, что [X1, Pi0 ] = 0, то

[X1 +
∑

γ1iPi,X2 +
∑

γ2iPi] =
∑

ρiPi,

где ρi0 �= 0. Отсюда в силу теоремы 1.1 вытекает, что Pi0 ∈ Ã. Значит, ни в одном
из генераторов Xb +

∑
γbiPi (b = 1, k) не содержится такое Pi, что [X1, Pi] �= 0,

Pi �∈ Ã. Такими же рассуждениями получаем, что [Xb,
∑

γ1iPi] = 0 для b =
2, k. Аналогично исследуем остальные базисные элементы. Дальнейшее упрощение
генераторов Ã производим на основании теоремы Витта. Теорема доказана.

Теоремы 1.1, 1.2 сводят в силу предложения 1.1 описание разрешимых подалгебр
алгебры LE(n) описанию подалгебр алгебры J(n).
Следствие 1. Каждая разрешимая подалгебра алгебры LE(n) сопряжена с M +⊃
A, где M ⊂ N, A — абелева подалгебра LE(n).
Следствие 2. Каждая нильпотентная подалгебра алгебры LE(n) является абе-
левой.
Доказательство. Пусть A — нильпотентная подалгебра алгебры LE(n), M =
Ã ∩ N, M = Ã ∩ N. Если [Ã,M] �= 0, то по теореме 1.2 алгебра Ã содержит такие
ненулевые элементы X, Y1, Y2, что 〈X,Y1, Y2〉 = LE(2). Так как LE(2) не является
нильпотентной алгеброй, то мы приходим к противоречию. Значит, [Ã,M] = 0.
Отсюда и из следствия 1 заключаем, что A — абелева алгебра. Следствие доказано.

Предложение 1.3. Максимальные абелевы подалгебры алгебры LE(n) исчер-
пываются относительно E(n)-сопряженности такими алгебрами:

〈J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 при n = 2m;
〈Pn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 при n = 2m + 1;
〈P1, P2, . . . , Pn〉;
〈P1, P2, . . . , P2r, J2r+1,2r+2, . . . , J2m−1,2m〉 при n = 2m;
〈P1, P2, . . . , P2r, Pn, J2r+1,2r+2, . . . , J2m−1,2m〉 при n = 2m + 1, где r = 1,m − 1.
Число максимальных абелевых подалгебр алгебры LE(n) равно [n/2] + 1.
Предложение 1.3 вытекает из теоремы 1.2.

§ 2 Общие замечания о структуре
алгебры Галилея n-мерного пространтсва

Пусть π, π0, π1, π2 — проектирование LG(n) соответственно на LO(n), 〈P0〉,
〈G1, . . ., Gn〉, 〈P1, . . . , Pn〉, R(n) = 〈G1, . . . , Gn, P1, . . . , Pn〉, N = π2(R(n)), V =
(π1 + π2)(R(n)).

Пусть f — подалгебра LO(n), f̃ — такая подалгебра алгебры LE(n) = N +⊃
LO(n), что π(f̃) = f . Если алгебра f̃ E(n)-сопряжена алгебре M +⊃ f , где M —
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f -инвариантное подпространство пространства N, тоf̃ будем называть расщепимой
в алгебре LE(n). Если любая подалгебра f̃ ⊂ LE(n), удовлетворяющая условию
π(f̃) = f , является расщепимой, то будем говорить, что подалгебра f ⊂ LO(n)
обладает только расщепимыми расширениями в алгебре LE(n). Примерами таких
подалгебр является все полупростые подалгебры.

Для определения структуры произвольной подалгебры алгебры LG(n) (и, в ча-
стности, алгебры LE(n)) важно решить вопрос о тех подалгебрах алгебры LO(n),
которые обладают только расщепимыми расширениями в LE(n). Поэтому в дан-
ном параграфе мы определяем вначале подалгебры такого рода.

Алгебру LO(n) мы рассматриваем как алгебру кососимметрических операторов
в пространстве N и потому для нее справедлив следующий результат.

Лемма 2.1. Пусть f — подалгебра LO(n), M — f -инвариантное подпространс-
тво пространства N. Если M′ — произвольное f -инвариантное подпространс-
тво пространства M, то M разложимо в прямую сумму двух ортогональных
f -инвариантных подпространств M′ и M′⊥.

Пусть f ⊂ LO(n) и X — произвольный элемент N. Пересечение всех f -
инвариантных подпространств пространства N, содержащих X, будем называть
f -подпространством, порожденным X.

Лемма 2.2. Пусть f — подалгебра LO(n), M — подпространство N, инва-
риантное относительно f . Тогда M разложимо в ортогональную сумму не-
приводимых f -подпространств. Это разложение единственно с точностью до
эквивалентности.

Лемма 2.2 вытекает из леммы 2.1 и теоремы Жордано–Гельдера.

Теорема 2.1. Подалгебра f ⊂ LO(n) обладает только расщепимыми расшире-
ниями в алгебре LE(n) в том и только том случае, когда f полупроста или
не сопряжена подалгебре алгебры LO(n − 1).
Доказательство. В силу теоремы 1.2 утверждение теоремы справедливо для ком-
мутативных подалгебр. Поэтому будем предполагать, что f — некоммутативная ал-
гебра. Необходимость теоремы вытекает из теоремы 1.2. Докажем достаточность.

Пусть подалгебра f не является полупростой. Так как f — компактная алге-
бра, то она разложима в прямую сумму P ⊕ Y своего центра P и полупростой
подалгебры Y. Поскольку f не сопряжена подалгебре алгебры LO(n − 1), то из
условия [f,X] = 0, X ∈ N, вытекает, что X = 0. Пусть K — произвольная по-
далгебра LE(n) с условием π(K) = f . Докажем, что K — расщепимая подалгебра.
Рассмотрим два случая.

1) Пусть из условия [Y,X] =, где X ∈ N, вытекает, что X = 0. Так как
Y — полупростая алгебра, то можно предполагать, что Y ⊂ K. Допустим, что
K содержит элемент вида J + X, где J ∈ P, X ∈ N. Обозначим через M Y-
подпространство пространства N, порожденное X. По лемме 2.2 M разлагается в
прямую сумму неприводимых Y-подпространств: M = M1 ⊕ · · · ⊕ Ms. Докажем
индукцией по числу s, что J ∈ K.

Пусть s = 1. Если [Y,X] = 0, то X = 0 и наше утверждение справедли-
во. Предположим, что [Y,X] �= 0. Тогда существует такой элемент J ′ ∈ Y, что
[J ′,X] = X ′, X ′ �= 0. Y-подпространство M′

1, порожденное X ′, содержится в M1,
и в силу неприводимости последнего M′

1 = M1. Поскольку X ′ ∈ K, то M′
1 ⊂ K и

потому X ∈ K.
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Пусть s > 1, X = X1 + · · ·+Xs, где Xi ∈ Mi (i = 1, s). Если [Y,X] = 0, то X =
0, Поэтому будем предполагать, что [Y,X] �= 0. Пусть J ′ ∈ Y — такой элемент,
что [J ′,X] = X ′, X ′ �= 0, и пусть X ′ = X ′

1 + · · ·+X ′
s, где X ′

i ∈ Mi (i = 1, s). Будем
считать, что X ′

1 �= 0. Обозначим через M′ Y-подпространство M, порожденное
X ′. Очевидно, M′ ⊂ K. Проекция M′

1 пространства M′ на подпространство M1

является Y-подпространством. Отсюда в силу неприводимости M1 заключаем, что
M′

1 = M1. Следовательно, M′, а значит, и K содержит элемент вида X1 + X̄2 +
· · · + X̄s, где X̄i ∈ Mi (i = 2, s). Но тогда J + (X2 − X̄2) + · · · + (Xs − X̄s) ∈ K. В
силу индуктивного предположения отсюда вытекает, что J ∈ K.

2) Допустим, что для некоторого ненулевого элемента X ∈ N имеет место
равенство [Y,X] = 0. Обозначим через U максимальное подпространство про-
странства N, обладающее тем свойством, чтo [Y,U] = 0. Если dim U = n − k
(0 < k < n), то можно предполагать, что U = Qn−k = 〈Pk+1, . . . , Pn〉. Но то-
гда Y ⊂ LO(k) = 〈J12, J13, . . . , Jk−1,k〉 и Y действует на подпространстве Qk =
〈P1, . . . , Pk〉. Если J1 ∈ P, J2 ∈ Y, X ∈ Qn−k, то [J1, J2] = 0, [J2,X] = 0. Отсю-
да и из тождества Якоби [J1, [J2,X]] + [J2, [X,J1]] + [X, [J1, J2]] = 0 получаем, что
[J2, [X,J1]] = 0. Следовательно, [X,J1] ∈ Qn−k. Это значит, что [P,Qn−k] ⊂ Qn−k.
Отсюда вытекает, что P является подалгеброй алгебры LO(k) ⊕ LO(n − k), где
LO(n−k) = 〈Jab | a, b = k + 1, n 〉. Так как для любого Y ∈ Qn−k имеем [Y, Y ] = 0,
то из условия [P, Y ] = 0 следует, что Y = 0.

Пусть P1 и P2 — проекции P соответственно на LO(k) и LO(n−k), K1 и K2 —
проекции K соответственно на LE(k) и LE(n − k). Так как проекция f на LO(k)
совпадает с f1 = P1 ⊕ Y и из условия [Y,X] = 0, X ∈ Qk, вытекает, что X = 0,
то в силу предыдущего случая 1) существует внутренний автоморфизм LE(k),
отображающий K1 на L1 +⊃ (P1 ⊕ Y). Аналогично убеждаемся, что существует
внутренний автоморфизм LE(n−k), отображающий K2 на K2⊕P2. Таким образом,
можно предполагать, что K1 = L +⊃ (P1 ⊕ Y), K2 = L2 ⊕ P2. Поскольку Y —
полупростая алгебра, то [Y,Y] = Y и поэтому Y ⊂ K. Предположим, что K
содержит элемент вида J2 + X1, где J2 ∈ K2, X1 ∈ Qk. Мы находимся в условиях
случая 1), и, значит, J2 ∈ K. Пусть K содержит элемент J1 + X2, гдe J1 ∈ P, X2 ∈
Qn−k. В силу рассуждений, проведенных для случая 1), получаем, что J1 ∈ K. Это
доказывает, что f ⊂ K. Теорема доказана.

Пусть P ⊕ Y — разложение подалгебры f ⊂ LO(n) в прямую сумму центра P
и фактора Леви Y. Обозначим через U максимальное подпространство N, облада-
ющее тем свойством, что [f,U] = 0. Если dim U = n − k (0 ≤ k < n), то можно
предполагать, что U = 〈Pk+1, . . . , Pn〉. Но тогда f ⊂ LO(k). Отсюда в силу теоремы
2.1 заключаем, что алгебра K ⊂ LE(n), удовлетворяющая условию π(K) = f , допу-
скает разложение K = M +⊃ (P ′ ⊕ Y), где M — подпространство N, инвариантное
относительно f , P ′ — подалгебра прямой суммы P ⊕ 〈Pk+1, . . . , Pn〉.
Теорема 2.2. Пусть K — подалгебра LG(n), f — подалгебра LO(n), не со-
пряженная подалгебре алгебры LO(n − 1) или являющаяся полупростой. Если
(π +π0)(K) = f ⊕〈P0〉, то K = (M +⊃ f) +⊃ 〈P0 + X0〉, где M — подпространст-
во V, инвариантное относительно f , X0 ∈ V и [f,X0] = 0. Если(π + π0)(K) =
f +⊃ 〈P0 + δJ〉, J ∈ LO(n), δ ∈ R, то K = (M +⊃ f) +⊃ 〈P0 + δJ + X0〉, где M ⊂
V, X0 ∈ V и [f,X0] = 0.
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Доказательство. Если (π + π0)(K) = f ⊕ 〈P0〉, то алгебра K обладает бази-
сом J1 + X1, . . . , Js + Xs, P0 + Y0, Z1, . . . , Zt, где J1, . . . , Js — базис алгебры f ,
X1, . . . , Xs, Y0, Z1, . . . , Zt ∈ V. Подалгебра L = 〈J1 + X1, . . . , Js + Xs, Z1, . . . , Zt〉
является идеалом алгебры K и потому K = L +⊃ 〈P0 + Y0〉. Так как f полупроста
или не сопряжена подалгебре алгебры LO(n−1), то в силу теоремы 2.1 существует
внутренний автоморфизм алгебры LG(n), отображающий L на алгебру M +⊃ f ,
где M — подпространство V, инвариантное относительно f . Отсюда вытекает, что
с точностью до сопряженности относительно группы внутренних автоморфизмов
алгебры LG(n) имеет место равенство K = (M +⊃ f) +⊃ 〈P0 + Z0〉, Z0 ∈ V.
Так как [Jk, P0 + Z0] = [Jk, Z0], то [Jk, Z0] ∈ M. Следовательно, подпространство
M = M ⊕ 〈Z0〉 инвариантно относительнo алгебры f . Пусть M′ = M ⊕ M⊥ —
разложение M′ в ортогональную сумму. Поскольку [f,M′] ⊂ M, [f,M⊥] ⊂ M⊥,
то [f,M⊥] = 0. Обозначим образующий элемент подпространства M⊥ через T0.
Тогда Z0 = αT0 + T ′

0, где T ′
0 ∈ M, α — вещественное число. Следовательно,

K = (M +⊃ f) +⊃ 〈P0 + X0〉, где X0 = αT0.
Случай, когда (π + π0)(K) = f +⊃ 〈P0 + δJ〉, рассматривается аналогично. Тео-

рема доказана.
Теорема 2.3. Пусть LG(n) = V +⊃ LO(n). Подалгебра f ⊂ LO(n) обладает
только расщепимыми расширениями в алгебре LG(n) тогда и только тогда,
когда f полупроста или f не сопряжена подалгебре алгебры LO(n − 1).

Доказательство. Пусть f̃ — такая подалгебра LG(n), что π(f̃) = f . Обозначим
через f̃1 проекцию f̃ на алгебру π1(R(n)) +⊃ LO(n). Согласно теореме 2.1 алгебра
f̃1 сопряжена алгебре M1 +⊃ f , где M1 — подпространство π1(R(n)). Отсюда
вытекает, что f̃ сопряжена с алгеброй V′ +⊃ K, где V′ — подпространство V, а
K — подалгебра алгебры N +⊃ f . Снова применяя теорему 2.1, заключаем, что K

сопряжена подалгебре N′ +⊃ f , где N′ — подпространство N. Следовательно, f̃
сопряжена алгебре M +⊃ f , где M ⊂ V. Теорема доказана.

Пусть f = P ⊕ Y — произвольная подалгебра алгебры LO(n), где P — ком-
мутативная алгебра, Y — полупростая или нулевая алгебра. Обозначим через M
максимальное подпространство пространства V, обладающее тем свойством, что
[f,M] = 0. Если M �= V, то M = Vn−k = 〈Gk+1, . . . , Gn〉⊕ 〈Pk+1, . . . , Pn〉 (0 < k <
n). В этом случае f сопряжена подалгебре алгебры LO(k) = 〈Jab | a, b = 1, k 〉.

Отсюда ввиду теоремы 2.2 получаем, что подалгебра f̃ алгебры LG(n) с усло-
вием π(f̃) = f относится к одному из следующих типов:

1) если (π + π0)(f̃) = f ⊕ 〈P0〉, то f̃ = (V′ +⊃ (P ′ ⊕Y)) +⊃ 〈P0 + X0〉, где P ′ —
подалгебра P ⊕ Vn−k, X0 ∈ Vn−k;

2) если (π + π0)(f̃) = f +⊃ 〈P0 + δJ〉, гдe J ∈ LO(k), δ — ненулевое веще-
ственное число, то f̃ = (V′ +⊃ (P ′ ⊕ Y)) +⊃ 〈P0 + δJ + X0〉, где X0 ∈ Vn−k, P ′ —
подалгебра P ⊕ Vn−k.

§ 3 Класификация разрешимых подалгебр
обобщенной алгебры Галилея

В этом параграфе используются обозначения предыдущих параграфов.
Предложение 3.1. Любая максимальная разрешимая подалгебра алгебры LG(n)
сопряжена с алгеброй Y(n) = 〈P0, P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉
(m = [n/2]).
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Доказательство. Легко видеть, что R(n) = 〈P0, P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn〉 является
радикалом LG(n). Если L — разрешимая подалгебра LG(n), то R(n) + L также
является разрешимой подалгеброй LG(n). Так как R(n) + L/R(n) — разрешимая
подалгебра LO(n), а всякая разрешимая подалгебра LO(n) сопряжена подалгебре
алгебры Картана J(n), то R(n) + L сопряжена с подалгеброй алгебры Y(n). Ал-
гебра Y(n) является разрешимой как расширение абелевой алгебры с помощью
абелевой алгебры. Предложение доказано.

Лемма 3.1. Пусть X = X +γP0 = α1X1 + · · ·+αsXs +γP0, где X1, . . . , Xs ∈ Γ(n),
Xi ∩ Xj = 0 при i �= j, а α1, . . . , αs такие ненулевые вещественные числа,
что α2

i �= α2
j при i �= j (i, j = 1, s). Если M — подпространство Y, инвариан-

тное относительно X, то M = [X1,M] ⊕ · · · ⊕ [Xs,M] ⊕ M̃, где [Xj , M̃] = 0,
γ[P0, [Xj ,M]] ⊂ [Xj ,M] (j = 1, s).

Доказательство. Пусть Y = Y + δP0 = Y1 + · · · + Ys−1 + δP0 — элемент M,
где Yi = −[Xi, [Xi, Y ]], [Xi, Ys+1] = 0 для i = 1, s. Легко видеть, что [X,Y ] =
[X,Y ]+γ[P0, Y ], [X, [X,Y ]] = [X, [X,Y ]]+2γ[X, [P0, Y ]]. Пусть 2γ[X, [P0, Yj ]] = Zj

(j = 1, s). Очевидно, [P0, Zj ] = 0, [Xi, [Xi, Zi]] = −Zi, [Xi, Zj ] = 0 при i �= j.
Применим индукцию по s. Пусть s = 1. Тогда

[X, [X,Y ]] = −α2
1 + Z1, [X, [X,−α2

1Y1 + Z1]] = −α2
1(−α2

1Y1 + Z1) − α2
1Z1.

Из этих равенств вытекает, что Z1 ∈ M, а потому и Y1 ∈ M.
Пусть s — произвольное натуральное число с условием s ≤ m. Taк как

[X, [X,Y ]] = −α2
1Y1 − α2

2Y2 − · · · − α2
sYs,

то

[X, [X,Y ]] + α2
1Y = (α2

1 − α2
2)Y2 + · · · + (α2

1 − α2
s)Ys+

+α2
1(Ys+1 + δP0) + Z1 + Z2 + · · · + Zs.

(3.1)

Если на элемент (3.1) подействовать генератором X, а затем −X, то получим
элемент

α2
1Z1 + α2

2((α
2
1 − α2

2)Y2 + Z2) + · · · + α2
s((α

2
2 − α2

s)Ys + Zs)−
−(α2

1 − α2
2)Z2 − · · · − (α2

1 − α2
s)Zs.

(3.2)

Прибавив к элементу (3.2) элемент (3.1), умноженный на (−α2
1), получим элемент

(α2
2 − α2

1)((α
2
1 − α2

2)Y2 + Z2) + · · · + (α2
s − α2

1)((α
2
1 − α2

s)Ys + Zs)−
−α4

1(Ys+1 + δP0).
(3.3)

Пусть M′ = {Y ∈ M | [X1, Y ] = 0}. Очевидно, подпространство M′ инвариан-
тно относительно α2X2+· · ·+αsXs+γP0, поэтому к нему применимо индуктивное
предложение. Поскольку элемент (3.3) принадлежит M′, то (α2

1 −α2
j )Yj + Zj ∈ M,

а значит, Yj , Zj ∈ M (j = 2, s). Так как Y1 + Ys+1 + δP0 — элемент M и на этот
элемент X действует как α1X1 + γP0, то Y1, Z1 ∈ M, Ys+1 + δP0 ∈ M. Лемма
доказана.

Предложение 3.2. Пусть A = 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦. Подпространства R(n), ин-
вариантные относительно A, исчерпываются пространствами M1 ⊕ M2 ⊕
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· · · ⊕ Ma ⊕ M̃, где Mj = [Hj ,Mj ], [Hj , M̃] = 0 для j = 1, a. Подпространства
R(n), инвариантные относительное A и P0, исчерпываются пространствами
N1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Na ⊕ Ñ, где Nj = [Hj ,Nj ], [P0,Nj ] ⊂ Nj , [Hj , Ñ] = 0, [P0, Ñ] ⊂ Ñ.

Предложение вытекает непосредственно из леммы 3.1 и лемм 1.3, 1.4.
На основании предложения 3.2 описание расщепимых разрешимых подалгебр

алгебры LG(n) сводится к нахождению подпространства пространства

K(h1, h2, . . . , ha) =
a∑
1

⊕〈P2hi−1, G2hi−1, P2hi
, G2hi

〉,

инвариантных относительно

J(h1, h2, . . . , ha) = J2h1−1,2h1 + J2h2−1,2h2 + · · · + J2ha−1,2ha
,

J(h1, h2, . . . , ha) и P0,

и к классификации относительно O(n)-сопряженности подалгебр радикала R(n)
алгебры LG(n).

Пусть M — ненулевое подпространство K(h1, . . . , ha), инвариантное относи-
тельно J(h1, . . . , ha). Если π1(M) = 0, то согласно теореме 1.1 M сопряжено с
одним из пространств:

〈P2h1−1, P2h1〉, . . . , 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2ha−1, P2ha
〉.

Если π2(M) = 0, то M сопряжено с одним из пространств:

〈G2h1−1, G2h1〉, . . . , 〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2ha−1, G2ha
〉.

Теперь допустим, что π1(M) �= 0, π2(M) �= 0. Тогда M сопряжено подпространству
пространства K(h1, . . . , ha−1), инвариантному относительно J(h1, . . . , ha−1), или
пространству, удовлетворяющему одному из условий:

1) π1(M) = 〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2hb−1, G2hb
〉, π2(M) = 〈P2hb+1−1, P2hb+1 , . . .,

P2ha−1, P2ha
〉;

2) π1(M) = 〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2ha−1, G2ha
〉, π2(M) = 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2hb−1,

P2hb
〉 (b ≤ a);
3) π1(M) = 〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2hb−1, G2hb

〉, π2(M) — подпрямая сумма про-
странств 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2hc−1, P2hc

〉, 〈P2hb+1−1, P2hb+1 , . . . , P2ha−1, P2ha
〉 (c ≤

b).
В первом случае группа автоморфизмов, относительно которой классифициру-

ются расщепимые алгебры M +⊃ J(h1, . . . , ha), разлагается в прямое произведе-
ние O1 ×O2 двух ортогональных групп, заданных соответственно на евклидовых
пространствах π1(M) и π2(M). Отсюда вытекает, что M +⊃ J(h1, . . . , ha) яв-
ляется подалгеброй прямой суммы алгебр π1(M) +⊃ J(h1, . . . , hb) и π2(M) +⊃
J(hb+1, . . . , ha). Такие подалгебры классифицируются относительно O1 × O2-со-
пряженности при помощи алгоритма Ли–Гурса [17].

Во втором случае при b < a допустимо рассматривать только автоморфизмы,
соответствующие группе O1 × O2, где O1 — группа ортогональных преобразова-
ний евклидова пространства 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2hb−1, P2hb

〉, а O2 — группа орто-
гональных преобразований евклидова пространства 〈G2hb+1−1, G2hb+1 , . . . , G2ha−1,
G2ha

〉. Следовательно, при b < a алгебра M +⊃ J(h1, . . . , ha) является подалгеброй
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прямой суммы алгебр M′ +⊃ J(h1, . . . , hb) и M′′ +⊃ J(hb+1, . . . , ha), где π1(M′) =
〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2hb−1, G2hb

〉, π2(M′) = 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2hb−1, P2hb
〉, а M′′ =

〈G2hb+1−1, G2hb+1 , . . . , G2ha−1, G2ha
〉. И в этом случае применима конструкция Ли–

Гурса.
В третьем случае классификация алгебр M +⊃ J(h1, . . . , ha) сводится к клас-

сификации подалгебр прямой суммы алгебр M′ +⊃ J(h1, . . . , hc), M′′ +⊃ J(hc+1,
. . . , hb), M′′′ +⊃ J(hb+1, . . . , ha), где π1(M′) = 〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2hc−1, G2hc

〉,
π2(M′) = 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2hc−1, P2hc

〉, π1(M′′) = 〈G2hc+1−1, G2hc+1 , . . . , G2hb−1,
G2hb

〉, π2(M′′) = 0, π1(M′′′) = 0, π2(M′′′) = 〈P2hb+1−1, P2hb+1 , . . . , P2ha−1, P2ha
〉.

Если M — ненулевое подпространство K(h1, . . . , ha), инвариантное относи-
тельно J(h1, . . . , ha) и P0, то M сопряжено подпространству пространства K(h1,
. . . , ha−1), инвариантному относительно J(h1, . . . , ha−1), или удовлетворяет одно-
му из условий:

1) M =
a∑
1
⊕〈G2hi−1, G2hi

, P2hi−1, P2hi
〉;

2) M =
b∑
1
⊕〈P2hi−1, P2hi

〉 ⊕ M′, где π1(M′) =
b∑
1
⊕〈G2hi−1, G2hi

〉, π2(M′) =
a∑

b+1

⊕〈P2hi−1, P2hi
〉.

Пространства M′ классифицируем при помощи метода Ли–Гурса, примененного
к прямой сумме алгебр π1(M′) +⊃ J(h1, . . . , hb), π2(M′) +⊃ J(hb+1, . . . , ha).

Подобным образом описываем подпространства пространства V =
∑⊕〈Gi, Pi〉

(i = 1, n).

Предложение 3.3. Пусть m = [n/2], δ = 0 при n = 2m, δ = 1 при n = 2m+1. Ма-
ксимальные абелевы подалгебры алгебры LG(n) исчерпываются относительно
G(n)-сопряженности такими алгебрами:

〈P0, P1, . . . , Pn〉; 〈G1 + αP0, P1, P2, . . . , Pn〉 (α > 0);
〈G1, . . . , Gn, P1, . . . , Pn〉; 〈P0, δPn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉;
〈Gn, Pn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 (n = 2m + 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, P0, P2a+1, . . . , Pn〉 (a = 1,m − 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn, G2a+1, . . . , Gn〉 (a = 1,m − 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, G2a+1 + αP0, P2a+1, . . . , Pn〉 (α > 0, a = 1,m − 1).

Доказательство. Каждая абелева подалгебра Ã алгебры LG(n) сопряжена с по-
далгеброй алгебры Y(n), являющейся максимальной разрешимой подалгеброй ал-
гебры LG(n). Если π0(Ã) �= 0, то в силу [Ga, P0] = Pa заключаем, что P0 ∈ Ã

и π1(Ã) = 0 или (π0 + π1)(Ã) = 〈G2s+1 + αP0〉. При π(Ã) = 0 получаем, что
Ã = 〈P0, P1, . . . , Pn〉 или Ã = 〈G1 + αP0, P1, . . . , Pn〉. Пусть π(Ã) �= 0. Если
M = Ã ∩ R(n), то [Ã,M] = 0. Отсюда на основании теорем 1.1, 1.2 вытекает,
что проекция Ã на 〈J2d−1,2d, P2d−1, P2d, G2d−1, G2d〉 совпадает с 〈J2d−1,2d〉 или с
подалгеброй алгебры 〈P2d−1, P2d, G2d−1, G2d〉. Значит, Ã сопряжена с одной из ал-
гебр:

〈P0, J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn〉;
〈J12, . . . , J2a−1,2a, G2a+1 + αP0, P2a+1, P2a+2, . . . , Pn〉 (a = 1,m − 1).
Аналогично исследуем случай, когда π0(Ã) = 0. Предложение доказано.

Предложение 3.4. Пусть m = [n/2], δ = 0 при n = 2m, δ = 1 при n = 2m +
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1. Максимальные нильпотентные подалгебры алгебры LG(n) исчерпываются
относительно G(n)-сопряженности алгебрами:

〈P0, P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn〉;
〈P0, δPn, δGn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉;
〈P0, J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn, G2a+1, . . . , Gn〉 (a = 1,m − 1).

Доказательство. Так как LE(n) не является нильпотентной алгеброй, то в силу
теорем 1.1, 1.2 для любой нильпотентной подалгебры Ã алгебры LG(n) ее проекция
на 〈J2d−1,2d, P2d−1, P2d, G2d−1, G2d〉 является коммутативной алгеброй.
Предложение 3.5. Максимальные нильпотентные подалгебры расширенной ал-
гебры Галилея LG̃(n) исчерпываются относительно G̃(n)-сопряженности алге-
брами:

〈P0, P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn,M〉;
〈P0, δPn, δGn,M, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉;
〈P0,M, J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn, G2a+1, . . . , Gn〉 (a = 1,m − 1).

Так как M порождает центр LG̃(n) и LG̃(n)/〈M〉 ∼= LG(n), то справедливость
предложения 3.5 непосредственно вытекает из предложения 3.4.

Предложение 3.6. Пусть m = [n/2], δ = 0 при n = 2m, δ = 1 при n = 2m + 1.
Максимальные абелевы подалгебры алгебры LG̃(n) исчерпываются относи-
тельно G̃(n)-сопряженности алгебрами:

〈P0, P1, . . . , Pn,M〉; 〈G1, . . . , Gn,M〉;
〈G1, . . . , Ga, Pa+1, . . . , Pn,M〉;
〈P0, δPn,M, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉;
〈Gn,M, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 (n = 2m + 1);
〈P0,M, J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn〉 (a = 1,m − 1);
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a, G2a+1, . . . , Gn〉 (a = 1,m − 1);
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pb, Gb+1, . . . , Gn〉 (a = 1,m − 1, b < n);
〈G1 + αP0, P2, . . . , Pn,M〉 (α > 0);
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a, G2a+1 + αP0, P2a+2, . . . , Pn〉 (α > 0, a = 1,m − 1);
〈M,J12, . . . , J2m−1,2m, Gn + αP0〉 (α > 0, n = 2m + 1);
〈Gi + αi−1,iPi−1 + αiiPi + αi,i+1Pi+1 | i = 1, n 〉 ⊕ 〈M〉, где α01 = 0, α11 = 0,

αn,n+1 = 0;
〈Gi + αi−1,iPi−1 + αiiPi + αi,i+1Pi+1 | i = 1, r 〉 ⊕ 〈Pr+1, . . . , Pn,M〉, где r =

1,m − 1, α01 = 0, α11 = 0, αr,r+1 = 0;
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a〉 ⊕ 〈Gi + αi−1,iPi−1 + αiiPi + αi,i+1Pi+1 | i = 2a + 1, r 〉 ⊕

〈Pr+1, . . . , Pn〉, где a = 1,m − 1, r ≤ n−1, α2a,2a+1 = 0, α2a+1,2a+1 = 0, αr,r+1 = 0;
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a〉⊕ 〈Gi + αi−1,iPi−1 + αiiPi + αi,i+1Pi+1 | i = 2a + 1, n 〉, где

a = 1,m − 1, α2a,2a+1 = 0, α2a+1,2a+1 = 0, αn,n+1 = 0.

Доказательство. Пусть Ã — максимальная абелева подалгебра LG̃(n). Если π0(Ã)
�= 0, то можно допускать, что π1(Ã) = 0 или (π0+π1)(Ã) = 〈G2s+1+αP0〉. В первом
случае Ã сопряжена с 〈P0, P1, . . . ,M〉 или с 〈P0,M, J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn〉
(a = 1,m). Во втором случае Ã сопряжена с одной из таких алгебр:

〈G1 + αP0, P2, . . . , Pn,M〉;
〈M,J12, . . . , J2m−1,2m, Gn + αP0〉 (n = 2m + 1);
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a, G2a+1 + αP0, P2a+2, . . . , Pn〉 (a = 1,m − 1).
Пусть π0(Ã) = 0. Если π(Ã) = 0, то Ã совпадает с одной из алгебр:
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〈G1, . . . , Gn,M〉;
〈Gi + αi−1,iPi−1 + αiiPi + αi,i+1Pi+1 | i = 1, n 〉 ⊕ 〈M〉, где α01 = 0, α11 = 0,

αn,n+1 = 0;
〈Gi+αi−1,iPi−1+αiiPi+αi,i+1Pi+1 |i = 1, r 〉⊕〈Pr+1, . . . , Pn,M〉, где r = 1, n − 1,

α01 = α11 = αr,r+1 = 0.
Допустим, что π(Ã) �= 0. Если π1(Ã) = 0 или π2(Ã) = 0, то применимо предло-

жение 1.3. Остальные случаи сводятся к предыдущему. Предложение доказано.
В качестве иллюстрации предложения 3.6 выпишем в явном виде максималь-

ные абелевы подалгебры LG̃(4):
〈P0, P1, P2, P3, P4,M〉; 〈G1, G2, G3, G4,M〉; 〈G1, P2, P3, P4,M〉;
〈G1, G2, P3, P4,M〉; 〈G1, G2, G3, P4,M〉; 〈P0,M, J12, J34〉;
〈P0,M, J12, P3, P4〉; 〈M,J12, G3, G4〉; 〈M,J12, G3, P4〉;
〈G1 + αP0, P2, P3, P4,M〉 (α > 0); 〈M,J12, G3 + αP0, P4〉 (α > 0);
〈G1+α12P2, G2+α12P1+α22P2+α23P3, G3+α23P2+α33P3+α34P4, G4+α34P3+

α44P4,M〉;
〈G1 + α12P2, G2 + α12P1 + α22P2, P3, P4,M〉;
〈G1 + α12P2, G2 + α12P1 + α22P2 + α23P3, G3 + α23P2 + α33P3, P4,M〉, где по

крайней мере один из коэффициентов не равен нулю;
〈M,J12, G3 + αP4, G4 + αP3 + βP4〉 (α2 + β2 �= 0).

§ 4. Подалгебры алгебр LE(5) и LE(6)
Сделаем несколько замечаний относительно подалгебр алгебры LO(m). Все

такие подалгебры мы разбиваем на два класса: приводимые подалгебры и не-
приводимые подалгебры. Подалгебра f ⊂ LO(m) называется приводимой, если в
пространстве N = 〈P1, . . . , Pm〉 существует собственное подпространство, инвари-
антное относительно f . Все подалгебры прямой суммы алгебр 〈Jab | a, b = 1, k 〉,
〈Jab | a, b = k + 1,m 〉 (2 ≤ k ≤ m − 2) и только они являются приводимыми
подалгебрами алгебры LO(m). Эти подалгебры можно классифицировать относи-
тельно O(m)-сопряженности с помощью алгоритма Ли–Гурса [17] . Подалгебра
f ⊂ LO(m) называется неприводимой, если N не обладает нетривиальным f -
инвариантным подпространством. Более подробно о приводимых и неприводимых
подалгебрах см. в работе [18] .

Пусть f — подалгебра LO(n), 1 < n1 < n2 < · · · < ns, N1 = 〈P1, . . . , Pn1〉,
N2 = 〈Pn1+1, . . . , Pn2〉, . . ., Ns = 〈Pns−1+1, . . . , Pns

〉. Если каждое подпространство
Ni f -инвариантно и f -неприводимо, то f можно представить в виде подпрямой
суммы f =

∑
c ⊕fi (i = 1, s), где каждая подалгебра fi действует неприводимо на

Ni и [fi,Nj ] = 0 при i �= j (i, j = 1, s). В этом случае мы будем говорить, что
f разложима в подпрямую сумму неприводимых подалгебр f1, . . . , fs. Очевидно,
любая алгебра f ⊂ LO(n) сопряжена алгебре f ′ ⊂ LO(n), которая разлагается в
подпрямую сумму неприводимых подалгебр.
Теорема 4.1. Пусть f =

∑
c ⊕fi (i = 1, s). Подпространство пространства

N = 〈P1, . . . , Pn〉, инвариантные относительно f , исчерпываются относитель-
но E(n)-сопряженности пространствами M1 ⊕ · · · ⊕ Ms ⊕ M′, где Mi = 0 или
Mi = Ni (i = 1, s), а M′ — такое пространство N, что [f,M′] = 0.
Лемма 4.1. Относительно O(5)-сопряженности алгебра LO(5) обладает толь-
ко одной неприводимой подалгеброй

f = 〈2J12 + J34, J13 + J24 −
√

3J45, J23 − J14 +
√

3J35〉.
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Доказательство. Пусть L — неприводимая подалгебра алгебры LO(5). Посколь-
ку 5 — простое число, то естественное представление алгебры L кососимметри-
ческими матрицами порядка 5 над R является абсолютно неприводимым. Так как
dimL < 10, то отсюда вытекает, что L — простая абсолютно неприводимая ли-
нейная алгебра Ли степени 5 над R. Следовательно, C ⊗R L — простая алгебра
Ли степени 5, размерность которой меньше 10 над полем комплексных чисел C.
Поэтому эта алгебра относится к типу A1, и, значит, L ∼= LO(3) или L ∼= LO(1, 2).
Но ввиду компактности LO(5) последний случай невозможен. В силу теоремы
Картана о связи между неприводимыми представлениями LO(3) над полями R,
C и того факта, что LO(3) обладает над C только одним неприводимым унитар-
ным представлением степени 5, получаем, что относительно O(5)-сопряженности
в LO(5) существует только одна неприводимая подалгебра.

Непосредственной проверкой убеждаемся, что алгебра f изоморфна LO(3).
Пусть M — ненулевое подпространство N, инвариантное относительно f . На

основании леммы 1.2, примененной к генератору 2J12 + J34, получаем, что M =
s〈P1, P2〉 ⊕ t〈P3, P4〉 ⊕ r〈P5〉, где s, t, r ∈ {0, 1}. Легко убедиться, что при любом
предположении относительно s, t, r мы получаем равенство M = N. Значит, f —
неприводимая подалгебра алгебры LO(5). Лемма доказана.

Теорема 4.2. Относительно O(5)-сопряженности подалгебры алгебры LO(5)
исчерпываются такими алгебрами:

f1 = 〈O〉;
f2 = 〈J12〉;
f3 = 〈J12 + αJ34〉 (0 < α < 1);
f4 = 〈J12 + J34〉;
f5 = 〈J12, J34〉;
f6 = LO(3) = 〈J12, J13, J23〉;
f7 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉;
f8 = 〈2J12 + J34, J13 + J24 −

√
3J45, J23 − J14 +

√
3J35〉;

f9 = f7 ⊕ 〈J12 − J34〉 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34〉;
f10 = f6 ⊕ 〈J45〉 = 〈J12, J13, J23, J45〉;
f11 = LO(4) = 〈Jab | a, b = 1, 4 〉;
f12 = LO(5) = 〈Jab | a, b = 1, 5 〉.

Доказательство. Неприводимые подалгебры алгебры LO(5) описаны в лемме 4.1.
Приводимые подалгебры алгебры LO(5) исчерпываются алгеброй LO(3) ⊕ 〈J45〉 и
подалгебрами LO(4) Последние описаны в работе [19]. Теорема доказана.

Теорема 4.3. Расщепимые подалгебры алгебры LE(5) исчерпываются относи-
тельно E(5)-сопряженности такими алгебрами:

f1: O, 〈P1〉, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f2: O, 〈P3〉, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2,

P3, P4, P5〉;
f3: O, 〈P5〉, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2,

P3, P4, P5〉;
f4: O, 〈P5〉, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f5: O, 〈P5〉, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f6: O, 〈P4〉, 〈P4, P5〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f7: O, 〈P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
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f8: O, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f9: O, 〈P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f10: O, 〈P4, P5〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f11: O, 〈P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f12: O, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉.
Теорема 4.3 вытекает из теоремы 4.2 и теоремы 1.1.

Теорема 4.4. Нерасщепимые подалгебры LE(5) исчерпываются относительно
E(5)-сопряженности такими алгебрам:

〈J12 + aP5〉: O, 〈P3〉, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4〉 (a > 0);
〈J12 + αJ34 + aP5〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4〉 (0 < α < 1,

a > 0);
〈J12 + J34 + aP5〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉 (a > 0);
〈J12 + aP5, J34 + bP5〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4〉 (a > 0);
〈J12 − J34 + aP5, J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉: O, 〈P1, P2, P3, P4〉 (a > 0).
Теорема 4.4 непосредственно следует из теоремы 1.2 и теоремы 4.3.

Лемма 4.2. Двумерные подалгебры алгебры LO(6) исчерпываются относитель-
но O(6)-сопряженности алгебрами 〈J12 + αJ56, J34 + βJ56〉, где 0 ≤ β ≤ α ≤ 1.
Доказательство. Каждая двумерная алгебра L является разрешимой. Поскольку
LO(6) — компактная алгебра, то в случае L ⊂ LO(6) можно предполагать, что L
— абелева алгебра, а потому L порождается элементами J12 +ρJ56, J34 +σJ56, где
|ρ| ≥ |σ|.

Допустим, что |ρ| > 1. Обозначим через ϕ O(6)-автоморфизм алгебры LO(6),
при котором J12 → J56, J56 → J12, J34 → J34. Тогда ϕ(L) = 〈J12 + ρ−1J56, J34 −
σρ−1J56〉. Вследствие этого можно предполагать, что |σ| ≤ |ρ| ≤ 1.

Если ρ < 0, то переходим к алгебре CLC−1, где C = diag {−1, 1, 1, 1, 1, 1}. Если
σ < 0, то используем автоморфизм, соответствующий матрице C = diag {1, 1,−1,
1, 1, 1}. Следовательно, всегда можно допускать, что L = 〈J12 + αJ56, J34 + βJ56〉,
где 0 ≤ β ≤ α ≤ 1.

Пусть L′ = 〈J12 +α′J56, J34 +β′J56〉 и пусть ϕ(L) = CLC−1 = L′ для некоторой
матрицы C ∈ O(6). Тогда

ϕ(J12 + αJ56) = γ(J12 + α′J56) + δ(J34 + β′J56),
ϕ(J12 + βJ56) = λ(J12 + α′J56) + µ(J34 + β′J56).

Будем предполагать, что 0 ≤ β′ ≤ α′ ≤ α ≤ 1.
Если γ = 0, то в силу леммы 1.1 имеем δ = ±1, α = β′, а значит, α = α′ = β′.

Пусть λα′ + µβ′ = 0. Если α �= 0, то λ + µ = 0. Отсюда по лемме 1.1 заключаем,
что β = 1. Мы получили, что α = α′ = β = β′ = 1.

Предположим, что γ �= 0, δ = 0. В этом случае γ = ±1, α = α′. Если λ �= 0,
µ = 0, то L′ = 〈J12 + αJ56〉. Противоречие. Если λ = 0, µ �= 0, то β = β′. Теперь
допустим, что λ �= 0, µ �= 0. Тогда необходимо λα′ + µβ′ = 0.

Отображение ϕ можно рассматривать как автоморфизм алгебры LE(6). Из
условия сохранения коммутационных соотношений находим, что

C =

 0 0 A1

0 A2 0
A3 0 0

 .
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Легко получить, что C(J12 +αJ56)C−1 = ±αJ12 +J56, откуда вытекает, что α = 1,
а значит, λ = −µβ′. По лемме 1.1 β = β′.

Остается рассмотреть случай, когда γ �= 0, δ �= 0. Очевидно, γα′ + δβ′ = 0.
Если λ �= 0, µ �= 0, то λα′ + µβ′ = 0. Из условия сохранения коммутационных со-
отношений легко получить, что ϕ(P1) = ϕ(P2) = 0. Противоречие. Следовательно,
λ = 0 или µ = 0.

Пусть λ �= 0. Тогда

C =

 0 A1 0
0 0 A2

A3 0 0

 , C−1 =

 0 0 A−1
3

A−1
1 0 0
0 A−1

2 0

 ,

C(J12 + αJ56)C−1 = ±αJ34 ± J56 = γJ12 + δJ34. Противоречие.
Если λ = 0, µ �= 0, то

C =

 A1 0 0
0 0 A2

0 A3 0

 , C−1 =

 A−1
1 0 0
0 0 A−1

3

0 A−1
2 0

 ,

C(J34 +βJ56)C−1 = ±βJ34±J56 = ±(J34 +β′J56). Отсюда следует, что β = β′ = 1.
Значит, α = β = α′ = β′ = 1. Лемма доказана.

Теорема 4.5. Расщепимые подалгебры алгебры LE(6) исчерпываются отно-
сительно E(6)-сопряженности расщепимыми подалгебрами алгебры LE(5) и
такими подалгебрами:

f1 = 〈O〉: 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f2 = 〈J12〉: 〈P3, P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f3 = 〈J12+αJ34〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P5, P6〉, 〈P3, P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉

(0 < α < 1);
f4 = 〈J12 + J34〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f5 = 〈J12, J34〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f6 = 〈J12, J13J23〉: 〈P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f7 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f8 = 〈2J12+J34, J13+J24−

√
3J45, J23−J14+

√
3J35〉: 〈P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;

f9 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f10 = 〈J12, J13, J23, J45〉: 〈P6〉, 〈P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f11 = LO(4) = 〈Jab | a, b = 1, 4 〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f12 = LO(5) = 〈Jab | a, b = 1, 5 〉: 〈P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f13 = 〈J12 + αJ34 + βJ56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2,

P5, P6〉, 〈P3, P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉 (0 < β < α < 1);
f14 = 〈J12 + α(J34 + J56)〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P3, P4, P5, P6〉,

〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉 (0 < α < 1);
f15 = 〈J12 + J34 + βJ56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P5, P6〉,

〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉 (0 < β < 1);
f16 = 〈J12 + J34 + J56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f17 = 〈J12 + αJ56, J34 + βJ56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉,

〈P3, P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉 (0 ≤ β < α ≤ 1);
f18 = 〈J12+αJ56, J34+αJ56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P5, P6〉,

〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉 (0 < α < 1);
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f19 = 〈J12 + J56, J34 + J56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f20 = 〈J12, J34, J56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f21 = f7 ⊕ 〈J56〉: O, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f22 = f7 ⊕〈J12 −J34〉⊕ 〈J56〉: O, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f23 = f7 ⊕ 〈J12 − J34 + aJ56〉: O, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉

(a > 0);
f24 = LO(4) ⊕ 〈J56〉: O, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f25 = LO(3) ⊕ 〈J45, J46, J56〉: O,〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f26 = 〈J12 + J45, J13 + J46, J23 + J56〉: O, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f27: O, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉, где f27 — неприводимая подалгебра LO(6).

Доказательство. Приводимые подалгебры алгебры LO(6) являются подалгебрами
алгебр LO(5), LO(4) ⊕ 〈J56〉, LO(3) ⊕ 〈J45, J46, J56〉. Подалгебры прямой суммы
находим, используя алгоритм Ли–Гурса. Если подалгебра алгебры LO(6) является
абелевой, то она сопряжена подалгебре алгебры Картана 〈J12, J34, J56〉. На осно-
вании лемм 1.1, 4.2 абелевы подалгебры исчерпываются абелевыми подалгебрами
LO(5) и такими алгебрами:

〈J12 + αJ34 + βJ56〉, 1 ≥ α ≥ β > 0;
〈J12 + αJ56, J34 + βJ56〉, 1 ≥ α ≥ β ≥ 0, α �= 0;
〈J12, J34, J56〉.
Пусть A — такая подалгебра LO(4) ⊕ 〈J56〉, чтo ее проекция A1 на LO(4)

является неабелевой алгеброй. Если A1 = LO(3), то вследствие того, что LO(3) —
простая алгебра, заключаем, что A = LO(3)⊕〈J56〉, а значит, A сопряжена LO(3)⊕
〈J45〉. Если A1 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉 ⊕ δ〈J12 − J34〉, где δ ∈ {0, 1}, то A
совпадает с одной из алгебр:

〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉 ⊕ 〈J12 − J34 + aJ56〉 (δ = 1, a > 0);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉 ⊕ 〈J12 − J34, J56〉 (δ = 1);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉 ⊕ 〈J56〉, (δ = 0).
Неабелевы подалгебры алгебры LO(3) ⊕ 〈J45, J46, J56〉, несопряженные подал-

гебрам алгебры LO(5), исчерпываются алгебрами:
LO(3) ⊕ 〈J45, J46, J56〉; 〈J12 + J45, J13 + J46, J23 + J56〉.
Используя теорему 1.1 и лемму 1.2, находим подпространства пространства

〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉, инвариантные относительно подалгебр алгебры LO(6). Тео-
рема доказана.

Теорема 4.6. Нерасщепимые подалгебры алгебры LE(6) исчерпываются отно-
сительно E(6)-сопряженности нерасщепимыми подалгебрами LE(5) и следую-
щими подалгебрами:

〈J12 + aP6〉: 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (a > 0);
〈J12 + αJ34 + aP6〉: 〈P5〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (0 < α < 1,

a > 0);
〈J12 + J34 + aP6〉: 〈P5〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (a > 0);
〈J12 +aP6, J34 + bP6〉: 〈P5〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (a ≥ b ≥

0);
〈J12 + aP5, J34 + bP5 + cP6〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4〉 (a > 0, c > 0,

b ≥ 0);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34 + aP6〉: 〈P5〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (a > 0);
〈J12, J13, J23, J45 + aP6〉: O, 〈P4, P5〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (a > 0).
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Теорема 4.6 вытекает из теоремы 1.2.

Замечание 4.1. Подалгебры алгебры LE(3) описаны в [15], подалгебры алгебры
LE(4) — в [19].

§ 5. Подалгебры алгебры Галилея LG(3)
Через fC будем обозначать автоморфизм алгебры LG(2), индуцируемой вну-

тренним автоморфизмом A → CAC−1 группы O(2) (A,C ∈ O(2)).
Лемма 5.1. Пусть Λ = {exp tGa | t ∈ R}. Подалгебры алгебры 〈P0, Pa, Ga〉 исчер-
пываются относительно Λ-сопряженности алгебрами:

O, 〈P0〉, 〈Pa〉, 〈Ga〉, 〈Ga + γPa〉, 〈Ga + αP0〉, 〈P0, Pa〉, 〈Ga, Pa〉, 〈Ga + αP0, Pa〉,
〈P0, Pa, Ga〉 (α > 0, γ �= 0).
Доказательство. Пусть L — ненулевая подалгебра алгебры 〈P0, Pa, Ga〉. Если
π0(L) �= 0, то L содержит P0 или Ga + αP0, где α > 0. В этом случае двумерные
подалгебры исчерпываются такими подалгебрами: 〈P0, Pa〉, 〈Ga + αP0, Pa〉. Если
π0(L) = 0, то L сопряжена одной из алгебр: O, 〈Pa〉, 〈Ga〉, 〈Ga + γPa〉, 〈Ga, Pa〉
(γ �= 0). Лемма доказана.
Лемма 5.2. Трехмерные подалгебры алгебры 〈G1, G2, P1, P2〉 исчерпываются
относительно G(2)-сопряженности алгебрами:

〈G1 + αP2, G2, P1〉 (α ≥ 0); 〈G2, P1, P2〉.
Доказательство. Пусть M = 〈G1 +γ1P2, G2 +γ2P2, P1 +γ3P2〉. Применяя автомор-
физм exp tJ12, отображаем M на M′ = 〈G1 + γ1P2, G2 + γ2P2, P1〉. Автоморфизм
exp tP0 обращает γ2 в 0. Остается установить, что алгебры 〈G1 + γP2, G2, P1〉,
〈G1 +δP2, P1〉 O(2)-сопряжены тогда и только тогда, когда |γ| = |δ|. Допустим, что
для автоморфизма fC алгебры LG(2), соответствующего матрице C ∈ O(2), спра-
ведливо равенство fC〈G1 + γP2, G2, P1〉 = 〈G1 + δP2, G2, P1〉. Тогда fC(G2) = G2,
fC(P1) = P1. Отсюда вытекает, чтo C = diag {±1,±1}. Значит, |γ| = |δ|.

Пусть L = 〈G1 + γ1P1, G2 + γ2P1, P2〉. За счет автоморфизма exp tP0, можно
предполагать, что γ1 = 0. Применяя автоморфизм exp π

2 J12, отображаем L на M.
Очевидно, алгебра 〈G1 +γG2, P1, P2〉 сопряжена с алгеброй 〈G2, P1, P2〉. Лемма

доказана.

Лемма 5.3. Трехмерные подалгебры алгебры 〈G1, G2, P1, P2〉 исчерпываются
относительно O(2)-сопряженности алгебрами:

〈G1 + γ1P2, G2 + γ2P2, P1〉, 〈G2, P1, P2〉 (γ1 ≥ 0).
Лемма 5.4. Пусть M = 〈G1 + α1P1 + α2P2, G2 + β1P1 + β2P2〉, M = 〈G1 + α1P1 +
α2P2, G2 + β1P1 + β2P2〉, где α2 > 0, α2 > 0. Алгебры M и M O(2)-сопряжены
тогда и только тогда, когда α1 = β2, α2 = ±β1, β1 = ±α2, β2 = α1 или имеет
решение одна из таких систем уравнений:

(α2 + β1)x = β2 − β2,

(α1 − β2)x = β1 − β1,
(α1 − β2)x = α2 − α2,
(β1 + α2)x = α1 − α1,

(5.1)


(α2 − β1)x = β2 − β2,

(α1 − β2)x = β1 + β1,
(α1 − β2)x = α2 + α2,
(β1 − α2)x = α1 − α1.

(5.2)

Доказательство. Если алгебры M и M сопряжены относительно O(2), то fC(M)
= M, где C — одна из матриц:

1√
1 + λ2

(
1 λ
−λ 1

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

1√
1 + λ2

(
1 −λ
−λ −1

)
,

(
0 1
1 0

)
.
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Если

C =
1√

1 + λ2

(
1 λ
−λ 1

)
,

то

α1 =
α1 + λα2 + λβ1 + λ2β2

1 + λ2
, α2 =

−λα1 + α2 − λ2β1 + λβ2

1 + λ2
,

β1 =
β1 + λβ2 − λα1 − λ2α2

1 + λ2
, β2 =

−λβ1 + β2 + λ2α1 − λα2

1 + λ2
.

(5.3)

Из равенств (5.3) вытекает, что

λα1 + α2 = α2 + λβ2,
α1 − λα2 = α1 + λβ1,

λβ1 + β2 = β2 − λα2,

β1 − λβ2 = β1 − λα1.

Следовательно, λ является решением системы (5.1).
Если fC(M) = M для

C =
(

0 1
−1 0

)
,

то α1 = β2, α2 = −β1, β1 = −α2, β2 = α1.
Если fC(M) = M для

C =
1√

1 + λ2

(
1 λ
λ −1

)
,

то

λ(α2 − β1) = β2 − β2,

λ(α1 − β2) = β1 + β1,
λ(α1 − β2) = α2 + α2,
λ(β1 − α2) = α1 − α1.

Значит, λ — решение системы (5.2).
При

C =
(

0 1
1 0

)
получаем, что α1 = β2, α2 = β1, β1 = α2, β2 = α1. Лемма доказана.

Лемма 5.5. Если M — двумерная подалгебра алгебры 〈G1, G2, P1, P2〉 и π1(M) =
〈G1, G2〉, π2(M) = 〈P1, P2〉, то M O(2)-сопряжена алгебре M(α, β) = 〈G1 +
αP2, G2 − αP1 + βP2〉, где α > 0, β ≥ 0. Алгебры M(α, β) и M(α, β) сопряжены
относительно G(2) тогда и только тогда, когда α = α, β = β.
Доказательство. Пусть M = 〈G1 +α2P2, G2 +β1P1 +β2P2〉, M = 〈G1 +α2P2, G2 +
β1P1 + β2P2〉. Будeм предполагать, чтo α2 ≥ |β1|, α2 > 0. Пусть

C =
1√

1 + λ2

(
1 λ
−λ 1

)
.
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Из равенств (5.3) вытекает, что (exp tP0 · fC)(M) = M тогда и только тогда, когда

α2 − β1 = α2 − β1,

α2 =
α2 − λ2β1 + λβ2

1 + λ2
,

β2 =
−2λα2 − 2λβ1 + β2 − λ2β2

1 + λ2
.

(5.4)

Пусть

α2 = −β1 =
α2 − β1

2
.

Отсюда и из второго равенства системы (5.4) находим, что (α2 + β1)λ2 − 2β2λ +
(−α2 − β1) = 0. Так как это уравнение всегда имеет вещественное решение, то M
сопряжена алгебре M(α, β) = 〈G1 + αP2, G2 − αP1 + βP2〉, где α > 0.

Если

C1 =
(

0 1
−1 0

)
,

то fC1(M) = 〈−G2 + αP1, G1 + αP2 + βP1〉. Автоморфизм exp βP0 отображает
fC1(M) на алгебру 〈G1 +αP2, G2−αP1−βP2〉. Поэтому можно считать, что β ≥ 0.

Допустим, чтo для некоторого G(2)-автоморфизма ϕ алгебры LG(2) имеет ме-
сто равенство ϕ(M(α, β)) = M(α, β). Если ϕ = fC · exp tP0, то в силу равенств
(5.4) получаем, что α = α, λβ = 0, β(1 + λ2) = β(1 − λ2). Если β = 0, то β = 0.
Если λ = 0, то β = β. Пусть ϕ = fC2 · fC · exp tP0, где C2 = diag {1,−1}. Тогда
α = −α, откуда вытекает, что α = α = 0. Противоречие.

Так как в процессе рассуждений мы не использовали условие β ≥ 0, то слу-
чаи автоморфизмов ϕ = fC1 · fC · exp tP0, ϕ = fC2 · fC1 · fC exp tP0, сводятся к
рассмотренным. Лемма доказана.

Лемма 5.6. Если M — двумерная подалгебра, алгебры 〈G1, G2, P1, P2〉 и π1(M) =
〈G1, G2〉, π2(M) = 〈P1, P2〉, то M O(2)-сопряжена алгебре M(α, β, γ) = 〈G1 +
γP1 +αP2, G2 −αP1 +(γ +β)P2〉, где α ≥ 0, β ≥ 0. Алгебры M(α, β, γ), M(α, β, γ)
O(2)-сопряжены тогда и только тогда, когда α = α, β = β, γ = γ.

Доказательство. Поскольку fC · exp tP0 = exp tP0 · fC для любой матрицы C ∈
O(2), то в силу леммы 5.5 алгебра M сопряжена алгебре M(α, β, γ). Если M(α, β, γ)
сопряжена M(α, β, γ), то на основании леммы 5.4 α ± (−α) = 0, γ + β − γ = 0,
γ +β − γ = 0, −α±α = 0 или одна из систем (5.1), (5.2) имеет решение. В первом
случае α = α, β = β = 0, γ = γ. Пусть µ — ненулевое решение системы (5.1).
Тогда

µ(α − α) = γ + β − (γ + β),
µ(γ − γ − β) = −α + α,
µ(γ − γ − β) = α − α,
µ(−α + α) = γ − γ.

Из этих равенств вытекает, что β = β = 0, µ(α − α) = γ − γ, µ(γ − γ) = −α + α.
Но тогда (µ2 + 1)(α − α) = 0, a значит, α = α, γ = γ.
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Пусть λ — решение системы (5.2). Тогда

λ(α + α) = γ + β − (γ + β),
λ(γ − (γ + β)) = −α − α,
λ(γ − γ − β) = α + α,
λ(−α − α) = γ − γ.

Отсюда следует, что λ(β + β) = 0, а потому при λ �= 0 имеем β = β = 0. Так
как λ(α + α) = γ − γ, λ(γ − γ) = −(α + α), то γ − γ = 0, α + α = 0 или γ = γ,
α = α = 0. Если λ = 0, то α = α = 0, γ = γ, β = β. Лемма доказана.

Теорема 5.1. Пусть R+ = {λ ∈ R | λ > 0}, α, β ∈ R+, γ ∈ R, γ �= 0. Относитель-
но G(2)-сопряженности подалгебры алгебры LG(2) исчерпываются алгебрами∗:

∼ O, ∼ 〈P0〉, ∼ 〈P1〉, ∼ 〈G1〉, ∼ 〈G1+αP2〉, ∼ 〈G1+αP0〉, ∼ 〈J12〉, ∼ 〈J12+αP0〉,
∼ 〈P0, P1〉, ∼ 〈P1, P2〉, 〈G1 + αP0, P1〉, ∼ 〈G1 + αP0, P2〉, 〈G1 + αP0, P1 + βP2〉,
〈G1 + αP2, P1〉, ∼ 〈G1, P2〉, 〈G1, P1〉, 〈G1, P1 + αP2〉, ∼ 〈G1, G2〉, 〈G1, G2 + αP1〉,
∼ 〈G1 +γP1, G2〉, 〈G1 +γP1, G2 +αP1〉, 〈G1 +αP2, G2−αP1〉, 〈G1 +αP2, G2−αP1 +
βP2〉, ∼ 〈J12, P0〉, ∼ 〈P0, P1, P2〉, 〈P0, G1, P1〉, 〈P0, G1 + αP2, P1〉, 〈G1 + αP0, G2 +
βP1, P2〉, 〈G1 +αP0, G2, P2〉, 〈G1 +αP0, P1, P2〉, 〈G1, P1, P2〉, 〈G1, G2, P1〉, 〈G2, G1 +
αP2, P1〉, ∼ 〈J12, P1, P2〉, ∼ 〈J12 +αP0, P1, P2〉, ∼ 〈J12, G1, G2〉, 〈J12, G1 +αP2, G2 −
αP1〉, 〈G1 + αP0, G2, P1, P2〉, 〈G1, P0, P1, P2〉, 〈G1, G2, P1, P2〉, ∼ 〈J12, P0, P1, P2〉,
〈G1, G2, P0, P1, P2〉, 〈J12, G1, G2, P1, P2〉, 〈J12 +αP0, G1, G2, P1, P2〉, 〈J12, G1, G2, P0,
P1, P2〉.

Записанные алгебры не сопряжены относительно группы G(2).

Доказательство. Если L — подалгебра алгебры LG(2) и π(L) �= 0, то L содержит
элемент J12 + wP0. Допустим, чтo (π1 + π2)(L) �= 0 и w �= 0. Тогда L = M +⊃
〈J12 + wP0〉 или L = M +⊃ 〈J12, P0〉, где M — подпространство 〈G1, G2, P1, P2〉,
инвариантное относительно J12, P0. Если π0(L) = 0, то L = M +⊃ 〈J12〉, где
M ⊂ 〈G1, G2, P1, P2〉. В первых двух случаях M сопряжено с одним из про-
странств: 〈P1, P2〉, 〈G1, G2, P1, P2〉. В третьем случае M сопряжено с одним из
таких пространств: 〈G1, G2〉, 〈P1, P2〉, 〈G1 + αP2, G2 − αP1〉 (α > 0).

Классификацию подалгебр L алгебры LG(2) с условием π(L) = 0 проводим по
схеме, изложенной в § 3 с использованием лемм 5.2–5.6.

Теорема 5.2. Подалгебры алгебры LG̃(2) исчерпываются относительно G̃(2)-
сопряженности алгебрами, отмеченными в теореме 5.1 знаком ∼, полными
пробразами подалгебр алгебры LG(2) при гомоморфизме LG(2) на LG(2) с
ядром 〈M〉 и такими алгебрами:

〈P0 + γM〉, 〈J12 + αM〉, 〈J12 + αP0 + γM〉;
〈P0 + γM,P1〉, 〈J12 + αM,P0 + γM〉, 〈J12 + αM,P0〉, 〈J12, P0 + γM〉;
〈P0 + γM,P1, P2〉, 〈J12 + αM,P1, P2〉, 〈J12 + αM,G1, G2〉;
〈J12+αM,P0+γM,P1, P2〉, 〈J12+αM,P0, P1, P2〉, 〈J12, P0+γM,P1, P2〉 (α ∈ R+,

γ �= 0).

Доказательство. Достаточно исследовать на сопряженность те подалгебры алге-
бры LG̃(2), которые не содержат M . Если L — такая подалгебра и π(L) �= 0, то
L = M +⊃ f , где M ⊂ 〈G1, G2, P1, P2〉, а f — подалгебра алгебры 〈J12, P0,M〉.
Относительно G̃(2)-сопряженности алгебра f совпадает с одной из алгебр: 〈J12 +

∗∼ стоит перед алгебрами, являющимися также подалгебрами LG̃(2).
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αM,P0+γM〉, 〈J12+αM,P0〉, 〈J12, P0+γM〉, 〈J12+αM〉, 〈J12+αP0+γM〉 (α > 0,
γ �= 0).

Допустим, что π(L) = 0. Если π1(L) = 0, то в силу равенства exp(tGa)(Pa +
tM) = Pa алгебра L сопряжена одной из алгебр: 〈P0 + γM〉, 〈P0 + γM,P1〉, 〈P0 +
γM,P1, P2〉. Пусть π1(L) �= 0. Если G1 + αP0 + λM ∈ L, то exp(λP1)(L) содержит
G1 + αP0. Значит, проекция L на 〈M〉 равна нулю и мы получаем одну из алгебр,
отмеченных в теореме 5.1 знаком ∼. Теорема доказана.
Теорема 5.3. Пусть α, β,w ∈ R+, γ �= 0. Подалгебры алгебры LG(3) исчерпы-
ваются относительно G(3)-сопряженности подалгебрами алгебры LG(2) и та-
кими алгебрами∗:

〈J12, J13, J23〉: ∼ O, ∼ 〈P0〉, ∼ 〈P1, P2, P3〉, ∼ 〈G1, G2, G3〉, ∼ 〈P0, P1, P2, P3〉,
〈G1, G2, G3, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3, P0, P1, P2, P3〉;

〈J12〉: ∼ 〈P3〉, ∼ 〈G3〉, ∼ 〈G3 + αP0〉, ∼ 〈P0, P3〉, 〈G3, P3〉, 〈G3 + αP0, P3〉,
〈G3, P0, P3〉, ∼ 〈P1, P2, P3〉, ∼ 〈P1, P2, G3〉, ∼ 〈P1, P2, G3 + αP0〉, ∼ 〈G1, G2, P3〉,
∼ 〈G1, G2, G3〉, ∼ 〈G1, G2, G3 + γP3〉, 〈G1 + αP2, G2 − αP1, P3〉, 〈G1 + αP2, G2 −
αP1, G3〉, 〈G1+αP2, G2−αP1, G3+γP3〉, ∼ 〈P0, P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, G3〉, 〈P1, P2,
P3, G3 + αP0〉, 〈G1, G2, G3, P3〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2〉, 〈G1, G2, G3 + αP0, P1, P2〉, 〈P0,
G1, G2, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3+αP0, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3,
P0, P1, P2, P3〉;

〈J12+αP0〉: ∼ 〈P3〉, 〈G3, P3〉, 〈G3+βP0, P3〉, ∼ 〈P1, P2, P3〉, 〈G3, P1, P2, P3〉, 〈G3+
βP0, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3 + βP0, P1,
P2, P3〉;

〈J12 + αP0 + βG3〉: ∼ O, ∼ 〈P3〉, ∼ 〈P1, P2〉, ∼ 〈P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P1, P2〉,
〈G1, G2, P1, P2, P3〉;

〈J12 + αG3〉: ∼ O, ∼ 〈P3〉, ∼ 〈P0, P3〉, ∼ 〈P1, P2〉, ∼ 〈G1, G2〉, 〈G1 + βP2, G2 −
βP1〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P3〉, 〈G1, G2, G3 + γP3〉, 〈G1 + βP2, G2 − βP1, P3〉, 〈G1 +
βP2, G2 − βP1, G3 + γP3〉, 〈P0, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P1, P2〉, 〈G1, G2, P1, P2, P3P3〉,
〈G1, G2, P0, P1, P2, P3〉;

〈J12 + αP3〉: ∼ O, ∼ 〈P0〉, 〈G3〉, 〈G3 + βP0〉, ∼ 〈P1, P2〉, ∼ 〈G1, G2〉, 〈G1 +
βP2, G2 − βP1〉, ∼ 〈P0, P1, P2〉, 〈P1, P2, G3〉, 〈G3 + βP0, P1, P2〉, 〈G1, G2, G3〉, 〈G1 +
βP2, G2 − βP1, G3〉, 〈G1, G2, P1, P2〉, 〈G1, G2, P0, P1, P2〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2〉, 〈G1,
G2, G3 + βP0, P1, P2〉;

〈O〉: ∼ 〈G1 + αP2, P3〉, ∼ 〈G2, G1 + αP3〉, ∼ 〈G1 + γP1, G2 + αP3〉, ∼ 〈G2, G1 +
γP1+βP3〉, ∼ 〈G1+γP1+βG2, G2+αP3〉, 〈G1, P1+αG2+βP3〉, 〈P1+αG2, G1+βP3〉,
〈P1 + αG2 + γG1, G1 + βP3〉, 〈G1 + γP1, P1 + αG2 + βP3〉, 〈P1 + αG2, G1 + γP1 +
βP3〉, 〈G1 + γP1 + σP3, P1 + αG2 + βP3〉, 〈G1 + αG2, P1 + βP3〉, 〈G1 + αP2, G2 +
γP1 + ρP2 + βP3〉, ∼ 〈P1, P2, P3〉, ∼ 〈G1, P2, P3〉, 〈G1, P1 + αP2, P3〉, 〈P1, G1 +
αP2, P3〉, ∼ 〈G1, G2, G3〉, ∼ 〈G1 + γP1, G2, P3〉, 〈G1, P1 + αG2, P3〉, 〈G1 + γP1, P1 +
αG2, P3〉, 〈G1+γP1, G2+δP1, P1+αP3〉, 〈G2, P1, G1+αP3〉, 〈G1+αP2, G2−αP1, P3〉,
〈G1 + αP2, G2 − αP1 + βP2, P3〉, 〈G2 + λP1, G1 + αP2 + µP1, P1 + βP3〉, 〈G2 +
ρP3, P1, G1+αP2+βP3〉, 〈G1+αP2, P1, G2+βP3〉, ∼ 〈G1, G2, G3〉, 〈G1, P1+αG2, G3〉,
〈G1 + γP1, P1 + αG2, G3〉, ∼ 〈G1 + γP1, G2, G3〉, 〈G1 + λP1 + αP2, G2 − αP1 +
(λ + β)P2, G3〉, ∼ 〈G1 + γP1, G2 + (γ + β)P2, G3〉, ∼ 〈G1 + γP1, G2 + γP2, G3〉,
〈G1 + λP1 + αP2, G2 − αP1 + λP2, G3〉, 〈G2 + λP2, G1 + γP1 + µP2, P2 + αG3〉,
〈G2 + λP1, G1 + αP2 + µP1, P1 + βG3〉, 〈P1 + γP2 + λG2, G1 + αP2 + µG2, G2 +

∗∼ стоит перед алгебрами, являющимися также подалгебрами алгебры LG̃(3).
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βG3〉, 〈P1 + γP2 + λG3, G2, G1 + αP2 + βG3〉, 〈G1 + αP2, G2, P1 + γP2 + βG3〉,
〈G1 + αP2, G2 +

3∑
1

βiPi, G3 + λ1G1 + λ2G2 + γP1〉 (β3 > 0), ∼ 〈G1 + αP0, P2, P3〉,
〈G1 + αP0, P1 + βP2, P3〉, 〈G1 + αP0, G2 + βP3, P2〉, 〈G1 + αP0, G2 + βP1 + wP3, P2〉,
〈G1, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P1, P3〉, 〈G2, G1+αP2, P1, P3〉, 〈G1, G2, P1, P2+αP3〉, 〈G1+
αP2, G2, P1, P2+βP3〉, 〈G1+αP3, G2, P1, P2〉, 〈G1, G2, G3, P1〉, 〈G1+γP1, G2, G3, P2〉,
〈G1 + αP2, G2, G3, P1〉, 〈G1 + αP2, G2, G3, P1 + γP2〉, 〈G1 + λP1, G2, P2, P1 + αG3〉,
〈G1 + λP1, G2 + βP1, P2, P1 + αG3〉, 〈G3, G1 + αP2, G2 − αP1 + βP2, P3〉, 〈G3, G1 +
αP2, G2−αP1, P3〉, 〈G3, G1 +λP1 +αP2, G2 +µG1 +γP1, P3 +βP2〉, 〈G1 +γ1P1, G2 +
βG1 + γ2P2, G3, P3 + αP2〉, 〈G1 + γ1P1, G2 + βG1 + γ2P2, G3, P3 + αP2〉 (γ1 �= 0,
γ2 �= 0), 〈G1+λP1+αP3, G2+µG1+βP1, G3, P2〉, 〈G1+γP1, G2+λG1+αP3, G3, P2〉,
∼ 〈P0, P1, P2, P3〉, 〈P0, G1+αP2, P1, P3〉, 〈G1+αP0, P1, P2, P3〉, 〈G1+αP0, G2, P2, P3〉,
〈G1 +αP0, G2 +βP1, P2, P3〉, 〈G1 +αP0, G2, P2, P1 +βP3〉, 〈G1 +αP0, G2 +wP3, P1 +
βP3, P2〉, 〈G1, G2, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2〉, 〈G1 + γP1, G2, G3, P1 + βP3, P2〉,
〈G1 +αP2, G2, G3, P1, P3〉, 〈G1, P0, P1, P2, P3〉, 〈G1 +αP0, G2, P1, P2, P3〉, 〈G1 +αP3,
G2, P0, P1, P2〉, 〈G1 +αP0, G2, G3, P2, P3〉, 〈G1 +αP0, G2 +βP1, G3, P2, P3〉, 〈G1, G2,
G3, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P0, P1, P2, P3〉, 〈G1+αP0, G2, G3, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3, P0,
P1, P2, P3〉.
Доказательство. Поскольку LO(3) — простая алгебра, то всякая подалгебра L
алгебры LG(3) с условием π(L) = LO(3) является расщепимой. Пусть R(3) —
радикал LG(3) и M = L ∩ R(3). Если π1(M) = 0, то в силу леммы 1.2 и того,
что LO(3) действует неприводимо на 〈P1, P2, P3〉, заключаем, что M совпадает с
одним из пространств: O, 〈P0〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P0, P1, P2, P3〉. Если π2(M) = 0, то M
сопряжено одному из пространств: O, 〈P0〉, 〈G1, G2, G3〉.

Допустим, что π1(M) �= 0, π2(M) �= 0. На основании леммы 3.1 M содержит
G1 +µP1. Так как exp(µP0)(G1 +µP1) = G1, то можно предполагать, что G1 ∈ M.
Но в таком случае M совпадает с 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3〉 ⊕ s〈P0〉, где s ∈ {0, 1}.

Если L — подалгебра LG(3) и π(L) = 〈J12〉, то в силу леммы 3.1 L = M +⊃ f ,
где f — подалгебра 〈J12, P0〉, a M — подалгебра R(3) и M = [J12,M] ⊕ M′,
где M′ ⊂ 〈G3, P0, P3〉. Алгебра M′ сопряжена с одной из алгебр, выписанных в
лемме 5.1. При [P0, [J12,M]] = 0 следует считать, что M′ �= 〈G3 + γP3〉 (γ �= 0).
Алгебра [J12,M] сопряжена с одной из алгебр: O, 〈P1, P2〉, 〈G1, G2〉, 〈G1+αP2, G2−
αP1〉, 〈G1, G2, P1, P2〉 (α > 0).

Случаи, когда π(L) = 0, исследуются методом Ли–Гурса с использованием
лемм 5.2–5.6. Проиллюстрируем это на примерах двух случаев.

Пусть π0(L) = 0, π1(L) = 〈G1〉, π2(L) = 〈P2, P3〉. В этом случае мы проводим
классификацию алгебр L относительно группы матриц вида(

1 0
0 A

)
,

где A ∈ O(2). Taк как каждый одномерный идеал алгебры 〈P2, P3〉 сопряжен с
〈P3〉, то L сопряжена с 〈G1, P2, P3〉 или с 〈G1 + αP2, P3〉 (α > 0).

Пусть π0(L) = 0, π1(L) = 〈G1, G2〉, π2(L) = 〈P1, P2, P3〉. Будем предполагать,
что L не сопряжена алгебре L′ с проекциями π1(L′), π2(L′), отличными от π1(L),
π2(L). Согласно теореме 5.1 подалгебры алгебры 〈G1, G2, P1, P2〉 исчерпываются
относительно G(2)-сопряженности алгебрами:

〈G1 + αP2, G2 − αP1 + µP2〉 (α > 0, µ ≥ 0);
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〈G2, G1 + αP2, P1〉 (α > 0); (5.5)
〈G1, G2, P1, P0〉.

Для каждой алгебры M вида (5.5) классифицируем подалгебры алгебры M ⊕
〈P3〉. С этой целью в M находим идеалы U, для которых dim M|U = 1, а затем
классифицируем эти идеалы относительно нормализатора M в G(2). Подалгебры
алгебры M⊕ 〈P3〉, отличные от M⊕ 〈P3〉, сопряжены алгебрам U⊕ 〈X + λP3〉, где
X ∈ M, X �∈ U. Применяя автоморфизм алгебры LG(3), соответствующий матрице
diag {1, 1,−1}, получаем, что λ > 0. Следовательно, L сопряжена одной из алгебр:

〈G1 + αP2, G2 − αP1 + µP2, P3〉 (α > 0, µ ≥ 0);
〈G1 + αP2, G2 + δP1 + µP2 + βP3〉 (α > 0, β > 0, δ �= 0);
〈G2, G1 + αP2, P1, P3〉 (α > 0);
〈G2 + λP1, G1 + αP2 + µP1, P1 + βP3〉 (α > 0, β > 0, λ, µ ∈ R);
〈G2 + λP3, P1, G1 + αP2 + βP3〉 (α > 0, β > 0, λ ∈ R);
〈G1 + αP2, P1, G2 + βP3〉 (α > 0, β > 0);
〈G1 + λP2, G2, P1, P2 + αP3〉 (α > 0, λ ≥ 0);
〈G2, P1, P2, G1 + αP3〉 (α > 0);
〈G1, G2, P1, P2, P3〉.
Теорема доказана.

Теорема 5.4. Подалгебры алгебры LG̃(3) исчерпываются относительно G̃(3)-
сопряженности подалгебрами алгебры LG̃(2), алгебрами, отмеченными в тeo-
peмe 5.3 знаком ∼, полными прообразами подалгебр алгебры LG(3) при гомо-
морфизме LG̃(3) нa LG(3) с ядром 〈M〉 и такими алгебрами:

〈J12, J13, J23, P0 + γM〉 (γ �= 0);
〈J12, J13, J23, P0 + γM,P1, P2, P3〉 (γ �= 0);
〈J12+βM〉: O, 〈P3〉, 〈G3〉, 〈G3+αP0〉, 〈P0, P3〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, G3〉, 〈P1, P2,

G3 + αP0〉, 〈G1, G2, P3〉, 〈G1, G2, G3〉, 〈G1, G2, G3 + γP3〉, 〈P0, P1, P2, P3〉 (α > 0,
β > 0, γ �= 0);

〈J12 + αM,P0 + γM,P3〉 (α > 0, γ �= 0); 〈J12, P0 + γM,P3〉 (γ �= 0);
〈J12, P0 + γM,P1, P2, P3〉; 〈J12 + αM,P0 + γM,P1, P2, P3〉 (α > 0, γ �= 0);
〈J12 + αP0 + γM〉: 〈P3〉, 〈P1, P2, P3〉 (α > 0, γ �= 0);
〈J12 + αP3 + βM〉: 〈P0 + λM〉, 〈P0 + λM,P1, P2〉 (α > 0, β > 0, λ ∈ R);
〈G1 + αP2, G2 + αP1 + λP2 + βP3〉 (α > 0, β > 0, λ ∈ R);
〈G1 +αP2, G2 +αP1 +µP2 +(αλ+α−1γµ)P3, G3 +λG1 +α−1γG2 +γP1〉 (α > 0,

γ �= 0, λ, µ ∈ R, λ �= −α−2γµ).
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