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Подалгебры обобщенной алгебры Пуанкаре
AP (2, n)

Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ЛАГНО, В.И. ФУЩИЧ

В работе изучаются для произвольного n ≥ 2 подалгебры алгебры Ли AP (2, n)
обобщенной группы Пуанкаре P (2, n) относительно P (2, n)-сопряженности. Найде-
ны в явном виде максимальные подалгебры и максимальные разрешимые подалге-
бры алгебры AP (2, n). Выделены вполне приводимые подалгебры алгебры AO(2, n),
обладающие только расщепляемыми расширениями в AP (2, n).
Проведена частичная классификация относительно P (2, 3)-сопряженности подалгебр
алгебры AP (2, 3). Полностью описаны относительно P (2, 2)-сопряженности подал-
гебры алгебры AP (2, 2).

Введение
Обобщенные группы Пуанкаре используются при решении ряда задач теоре-

тической и математической физики. Примером может служить группа P (2, 3), ко-
торая имеет прямое отношение к задаче о расширении S-матрицы за массовую
оболочку [1, 3] и к задаче описания частиц с внутренней структурой [4, 5]. В [4,
6] предложено использовать обобщенные группы Пуанкаре для описания физиче-
ских систем с переменной массой и спином. Для решения многих задач важно
знать подгрупповую структуру группы симметрии, допускаемой физической систе-
мой.

Описание подгрупповой структуры группы P (2, n) необходимо для исследова-
ния инвариантных решений уравнения

∂2u

∂x2
1

+ �u = 0,

а также уравнения [7]

i
∂ϕ(t, x)
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=

1
l
�ϕ(t, x),

где � = ∂2

∂x2
2
−∇2 — оператор Даламбера, x = (x2, . . . , xn+2) — точка в пространс-

тве Минковского M(1, n), l — постоянная величина.
В данной работе для произвольного n ≥ 2 изучается подгрупповая структура

группы P (2, n) относительно P (2, n)-сопряженности. Поскольку классификация
непрерывных подгрупп группы P (2, n) сводится к классификации подалгебр алге-
бры Ли AP (2, n) группы P (2, n), то мы исследуем подалгебры алгебры AP (2, n)
относительно P (2, n)-сопряженности. Полученные результаты являются дальней-
шим развитием на случай алгебры AP (2, n) идей работы [8], в которой предложен
общий метод классификации относительно определенной сопряженности подал-
гебр конечно мерных алгебр Ли с нетривиальным абелевым идеалом.

Препринт 85.89, Киев, Институт математики АН УССР, 1985, 50 c.
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Дадим кратную характеристику работы. В § 1 описаны максимальные подалге-
бры алгебры AP (2, n), а в § 2 найдены в явном виде максимальные разрешимые
подалгебры алгебры AP (2, n). Число этих подалгебр равно 3 при четном n и 4 при
нечетном n.

§ 3 посвящен изучению вполне приводимых подалгебр алгебры AO(2, n). На
основании полученных результатов проблема классификации подалгебр алгебры
AP (2, n) с вполне приводимыми проекциями на AO(2, n) сводится к классифика-
ции относительно O(q, k)-сопряженности неприводимых подалгебр алгебры
AO(q, k) (q = 0, 1, 2; k = 2, . . . , n).

В § 4 — § 6 проведена частичная классификация подалгебр алгебры AP (2, 3).
Отметим как законченное исследование классификацию относительно P (2, 2)-со-
пряженности подалгебр алгебры AP (2, 2), содержащуюся в § 5, § 6.

§ 1. Максимальные подалгебры алгебры AP (2, n)
Пусть R — поле вещественных чисел; 〈Y1, . . . , Ys〉 — векторное пространство

или алгебра Ли над R с образующими Y1, . . . , Ys; Rm — m-мерное арифметиче-
ское векторное пространство над R; U = U2,n — 2 + n-мерное псевдоевклидово
пространство со скалярным произведением

(X,Y ) = x1y1 + x2y2 − x3y3 − · · · − xn+2yn+2; (1.1)

O(2, n) — группа линейных преобразований U , сохраняющих (X,X) для каждого
X ∈ U . Будем предполагать, что O(2, n) реализована в виде вещественных матриц
порядка 2 + n.

Группой Пуанкаре P (2, n) называется мультипликативная группа матриц(
∆ Y
0 1

)
,

где ∆ ∈ O(2, n), Y ∈ Rn+2.
Через AG обозначим алгебру Ли группы Ли G. Используя определение алгебры

Ли, легко получить, что AO(2, n) состоит из матриц

0 α β1 β2 · · · βn−1 βn

−α 0 γ1 γ2 · · · γn−1 γn

β1 γ1 0 δ12 · · · δ1,n−1 δ1n

β2 γ2 −δ12 0 · · · δ2,n−1 δ2n

...
...

...
... · · · ...

...
βn−1 γn−1 −δ1,n−1 −δ2,n−1 · · · 0 δn−1,n

βn γn −δ1n −δ2n · · · −δn−1,n 0


. (1.2)

Пусть Eik — матрица порядка n+3, имеющая единицу на пересечении i-ой строки
и k-го столбца, и нули на всех остальных местах (i, k = 1, 2, . . . , n + 3). Нетрудно
получить, что базис алгебры AP (2, n) образуют матрицы: J12 = E12 − E21; Jab =
−Eab + Eba (a < b; a, b = 3, . . . , n + 2); Jia = −Eia − Eai (i = 1, 2; a = 3, . . . , n +
2); Pj = Ej,n+3 (j = 1, 2, . . . , n + 2). Базисные элементы удовлетворяют таким
коммутационным соотношениям:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ − gαγJβδ − gβδJαγ ,

[Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ , Jβα = −Jαβ , [Pα, Pβ ] = 0,
(1.3)
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где g11 = g22 = −g33 = · · · = −gn+2,n+2 = 1, gαβ = 0 при α �= β (α, β = 1, 2, . . .,
n + 2).

Генераторы поворотов Jαβ порождают алгебру AO(2, n), а генераторы трансля-
ций Pα — коммутативный идеал N , причем AP (2, n) = N +⊃ AO(2, n). Легко
видеть, что [X,Y ] = X · Y для любых X ∈ AO(2, n), Y ∈ N . Отождествим N и
U2,n, сопоставив Pi n + 2-мерный столбец с единицей на i-ом месте и с нулями на
остальных местах (i = 1, 2, . . . , n + 2).

Пусть C — такая матрица порядка n + 3 над R, что отображение ϕC : X →
CXC−1 является автоморфизмом AP (2, n). Если C ∈ G, где G — подгруппа груп-
пы P (2, n), то ϕc называется G-автоморфизмом. Подалгебра L1 и подалгебра L2

алгебры AP (2, n) будут называться P (2, n)-сопряженными, если ϕC(L1) = L2 для
некоторого P (2, n)-автоморфизма ϕC алгебры AP (2, n).

Пусть W — невырожденное подпространство пространства U . Если F — по-
далгебра AO(W ), то тождественное отображение F является представлением F в
AO(W ), (O(W ) — группа изометрий пространства W ). Это представление будем
называть тривиальным. Подалгебра F ⊂ AO(W ) называется неприводимой, если
тривиальное представление F является неприводимым. Подалгебра F ⊂ AO(W )
называется вполне приводимой, если ее тривиальное представление вполне приво-
димо.

Определение. Пусть W — подпространство пространства U . Нормализато-
ром W в AO(2, n) называется множество

Nor W = {X ∈ AO(2, n) | (∀ Y ∈ W ) (X · Y ∈ W )}.
Лемма 1.1. Нормализатор 〈P1 + Pn+2〉 в AO(2, n) совпадает с алгеброй

AP̃ (1, n − 1) = 〈G2, . . . , Gn+1〉 +⊃ (AO(1, n − 1) ⊕ 〈J1,n+2〉),
где Ga = J1a − Ja,n+2 (a = 2, . . . , n + 1), AO(1, n − 1) = 〈Jab | a, b = 2, . . . , n + 1〉.
Базисные элементы алгебры AP̃ (1, n − 1) связаны такими коммутационными
соотношениями:

[Ga, J1,n+1] = Ga, [Jab, J1,n+2] = [Ga, Gb] = 0, [Ga, Jbc] = gabGc − gacGb,

[Jab, Jcd] = gadJbc + gbcJad − gacJbd − gbdJac (a, b, c, d = 2, . . . , n + 1).

Доказательство. Необходимо найти все матрицы X вида (1.2), для которых

X · (P1 + Pn+2) = λ(P1 + Pn+2). (1.4)

Непосредственными вычислениями получаем, что α = γn, βi = −δin (i = 1, 2, . . .,
n − 1). Значит, Nor 〈P1 + Pn+2〉 = AP̃ (1, n − 1). Лемма доказана.
Лемма 1.2. Если W = 〈P1 + Pn+2, P2 + Pn+1〉, то Nor W совпадает с алгеброй
AOpt(1, n−1) = 〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . ,Hn〉 +⊃ (AO(n−2)⊕〈C, D, T, J1,n+2〉), где

Ga = J1a − Ja,n+2, Ha = J2a − Ja,n+1 (a = 3, . . . , n),
M = (J21 − J1,n+1) + (J2,n+2 − Jn+2,n+1),
AO(n − 2) = 〈Jab | a, b = 3, . . . , n〉,
C = −J1,n+2 + J2,n+1, D = 1

2 (J12 + Jn+1,n+2 + J1,n+1 + J2,n+2),
T = 1

2 (J1,n+1 + J2,n+2 − J12 − Jn+1,n+2).
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Базисные элементы связаны следующими коммутационными соотношениями:

[Ha, Ga] = M, [Ha,M ] = [Ga,M ] = [Ha,Hb] = [Ga, Gb] = [M,Jab] = 0,
[M,J1,n+2] = M, [Ga, J1,n+2] = Ga, [Ha, J1,n+2] = [Jab, J1,n+2] = 0,
[M,C] = [M, D] = [M,T ] = 0, [C,Ga] = Ga, [C,Ha] = −Ha,

[D, Ga] = −Ha, [D,Ha] = [T,Ga] = 0, [T,Ha] = −Ga, [C, D] = −2D,

[C, T ] = 2T, [T, D] = C, [C, J1,n+2] = 0, [D, J1,n+2] = −D, [T, J1,n+2] = T.

(1.5)

Доказательство. Найдем все такие матрицы X вида (1.2), для которых [X,W ] ⊂
W . Пусть X · (µ(P1 + Pn+2) + ρ(P2 + Pn+1)) ∈ W . Тогда

µ


β1 + δ1n

β2 + δ2n

...
βn−2 + δn−2,n

 + ρ


γ1 + δ1,n−1

γ2 + δ2,n−1

...
γn−2 + δn−2,n−1

 =


0
0
...
0

 , (1.6)

αρ + βn−1ρ + βnµ = βnµ + γnρ − δn−1,nρ,

−αµ + γn−1ρ + γnµ = βn−1µ + γn−1ρ + δn−1,nµ.
(1.7)

Решаем систему уравнений (1.6). Пусть µ = 0, ρ = 1. Тогда δi,n−1 = −γi

(i = 1, 2, . . . , n − 2). Если µ = 1, ρ = 0, то δin = −βi (i = 1, 2, . . . , n − 2). Отсюда
вытекает, что Ga,Ha ∈ Nor W (a = 3, . . . , n). Систему (1.7) можно записать в
виде:

αρ + βn−1ρ = γnρ − δn−1,nρ,

−αµ + γnµ = βn−1µ + δn−1,nµ.

Поскольку µ и ρ могут быть ненулевыми, то

α + βn−1 = γn − δn−1,n,

−α + γn = βn−1 + δn−1,n.

Отсюда находим, что δn−1,n = γn − βn−1 − α. Но тогда Nor W содержит

αJ12 − βn−1J1,n+1 − γnJ2,n+2 + (α + βn−1 − γn)Jn+1,n+2 =
= α(J12 + Jn+1,n+2) − βn−1(J1,n+1 − Jn+1,n+2) − γn(J2,n+2 − Jn+2,n+1),

для произвольных α, βn−1, γn. Это значит, что Nor W содержит генераторы Y1 =
J12+Jn+1,n+2, Y2 = J1,n+1−Jn+1,n+2, Y3 = J2,n+2−Jn+2,n+1. На элементы βn, γn−1

матрицы X не налагается никаких ограничений. Следовательно, Nor W содержит
также генераторы Y4 = J1,n+2, Y5 = J2,n+1. По той же причине Jab ∈ Nor W для
a, b = 3, . . . , n. Очевидно, C = −Y4 + Y5, D = 1

2 (Y1 + Y2 + Y3), T = 1
2 (Y2 + Y3 − Y1),

M = −Y1 − Y2 + Y3, J2,n+1 = C + Y4.
Непосредственной проверкой убеждаемся в справедливости коммутационных

соотношений (1.5). Лемма доказана.

Теорема 1.1. Максимальные приводимые подалгебры алгебры AO(2, n) исчер-
пываются относительно O(2, n) сопряженности такими алгебрами:

1) AP̃ (1, n − 1);
2) AOpt(1, n − 1);
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3) AO1(1, k) ⊕ AO2(1, n − k), где AO1(1, k) = 〈Jab | a, b = 1, 3, . . . , k + 2〉,
AO2(1, n − k) = 〈Jab | a, b = 2, k + 3, . . . , n + 2〉 (k = 2, . . . , [n/2]; n ≥ 4);

4) AO1(1, n);
5) AO(2, k) ⊕ AO3(n − k), где AO3(n − k) = 〈Jab | a, b = k + 3, . . . , n + 2〉

(k = 0, 1, . . . , n − 1).

Доказательство. Пусть F — подалгебра алгебры AO(2, n), U1 — ненулевое под-
пространство пространства U , инвариантное относительно F . Если U1 — выро-
жденное пространство, то оно содержит F -инвариантное изотропное подпрос-
транство, сопряженное 〈P1 + Pn+2〉 или 〈P1 + Pn+2, P2 + Pn+1〉. На основании
лемм 1.1, 1.2 заключаем, что алгебра F O(2, n)-сопряжена подалгебре алгебры
AP̃ (1, n − 1) или алгебры AOpt(1, n − 1).

Если U1 — невырожденное пространство, то U = U1 ⊕ U⊥
1 , а потому в силу

теоремы Витта нормализатор U1 в AO(2, n) сопряжен одной из алгебр: AO1(1, n);
AO1(1, k) ⊕ AO2(1, n − k), k = 2, . . . ,

[
n
2

]
(n ≥ 4); AO(2, k) ⊕ AO3(n − k), k =

0, 1, . . . , n − 1. Теорема доказана.
Отметим, что подалгебры алгебры AP̃ (1, 3) классифицированы в [9], подалге-

бры алгебры AO(2, 3) в [10], а подалгебры алгебры AOpt(1, 3) в [11]. Содержание
работ [9–11] дает почти полное решение задачи об описании относительно O(2, 4)-
сопряженности подалгебр алгебры AO(2, 4).

На основании теоремы 1.1 максимальные подалгебры алгебры AP (2, n) исчер-
пываются относительно P (2, n)-сопряженности такими алгебрами:

1) U +⊃ F , где F — неприводимая максимальная подалгебра алгебры AO(2, n);
2) AG̃(1, n − 1) +⊃ 〈J1,n+2〉, где AG̃(1, n − 1) — расширенная алгебра Галилея

с базисом P1, P1 + Pn+2, G2, . . . , Gn+1, Jab (a, b = 2, . . . , n + 1);
3) U +⊃ AOpt(1, n − 1);
4) AP1(1, k) ⊕ AP2(1, n − k), где AP1(1, k) = 〈P1, P3, . . . , Pk+2〉 +⊃ AO1(1, k),

AP2(1, n − k) = 〈P2, Pk+3, . . . , Pn+2〉 +⊃ AO2(1, n − k) (k = 2, . . . ,
[

n
2

]
, n ≥ 4);

5) AP (2, k) ⊕ AP3(n − k), где AP3(n − k) = 〈Pk+3, . . . , Pn+2〉 +⊃ AO3(n − k)
(k = 0, 1, . . . , n − 1).

§ 2. Максимальные разрешимые подалгебры алгебры AP (2, n)
Пусть B — максимальная разрешимая подалгебра алгебры AO(2, n). Так как

неприводимые комплексные представления алгебры B одномерны, то степени не-
приводимых вещественных представлений алгебры B не превышают 2. Алгебра B
— это алгебра некоторых линейных преобразований пространства U = 〈P1, P2, . . .,
Pn+1, Pn+2〉. Если все неприводимые 6-инвариантные подпространства пространс-
тва U невырождены, то

B = 〈J12, J34, . . . , J2k−1,2k〉, (2.1)

где k =
[

n+2
2

]
. Если существует изотропное B-инвариантное подпространство

пространства U , то B сопряжена подалгебре алгебры AP̃ (1, n − 1) или алгебры
AOpt(1, n − 1).

Пусть B — подалгебра алгебры AP̃ (1, n − 1). Если n − 1 — нечетное число, то
AO(1, n − 1) обладает только одной максимальной разрешимой подалгеброй:

〈J2,n+1, J34, J56, . . . , Jn−1,n〉.
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Следовательно, если n — четное число, то B сопряжена алгебре

〈G2, . . . , Gn+1, J34, J56, . . . , Jn−1,n, J1,n+2, J2,n+1〉, (2.2)

где Ga = J1a − Ja,n+2 (a = 2, 3, . . . , n + 1).
Если n − 1 — четное число, то AO(1, n − 1) обладает двумя максимальными

разрешимыми подалгебрами:

〈J34, J56, . . . , Jn,n+1〉, 〈H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−2,n−1, J2,n+1〉,
где Ha = J2a − Ja,n+1 (a = 3, . . . , n). Следовательно, если n — нечетное число, то
B сопряжена одной из алгебр:

〈G2, . . . , Gn+1,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−2,n−1, J2,n+1, J1,n+2〉,
〈G2, . . . , Gn+1, J34, J56, . . . , Jn,n+1, J1,n+2〉.

(2.3)

Теперь рассмотрим случай, когда B — подалгебра алгебры AOpt(1, n − 1) =
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn〉 +⊃ (AO(n − 2) ⊕ 〈C, D, T, J1,n+2〉), где AO(n − 2) =
〈Jab | a, b = 3, . . . , n〉. Алгебра AO(n − 2) обладает только одной максимальной
разрешимой подалгеброй:

〈J34, J56, . . . , J2m−1,2m〉, m =
[n

2

]
.

Алгебра 〈C, D, T 〉 обладает двумя максимальными разрешимыми подалгебрами:
〈C, D〉, 〈D − T 〉. Отсюда вытекает, что AOpt(1, n − 1) обладает двумя максималь-
ными разрешимыми подалгебрами:

〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , J2m−1,2m, C, D, J1,n+2〉,
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , J2m−1,2m, D − T, J1,n+2〉.

(2.4)

Теорема 2.1. Если n — четное число, то алгебра AO(2, n) обладает относи-
тельно O(2, n)-сопряженности тремя максимальными разрешимыми подалге-
брами:

〈J12, J34, . . . , Jn+1,n+2〉;
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−1,n, C, D, J1,n+2〉;
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−1,n, D − T, J1,n+2〉.

Их размерности равны соответственно n+2
2 , 5n−2

2 , 5n−4
2 .

Если n — нечетное число, то алгебра AO(2, n) обладает относительно
O(2, n)-сопряженности четырьмя максимальными разрешимыми подалгебрами:

〈J12, J34, . . . , Jn,n+1〉; 〈G2, . . . , Gn+1, J34, J56, . . . , Jn,n+1, J1,n+2〉;
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−2,n−1, C, D, J1,n+2〉;
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−2,n−1, D − T, J1,n+2〉.

Их размерности равны соответственно n+1
2 , 3n+1

2 , 5n−3
2 , 5n−5

2 .
Доказательство. Пусть n — четное число. В результате проведенных ранее рас-
суждений, мы получили четыре разрешимые подалгебры (2.1), (2.2), (2.4) алге-
бры AO(2, n), среди которых находятся все максимальные разрешимые подалге-
бры. Первая из полученных алгебр не сохраняет изотропное пространство, две
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последние являются подалгебрами оптической алгебры AOpt(1, n − 1), а пото-
му эти алгебры попарно не сопряжены. Так как [G2, P2 + Pn+1] = P1 + Pn+2,
[Gn+1, P2 +Pn+1] = −(P1 +Pn+2), то алгебра (2.2) принадлежит AOpt(1, n− 1), и,
следовательно, не является максимальной разрешимой подалгеброй.

Аналогично рассуждаем и в случае нечетного n. Теорема доказана.
Отметим, что в [12] предложен алгоритм, сводящий проблему классификации

максимальных разрешимых подалгебр алгебры AO(p, q) к аналогичной проблеме
для алгебр AO(p − 1, q − 1), AO(p − 2, q − 2). Используемая в [12] матричная
реализация алгебры AO(p, q) отличается от реализации, принятой в нашей работе.

На основании свойств разрешимых алгебр получаем, что максимальные разре-
шимые подалгебры алгебры AP (2, n) исчерпываются относительно P (2, n)-сопря-
женности алгебрами U +⊃ B, где B — максимальная разрешимая подалгебра
алгебры AO(2, n).

§ 3. Вполне приводимые подалгебры алгебры AO(2, n)
Пусть F — ненулевая вполне приводимая подалгебра алгебры AO(2, n), облада-

ющая тем свойством, что из GL(2+n,R)-эквивалентности неприводимых подпред-
ставлений тривиального представления F вытекает их O(2, n)-эквивалентность.
Будем также предполагать, что если существуют F -инвариантные изотропные под-
пространства пространства U , то они необходимо аннулируются алгеброй F .

Пусть Γ — тривиальное представление алгебры F . Тогда

Γ = Γ1 + Γ2 + · · · + Γm,

где Γi — неприводимое представление F в AO(Wi) (i = 1, . . . , m). Положим Fi =
{Γi(X) | X ∈ F}.

Тогда Fi — неприводимая подалгебра алгебры AO(Wi). Если Fi �= 0, то алгебру
Fi будем называть неприводимой частью алгебры F . Очевидно, алгебра F является
подпрямой суммой своих неприводимых частей. Объединив эквивалентные нену-
левые неприводимые подпредставления представления Γ, мы получим ненулевые
дизъюнктные примарные подпредставления представления Γ. Соответствующие им
подалгебры алгебры F , построенные по тому же правилу, что и неприводимые ча-
сти Fi, будем называть примарными частями алгебры F . Если F совпадает со
своей примарной частью, то F называется примарной алгеброй.

Отметим , что все подалгебры алгебры AO(n) являются вполне приводимыми и
удовлетворяют сформулированным выше ограничениям. Введенные понятия можно
распространить и на алгебры AO(p, q) для произвольных p, q.

Теорема 3.1. Если p + q ≥ 3 и одно из чисел p, q является нечетным, то непри-
водимая подалгебра алгебры AO(p, q) является полупростой и некомпактной.

Доказательство. Пусть F — неприводимая подалгебра алгебры AO(p, q). Тогда
F = Z(F ) ⊕ Q, где Z(F ) — центр, a Q — фактор Леви [13]. Если F — абсолютно
неприводимая алгебра, то по лемме Шура существует такая невырожденная ма-
трица B порядка p+q комплексными коэффициентами, что для каждого X ∈ Z(F )
имеет место равенство B−1XB = λE (λ ∈ C). Так как след матрицы X равен 0,
то λ = 0. Значит, Z(F ) = 0.
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Предположим, что F не является абсолютно неприводимой алгеброй. Суще-
ствует такая матрица B с комплексными коэффициентами, что для каждого F

B−1XB =
(

∆ 0
0 ∆̄

)
,

где ∆̄ — матрица, комплексно-сопряженная к матрице ∆. Поскольку ∆, ∆̄ —
неприводимые комплексные представления алгебры F , то силу леммы Шура и
условия tr X = 0 имеем

B−1Z(F )B ⊂
{(

iλE 0
0 −iλE

)∣∣∣∣∣ λ ∈ R

}
.

Отсюда вытекает, что dim Z(F ) ≤ 1 и что квадрат ненулевой матрицы из Z(F )
совпадает с матрицей −λ2E, где λ ∈ R, λ �= 0.

Если X ∈ AO(p, q) и X2 = −E, то X сопряжена матрице diag (J, J, . . . , J), где

J =
(

0 1
−1 0

)
.

Отсюда следует, что характеристический многочлен матрицы X совпадает с (x2 +
1)k. С другой стороны, поскольку одно из чисел p, q является нечетным, то adX
обладает в Up,q одномерным инвариантным изотропным подпространством (ка-
ждое инвариантное пространство типа (+,−) содержит изотропное инвариантное
подпространство). Но тогда характеристический многочлен матрицы X делится на
x − λ (λ ∈ R). Противоречие. Следовательно, Z(F ) = 0, т.е. F — полупростая
алгебра.

Допустим, что F — компактная алгебра. Тогда существует такая симметриче-
ская матрица C ∈ GL(p + q,R), что C−1FC ⊂ AO(p + q). Так как exp(C−1FC) =
C−1 exp F ·C, то в O(p+q) существует неприводимая группа, сохраняющая однов-
ременно x2

1+· · ·+x2
p+q и λ2

1x
2
1+· · ·+λ2

px
2
p−λ2

p+1x
2
p+1−· · ·−λ2

p+qx
2
p+q (λ1, . . . , λp, . . .,

λp+q — ненулевые вещественные числа).
Полученное противоречие заканчивает доказательство теоремы.

Замечание 3.1. При доказательстве теоремы 3.1 мы установили, что если непри-
водимая подалгебра F алгебры AO(p, q), p, q ≥ 1, p+ q ≥ 3, является полупростая,
то F — некомпактная алгебра.

Предложение 3.1. Если m ≥ 3, то фактор Лови неприводимой подалгебры F
алгебры AO(2,m) является некомпактной алгеброй и аннулирует в пространс-
тве U2,m только нулевое подпространство.
Доказательство. На основании замечания 3.1 можно предполагать, что F не яв-
ляется полупростой алгеброй. Пусть F = Q ⊕ Z(F ), где Q — фактор Леви, а
Z(F ) — центр. Если X ∈ Q, J ∈ Z(F ), Y ∈ U2,m, то в силу тождества Якоби
[X, [J, Y ]] + [J, [Y,X]] + [Y, [X,J ]] = 0. При [X,Y ] = 0 получаем, что [X, [J, Y ]] = 0.
Поэтому пространство W = {Y ∈ U2,m | [Q,Y ] = 0} инвариантно относительно
Z(F ), а значит, и относительно F . В силу неприводимости алгебры F заключаем,
что W = 0. Это значит, что Q аннулирует в U2,m только нулевое подпространство.

На основании замечания 3.1 будем предполагать, что Q — приводимая алгебра.
Тогда некоторая ее неприводимая часть Q1 является полупростой неприводимой
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подалгеброй алгебры AO(p, q), где 1 ≤ p ≤ 2, q ≥ 1 и q > 1 при p = 1. В силу заме-
чания 3.1 Q1 — некомпактная алгебра. Поскольку подалгебра компактной алгебры
является компактной, то Q — некомпактная алгебра. Предложение доказано.

Теорема 3.2. Пусть K1,K2, . . . ,Kq — примарные части подалгебры F алгебры
AO(2, n), V — подпространство пространства U2,n, инвариантное относи-
тельно F . Тогда V = V1 ⊕· · ·⊕Vq ⊕ Ṽ , где Vi = [Ki, Vi] = [Ki, V ], [Kj , Vi] = 0 при
j �= i (i, j = 1, 2, . . . , q), Ṽ = {X ∈ V | [F,X] = 0}. Если примарная алгебра
K является подпрямой суммой неприводимых некоммутативных подалгебр
S1, S2, . . . , Sr соответственно алгебр AO(W1), AO(W2), . . . , AO(Wr), то отно-
сительно O(2, n)-сопряженности ненулевые подпространства W пространс-
тва U2,n с условием [K,W ] = W исчерпываются пространствами: W1, W1⊕W2,
. . ., W1 ⊕ W2 ⊕ · · · ⊕ Wr.

Если K = 〈J12+J34+ · · ·+J2s−1,2s〉, то относительно O(2, n)-сопряженности
ненулевые подпространства W пространства U2,n с условием [K,W ] = W
исчерпываются пространствами: W 2

1 , W 4
3 , W 4

1 , W 6
3 , . . ., W 2s−2

1 , W 2s
3 , W 2s

1 ,
W 4

1 (λ), W 4
1 (λ) ⊕ W 6

5 , . . ., W 4
1 (λ) ⊕ W 2s

5 (λ), где W l
a = 〈Pa, . . . , Pl〉, W 4

1 (λ) =
〈P1 + λP3, P2 + λP4〉 (λ > 0).
Доказательство. Разложение V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vq ⊕ Ṽ является следствием теоремы
3.1, предложения 3.1 и теоремы Гурса о подалгебрах прямой суммы алгебр Ли.

Пусть [K,W ] = W , где K — некоммутативная примарная подалгебра алгеб-
ры AO(2, n), W — подпространство пространства U2,n. B силу полной приво-
димости алгебры K пространство W является прямой суммой неприводимых K-
подпространств W ′

1, . . . ,W
′
r, каждое из которых невырождено. Так как разложение

тривиального представления алгебры K в сумму неприводимых представлений
однозначно с точностью до O(2, n)-эквивалентности, то на основании теоремы
Витта можно предполагать, что W ′

1 = W1, . . ., W ′
r = Wr. Теорема доказана.

Пусть π — проектирование алгебры AP (2, n) на AO(2, n), F — подалгебра
AO(2, n), F̂ — такая подалгебра алгебры AP (2, n), что π(F̂ ) = F . Если алгебра F̂
P (2, n)-сопряжена алгебре W +⊃ F , где W есть F -инвариантное подпространство
пространства U2,n, то F̂ будем называть расщепляемой в алгебре AP (2, n). Если
любая подалгебра F̂ ⊂ AP (2, n), удовлетворяющая условию π(F̂ ) = F , является
расщепляемой, то будем говорить, что подалгебра F обладает только расщепляе-
мыми расширениями в алгебре AP (2, n).

Предложение 3.2. Вполне приводимая подалгебра F алгебры AO(2, n), не име-
ющая в U2,n изотропных инвариантных подпространств, обладает только
расщепляемыми расширениями в алгебре AP (2, n) тогда и только тогда, ко-
гда F полупроста или не сопряжена подалгебре одной из алгебр: AO(1, n),
AO(2, n − 1).

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Вследствие
полной приводимости алгебры F можно предполагать, что F — неприводимая не-
полупростая подалгебра алгебры AO(W ), где W — невырожденное подпространс-
тво пространства U2,n.

Пусть F = Q ⊕ T , где Q — фактор Леви, а T — центр. Согласно теореме
Витта AO(W ) — сопряжена AO(2, 2k) или AO(2k), а потому можно считать, что
T = 〈J〉, гдe J = J12 +J34 + · · ·+J2k+1,2k+2 или J = J34 + · · ·+J2k+1,2k+2. Если F̂

содержит J +Y , где Y ∈ W , Y �= 0, то F̂ содержит [Q,Y ]. В силу предложения 3.1
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W ⊂ F̂ , т.е. F̂ — расщепляемая алгебра. Предложение доказано.

§ 4. Подалгебры алгебры AP (2, 3)
На основании теоремы 1.1 максимальные приводимые подалгебры алгебры

AO(2, 3) исчерпываются относительно O(2, 3)-сопряженности такими алгебрами:
AO(1, 3) = 〈Jab | a, b = 2, 3, 4, 5〉;
AO(2) ⊕ AO(3) = 〈J12〉 ⊕ 〈Jab | a, b = 3, 4, 5〉;
AO(2, 2) = 〈Jab | a, b = 1, 2, 3, 4〉;
AO(2, 1) ⊕ AO(2) = 〈Jab | a, b = 1, 2, 3〉 ⊕ 〈J45〉;
ASim(1, 2) = 〈H2,H3,H4〉 +⊃ (〈Jab | a, b = 2, 3, 4〉 ⊕ 〈J15〉), где Ha = J1a − Ja5

(a = 2, 3, 4);
AOpt(1, 2) = 〈M,G3,H3〉 +⊃ 〈C, D, T, J15〉, где G3 = J13 − J35, H3 = J23 − J34,

M = J21 − J14 + J25 − J54, C = −J15 + J24, D = 1
2 (J12 + J25 + J14 + J45), T =

− 1
2 (J12 − J25) + 1

2 (J14 − J45).
Пусть K1 = J25+J14+

√
3J13, K2 = −J15+J24−

√
3J23, K3 = −2J45+J12. Тогда

[K1,K2] = −K3, [K1,K3] = −K2, [K2,K3] = K1. Следовательно 〈K1,K2,K3〉 =
AO(1, 2). Как показано в [10], неприводимые подалгебры алгебры AO(2, 3) исчер-
пываются 〈K1,K2,K3〉 и AO(2, 3).

Таким образом, описание подалгебр алгебр AP (2, 3) сводится к описанию отно-
сительно P (2, 3)-сопряженности подалгебр таких алгебр:

1) AP (1, 3) ⊕ 〈P1〉, где AP (1, 3) = 〈P2, P3, P4, P5〉 +⊃ 〈Jab | a, b = 2, 3, 4, 5〉;
2) AE(2) ⊕ AE(3);
3) AP (2, 2) ⊕ 〈P5〉;
4) AP (2, 1)⊕AE(2), где AP (2, 1) = 〈P1, P2, P3〉 +⊃ 〈Jab | a, b = 1, 2, 3〉, а AE(2) =

〈P4, P5〉 +⊃ 〈J45〉;
5) AG̃(1, 2) +⊃ 〈J15〉, где AG̃(1, 2) = 〈M,P1, P2, P3, P4,H2,H3,H4〉 +⊃ (〈Jab | a, b

= 2, 3, 4〉 ⊕ 〈J15〉), M = P1 + P5;
6) 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 +⊃ AOpt(1, 2), где AOpt(1, 2) = 〈M,G3,H3, C, D, T, J15〉.
Подалгебры алгебры AP (1, 3) классифицированы в [8, 14–16], подалгебры

AE(3) — в [17]. В этом параграфе мы описываем подалгебры алгебр AE(2) ⊕
AE(3), AP (2, 1) ⊕ AE(2), AP (1, 3) ⊕ 〈P1〉, AG̃(1, 2) +⊃ 〈J15〉. Подалгебры алге-
бры AP (2, 2) будут классифицированы в § 5, § 6. Описание подалгебр алгебры
AP (2, 3) опирается на результаты § 3. Поскольку AO(2, 2) = AO(2, 1) ⊕ AO(1, 2),
то в случае алгебры AP (2, 2) кроме результатов § 3 будут использованы дополни-
тельные вспомогательные утверждения, упрощающие процедуру нахождения ин-
вариантных подпространств.

В дальнейшем пространство, порожденное Pa1 , . . . , Pas
будем обозначать

(a1, . . . , as). Если среди базисных векторов имеется вектор Pa + wPb, то вместо
него будем употреблять символ awb (w �= 0); при w = 1 будем писать ab, а при
w = −1 — ab. Если речь идет об алгебрах W1 +⊃ F , . . ., Ws +⊃ F , то будем
употреблять обозначение F : W1, . . . ,Ws. Наличие m в символе F (m) указыва-
ет, что алгебра F имеет размерность m. Нижние индексы служат для нумерации
факторалгебр и инвариантных пространств.

Предложение 4.1. Расщепляемые подалгебры алгебры AE(2) ⊕ AE(3) исчер-
пываются относительно P (2, 3)-сопряженности такими алгебрами:

O, (15), (1), (5), (1,2), (1,5), (3,5), (15,2), (15,3), (15,24), (1,2,5), (1,3,5), (15,2,3),
(15,3,4), (15,24,3), (3,4,5), (15,2,3,4), (1,2,3,5), (1,3,4,5), (1,2,3,4,5);
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〈J12〉: O, (3), (1,2), (3,4), (3,4,5), (1,2,3), (1,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J45〉: O, (1), (3), (13), (1,2), (1,3), (13,2), (4,5), (1,2,3), (1,4,5), (3,4,5), (13,4,5),

(1,2,4,5), (1,3,4,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J12 + αJ45〉: O, (3), (1,2), (4,5), (1,2,3), (3,4,5), (1,2,4,5), (1,2,3,4,5) (α > 0,

α �= 1);
〈J12 + J45〉: O, (3), (1,2), (4,5), (1α4,2α5), (1,2,3), (3,4,5), (3,1α4,2α5), (1,2,4,5),

(1,2,3,4,5) (α > 0);
〈J12, J45〉: O, (3), (1,2), (4,5), (1,2,3), (3,4,5), (1,2,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J34, J35, J45〉: O, (1), (1,2), (3,4,5), (1,3,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J12, J34, J35, J45〉: O, (1,2), (3,4,5), (1,2,3,4,5).

Предложение 4.2. Нерасщепляемые подалгебры алгебры AE(2) ⊕ AE(3) исчер-
пываются относительно P (2, 3)-сопряженности такими алгебрами:

〈J12 + aP5〉: O, (3), (1,2), (3,4), (1,2,3), (1,2,3,4) (a > 0);
〈J45 + aP3〉: O, (1), (1,2), (4,5), (1,4,5) (1,2,4,5) (a > 0);
〈J45 + P3〉: (13), (13,2), (13,4,5), (13,2,4,5);
〈J45 + aP1〉: O, (3), (4,5), (3,4,5) (a > 0);
〈J45 + P2 + P3〉: O, (1), (4,5), (1,4,5);
〈J45 + aP2 + P3〉: (13), (13,4,5) (a > 0);
〈J45 + aP2〉: (1), (13), (1,3), (1,4,5), (13,4,5), (1,3,4,5) (a > 0);
〈J12 + J45 + aP3〉: O, (1,2), (4,5), (1α4,2α5), (1,2,4,5) (a > 0, α �= 0);
〈J12 + αJ45 + aP3〉: O, (1,2), (4,5), (1,2,4,5) (α > 0, α �= 1, a > 0);
〈J12 + aP3, J45 + bP3〉: O, (1,2), (4,5), (1,2,4,5) (a ≥ 0, b ≥ 0, a2 + b2 �= 0).

Предложение 4.3. Расщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 1) ⊕ AE(2), не со-
пряженные подалгебрам алгебры AE(2)⊕AE(3), исчерпываются относительно
P (2, 3)-сопряженности такими алгебрами:

〈J13〉: O, (13), (2), (4), (24), (2,4), (1,3), (4,5), (24,5), (13,2), (13,4), (13,24),
(13,2,4), (13,4,5), (13,24,5), (2,4,5), (1,2,3), (1,3,4), (24,1,3), (1,2,3,4), (1,3,4,5),
(1,24,3,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5);

〈J12−J23〉: O, (13), (4), (13,2), (13,4), (13,2w4), (4,5), (1,2,3), (13,2w4,5), (13,2,4),
(13,4,5), (1,2,3,4), (13,2,4,5), (1.2,3,4,5) (w > 0);

〈J13 + aJ45〉: O, (2), (13), (1,3), (4,5), (13,2), (1,2,3), (2,4,5), (13,4,5), (1,3,4,5),
(13,2,4,5), (1,2,3,4,5) (a > 0);

〈J12 − J23 + J45〉: O, (13), (13,2), (4,5), (1,2,3), (13,4,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5)
(a > 0);

〈J12 − J23, J13〉: O, (13), (4), (13,2), (13,4), (13,2w4), (4,5), (1,2,3), (13,2w4,5),
(13,2,4), (13,4,5), (1,2,3,4), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5) (w > 0);

〈J12 − J23, J45〉: O, (13), (13,2), (4,5), (1,2,3), (13,4,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J12−J23, J13 +aJ45〉: O, (13), (13,2), (4,5), (1,2,3), (13,4,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5)

(a > 0);
〈J13, J45〉: O, (13), (2), (1,3), (13,2), (4,5), (1,2,3), (2,4,5), (13,4,5), (1,3,4,5),

(13,2,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J12, J13, J23〉: O, (4), (4,5), (1,2,3), (1,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J12 − J23, J13, J45〉: O, (13), (13,2), (4,5), (1,2,3), (13,4,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J12, J13, J23, J45〉: O, (4,5), (1,2,3), (1,2.3,4,5).

Предложение 4.4. Нерасщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 1) ⊕ AE(2), не
сопряженные подалгебрам алгебры AE(2)⊕AE(3), исчерпываются относитель-
но P (2, 3)-сопряженности алгебрами:
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〈J13 + aP2〉: O, (13), (4), (4,5), (13,4), (1,3), (13,4,5), (1,3,4), (1,3,4,5) (a > 0);
〈J13 + P2〉: (24), (24,5), (13,24), (13,24,5), (1,24,3), (1,24,3,5);
〈J13 + aP4〉: O, (13), (2), (13,2), (1,3), (1,2,3) (a > 0);
〈J13 + aP5〉: (4), (24), (2,4), (13,4), (13,24), (13,2,4), (1,3,4), (1,24,3), (1,2,3,4)

(a > 0);
〈J13 + P2 + P4〉: O, (13), (1,3);
〈J13 + P2 + aP5〉: (24), (13,24), (1,24,3) (a > 0);
〈J13 + P2 + P5〉: (4), (13,4), (1,3,4);
〈J12 − J23 + P3〉: O, (13), (4), (13,4), (4,5), (13,2), (13,2w4), (13,2w4,5), (13,2,4),

(13,4,5), (13,2,4,5) (w > 0);
〈J12 − J23 + P4〉: O, (13), (13,2), (1,2,3);
〈J12 − J23 + P5〉: (4), (13,4), (13,2w4), (13,2,4), (1,2,3,4) (w > 0);
〈J12 − J23 + P3 + aP4〉: O, (13), (13,2) (a > 0, w �= 0);
〈J12 − J23 + P3 + aP5〉: (4), (13,4), (13,2w4), (13,2,4) (a > 0, w > 0);
〈J12 − J23, J13 + aP2〉: (13), (13,4), (13,2w4), (13,2w4,5), (13,4,5) (a > 0, w > 0,

w �= 1);
〈J12 − J23, J13 + aP4〉: O, (13), (13,2), (1,2,3) (a > 0);
〈J12 − J23, J13 + aP5〉: (4), (13,4), (13,2w4), (13,2,4), (1,2,3,4) (a > 0, w > 0);
〈J12 − J23, J13 + aP2 + bP4, P1 + P3〉 (a > 0, b > 0);
〈J12 − J23, J13 + aP2 + bP5, P1 + P3, P4〉 (a > 0, b > 0);
〈J12 − J23, J13 + aP2 + bP5, P1 + P3, P2 + wP4〉: (a, b > 0, w > 0);
〈J13 + aJ45 + bP2〉: O, (13), (1,3), (4,5), (13,4,5), (1,3,4,5) (a > 0, b > 0);
〈J12 − J23 + J45 + aP3〉: O, (13), (13,2), (4,5), (13,4,5), (13,2,4,5) (a > 0);
〈J12 − J23, J13 + aJ45 + bP2〉: (13), (13,4,5) (a > 0, b > 0);
〈J13 + aP2, J45 + bP2〉: O, (13), (1,3), (4,5), (13,4,5), (1,3,4,5) (a ≥ 0, b ≥ 0,

a2 + b2 �= 0);
〈J45 + P1 + P3, J12 − J23 + aP3〉 (a ≥ 0);
〈J45, J12 − J23 + P3〉;
〈J45 + aP2, J12 − J23 + P3, P1 + P3〉 (a ≥ 0);
〈J45 + aP2, J12 − J23, P1 + P3〉 (a > 0);
〈J45 + aP3, J12 − J23 + P3, P1 + P3, P2〉 (a ≥ 0);
〈J45 + P3, J12 − J23, P1 + P3, P2〉;
〈J45 + P1 + P3, J12 − J23 + aP3, P4, P5〉 (a ≥ 0);
〈J45, J12 − J23 + P3, P4, P5〉;
〈J45 + aP2, J12 − J23 + P3, P1 + P3, P4, P5〉 (a ≥ 0);
〈J45 + aP2, J12 − J23, P1 + P3, P4, P5〉 (a > 0);
〈J45 + aP3, J12 − J23 + P3, P1 + P3, P2, P4, P5〉 (a ≥ 0);
〈J45 + P3, J12 − J23, P1 + P3, P2, P4, P5〉;
〈J12 − J23, J13 + aP2, J45 + bP2〉: (13), (13,4,5) (a ≥ 0, b ≥ 0, a2 + b2 �= 0).

Предложение 4.5. Пусть Ga = J2a − Ja5 (a = 3, 4). Расщепляемые подалгебры
алгебры 〈P1〉 ⊕ AP (1, 3), не сопряженные подалгебрам алгебр AE(2) ⊕ AE(3),
AP (2, 1)⊕AE(2), исчерпываются относительно P (2, 3)-сопряженности такими
алгебрами:

〈G3〉: O, (25), (1), (4), (14), (25,1), (25,4), (1,4), (25,14), (25,3), (25,1w3), (25,3w4),
(25,314), (2,3,5), (25,1w3,4), (25,3w4,1), (25,34,14), (25,1,3), (25,3,4), (25,1,4),
(25,3,14), (25,1,3,4), (1,2,3,5), (2,3,4,5), (14,2,3,5), (1,2,3,4,5) (w > 0);
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〈G3, G4〉: O, (1), (25), (1,25), (25,3), (25,1w3), (25,3,4), (25,1,3), (25,1w3,4),
(2,3,4,5), (25,1,3,4), (1,2,3,4,5) (w > 0);

〈G3, J25〉: O, (25), (1), (4), (14), (25,1), (25,4), (1,4), (25,3), (25,14), (25,1w3),
(25,3w4), (25,314), (2,3,5), (25,1w3,4), (25,3w4,1), (25,34,14), (25,1,3), (25,3,4),
(25,1,4), (25,3,14), (25,1,3,4), (1,2,3,5), (2,3,4,5), (2,3,14,5), (1,2,3,4,5) (w > 0);

〈G3, G4, J25〉: O, (1), (25), (1,25), (25,3), (25,1w3), (25,3,4), (25,1,3), (25,1w3,4),
(2,3,4,5), (25,1,3,4), (1,2,3,4,5) (w > 0);

〈G3, G4, J34〉: O, (1), (25), (1,25), (25,3,4), (2,3,4,5), (25,1,3,4), (1,2,3,4,5);
〈G3, G4, J25 + λJ34〉: O, (1), (25), (1,25), (25,3,4), (2,3,4,5), (25,1,3,4), (1,2,3,4,5)

(λ > 0);
〈J23, J24, J34〉: O, (1), (5), (15), (1,5), (2,3,4), (1,2,3,4), (2,3,4,5), (15,2,3,4),

(1,2,3,4,5);
〈G3, G4, J25, J34〉: O, (1), (25), (1,25), (25,3,4), (2,3,4,5), (25,1,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23, J24, J25, J34, J35, J45〉: O, (1), (2,3,4,5), (1,2,3,4,5).

Предложение 4.6. Пусть Ga = J2a−Ja5 (a = 3, 4). Нерасщепляемые подалгебры
алгебры 〈P1〉 ⊕ AP (1, 3), не сопряженные подалгебрам алгебр AE(2) ⊕ AE(3),
AP (2, 1) ⊕ AE(2), исчерпываются такими алгебрами:

〈G3 + P1〉: O, (25), (4), (14), (25,4), (25,14), (25,3), (25,3w4), (25,314), (2,3,5),
(25,3,4), (25,3,14), (2,3,4,5), (14,2,3,5) (w > 0);

〈G3 +P4〉: O, (25), (1), (25,1), (25,3), (25,1w3), (2,3,5), (25,1,3), (1,2,3,5) (w > 0);
〈G3 + P5〉: O, (25), (1), (4), (14), (25,1), (25,4), (1,4), (25,14), (25,3), (25,1w3),

(25,3w4), (25,314), (25,1w3,4), (25,3w4,1), (25,34,14), (25,1,3), (25,3,4), (25,1,4),
(25,3,14), (25,1,3,4) (w > 0);

〈G3 + P1 + P4〉: O, (25), (25,3), (2,3,5);
〈G3 + P1, G4 + µP4 + ρP1〉 (µ ≥ 0, ρ ≥ 0);
〈G3, G4 + P4〉; 〈G3, G4 + P4, P1〉;
〈G3 + P4 + γP1, G4 − P3 + µP4 + δP1, P2 + P5〉 (µ ≥ 0, γ > 0 ∨ γ = 0, δ ≥ 0);
〈G3 + γP1, G4 + P4 + δP1, P2 + P5〉 (γ > 0 ∨ γ = 0, δ ≥ 0);
〈G3 + P1, G4, P2 + P5〉;
〈G3 + P4, G4 − P3 + µP4, P2 + P5, P1〉 (µ ≥ 0);
〈G3, G4 + P4, P2 + P5, P1〉;
〈G3 + αP4 + βP1, G4 + P1, P2 + P5, P3〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0);
〈G3 + αP4 + βP1, G4 + P2, P2 + P5, P3〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0);
〈G3 + P4 + βP1, G4, P2 + P5, P3〉 (β ≥ 0);
〈G3 + P1, G4, P2 + P5, P3〉;
〈G3 + αP4 + βP1, G4 + P1, P2 + P5, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G3 + P4 + βP1, G4, P2 + P5, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G3 + P1, G4, P2 + P5, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G3 + P1, G4, P2 + P5, P3, P4〉;
〈G3 + P2, G4 + βP1, P2 + P5, P3, P4〉 (β ≥ 0);
〈G3 + P4, G4, P2 + P5, P1, P3〉;
〈G3 + P4, G4 + αP2, P2 + P5, P1, P3〉 (α > 0);
〈G3, G4 + P2, P2 + P5, P1, P3〉;
〈G3, G4 + P1, P2 + P5, P1 + wP3, P4〉 (w > 0);
〈G3 + P2, G4 + αP1, P2 + P5, P1 + wP3, P4〉 (α ≥ 0, w > 0);
〈G3 + P1, G4, P2, P3, P4, P5〉; 〈G3 + P2, G4, P2 + P5, P1, P3, P4〉;
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〈G3, J25 + αP1〉: O, (25), (4), (25,4), (25,3), (25,1w3), (25,3w4), (25,314), (2,3,5),
(25,1w3,4), (25,3,4), (2,3,4,5) (α > 0, w > 0);

〈G3, J25 + P1〉: (14), (25,14), (25,3,14), (2,3,5,14);
〈G3, J25 + αP3〉: (25), (25,1), (25,4), (25,14), (25,314), (25,3w4), (25,3w4,1),

(25,34,14), (25,1,4) (α > 0, w > 0);
〈G3, J25 + γP4〉: O, (25), (1), (25,1), (25,3), (25,1w3), (2,3,5), (25,1,3), (1,2,3,5)

(γ > 0, w > 0);
〈G3, J25 + αP1 + βP3〉: (25), (25,4), (25,3w4), (25,314) (α > 0, β > 0, w > 0);
〈G3, J25 + αP1 + βP3, P2 + P5, P1 + P3 + P4〉 (α > 0, β �= 0);
〈G3, J25 + P1 + P4〉: O, (25), (25,3), (2,3,5);
〈G3, J25 + βP3 + γP4〉: (25), (25,1), (25,1w3) (β, γ, w > 0);
〈G3, J25 + P1 + βP3, P1 + P4, P2 + P5〉 (β > 0);
〈G3, J25 + P1 + P4 + βP3, P2 + P5〉 (β > 0);
〈G3, G4, J25 +αP1〉: O, (25), (25,3), (25,1w3), (25,3,4), (25,1w3,4), (2,3,4,5) (α >

0, w > 0);
〈G3, G4, J25 + γP4〉: (25), (1,25), (25,3), (25,1w3), (25,1,3) (γ > 0, w > 0);
〈G3, G4, J25 + αP1 + γP4〉: (25), (25,3), (25,1w3) (α > 0, γ > 0, w > 0);
〈G3, G4, J34 + P2 + P5〉: O, (1);
〈G3, G4, J34 + αP1〉: O, (25), (25,3,4), (2,3,4,5) (α > 0);
〈G3, G4, J34 + αP1 + P2, P3, P4, P2 + P5〉 (α > 0);
〈G3, G4, J34 + P2〉: (25,3,4), (1,25,3,4);
〈G3, G4, J34 + αJ25 + γP1〉: O, (25), (25,3,4), (2,3,4,5) (α > 0, γ > 0);
〈G3, G4, J25+αP1, J34+βP1〉: O, (25), (25,3,4), (2,3,4,5) (α ≥ 0, β ≥ 0, α2+β2 �=

0).

Предложение 4.7. Пусть Ha = J1a − Ja5 (a = 2, 3, 4), ASim(1, 2) = 〈H2,H3,H4,
J23, J24, J34, J15〉, π — проектирование AP (2, 3) на AO(2, 3). Расщепляемые под-
алгебры F̂ алгебры AP (2, 3), для которых π(F̂ ) ⊂ ASim(1, 2) и π(F̂ ) не сопря-
жена подалгебре ни одной из алгебр AO(2)⊕AO(3), AO(1, 3), AO(2, 1)⊕AO(2),
AO(2, 2), исчерпываются относительно O(2, 3)-сопряженности такими алге-
брами:

〈J34 + H2〉: O, (15), (15,2), (3,4), (15,3,4), (1,2,5), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23 − J34 + H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J24+H3〉: O, (15), (24), (15,24), (2,4), (15,3), (15,2,4), (15,24,3), (1,3,5), (1,24,3,5),

(15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23 − J34 + H4,H2 + H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23−J34 +H2−H4, J24 +2J15〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15 + αJ34,H2〉: O, (15), (15,2), (3,4), (15,3,4), (1,2,5), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5)

(α > 0);
〈H2+H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,24), (15,2), (15,3), (15,4), (15,2,3),

(15,2,4), (15,3,4), (15,24,3), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J15−J24 +H2+H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J15+J24,H3〉: 〈(P1+P5)+(P2+P4), P2−P4〉, 〈(P1−P5)+(P2−P4), P1+P5, P3〉,

〈(P1 − P5) + (P2 − P4), P1 + P5, P2 + P4, P3〉;
〈J15 + αJ24,H3〉: O, (15), (24), (2,4), (15,3), (15,24), (1,3,5), (15,24,3), (15,2,4),

(15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5) (α > 0);



Подалгебры обобщенной алгебры Пуанкаре AP (2, n) 427

〈J24,H3〉: O, (15), (24), (2,4), (15,24), (15,3), (15,2,4), (1,3,5), (15,24,3), (1,24,3,5),
(15,2,3,4), (1,2,3,4,5);

〈J24 + H3,H2 + H4〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),
(15,24,3), (1,24,3,5), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);

〈J23 − J34,H2 + H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J34 + H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,3,4), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15 +cJ24,H2 +H4,H3〉: O, (15), (24), (15,3), (15,24), (15,24), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5) (c �= 0,±1,−2);
〈2J15 + J24, J23 − J34 + H4,H2 + H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4),

(1,2,3,4,5);
〈J15 − J24 + H2 + H4,H2 − H4,H3〉: O, (15), (15,3), (15,24), (15,24), (15,2,4),

(15,24,3), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15 − J24,H2 + H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J15 + J24,H2 + H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J15−2J24,H2 +H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J15,H2 + H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,2), (15,3), (15,4), (15,2,3),

(15,2,4), (15,3,4), (15,24,3), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J24+H3,H2,H4〉: O, (15), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15+J23−J34,H2+H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5),

(1,2,3,4,5);
〈J23 − J34 + H4,H2 + H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J24,H3〉: O, (15), (24), (2,4), (15,24), (15,3), (15,2,4), (1,3,5), (15,24,3),

(1,24,3,5), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J24,H2 + H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,4), (15,24), (15,2,4), (15,3,4), (15,24,3), (15,2,3,4),

(1,2,3,4,5);
〈J15 + bJ24, J23 − J34,H2 + H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4),

(1,24,3,5), (1,2,3,4,5) (0 < |b| < 1);
〈J15+J24, J23−J34,H2+H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15−J24, J23−J34,H2+H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15 + 1

2J24, J23 − J34 + H2,H2 + H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4),
(1,2,3,4,5);

〈J15, J23−J34,H2+H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5),
(1,2,3,4,5);

〈J15 + J24 + H2, J23 − J34,H2 + H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4),
(1,2,3,4,5);

〈J15 + bJ34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,3,4), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5) (b > 0);
〈J15 + bJ24,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5) (b > 0);
〈J15,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,4), (15,24), (15,2,4), (15,3,4), (15,24,3),

(15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23 − J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15 + J23 − J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
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〈J15, J24,H2 + H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),
(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);

〈J15, J23, J24, J34〉: O, (15), (1,5), (2,3,4), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,3,4), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J24,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J24, J23−J34,H2 +H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,3,4), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J24,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3), (15,2,3,4),

(1,2,3,4,5);
〈J15, J23 − J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15+aJ24, J23−J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5)

(a �= 0,±1);
〈J15 +J24, J23−J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15−J24, J23−J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J24, J23 − J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J24, J23 − J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23, J24, J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J23, J24, J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5).

§ 5 Расщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2)
Так как известны классификация подалгебр алгебры AO(2, 2) [10], то изуче-

ние расщепляемых подалгебр алгебры AP (2, 2) сводится к нахождению подпро-
странств пространства трансляций, инвариантных относительно подалгебр алге-
бры AO(2, 2).

Пусть

B1 = − 1
2 (J14 + J23), B2 = 1

2 (J24 − J13), B3 = 1
2 (J12 − J34),

C1 = 1
2 (J14 − J23), C2 = − 1

2 (J13 + J24), C3 = 1
2 (J12 + J34).

Легко получить, что имеют место такие коммутационные соотношения:

[B2, B1] = B3, [B3, B1] = B2, [B2, B3] = B1,

[C2, C1] = C3, [C3, C1] = C2, [C2, C3] = C1,

[Bi, Ck] = 0 (i, k = 1, 3),
[B1, P1] = 1

2P4, [B1, P2] = 1
2P3, [B1, P3] = 1

2P2, [B1, P4] = 1
2P1,

[B2, P1] = 1
2P3, [B2, P2] = − 1

2P4, [B2, P3] = 1
2P1, [B2, P4] = − 1

2P2,

[B3, P1] = − 1
2P2, [B3, P2] = 1

2P1, [B3, P3] = − 1
2P4, [B3, P4] = 1

2P3,

[C1, P1] = − 1
2P4, [C1, P2] = 1

2P3, [C1, P3] = 1
2P2, [C1, P4] = − 1

2P1,

[C2, P1] = 1
2P3, [C2, P2] = 1

2P4, [C2, P3] = 1
2P1, [C2, P4] = 1

2P2,

[C3, P1] = − 1
2P2, [C3, P2] = 1

2P1, [C3, P3] = 1
2P4, [C3, P4] = − 1

2P3.

В дальнейшем через V будем обозначать векторное пространство 〈P1, P2, P3,
P4〉, а через W — его подпространство.

Лемма 5.1. Пусть Γ — линейный оператор конечномерного векторного про-
странства U над R и Γ2 = α · 1U , где α2 = 1, 1U — тождественный оператор
U . Если α = −1 (α = 1), то U разлагается в прямую сумму двумерных (одно-
мерных) инвариантных относительно Γ подпространств.



Подалгебры обобщенной алгебры Пуанкаре AP (2, n) 429

Доказательство. Пусть Q — вещественная линейная алгебра, порожденная Γ. Q
можно рассматривать как скрещенную групповую алгебру группы порядка 2 и
поля R. Поскольку Q — полупростая алгебра, то по теореме Веддерберна каждый
левый Q-модуль вполне приводим. При α = 1 неприводимые Q-модули одномерны,
а при α = −1 — двумерны. Лемма доказана.

Лемма 5.2. Подпространства пространства V , инвариантные относитель-
но F = 〈B1 − B3〉, исчерпываются относительно O(2, 2)-сопряженности про-
странствами: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4).

Доказательство. Так как [B1 − B3, P1 + P3] = P2 + P4, [B1 − B3, P2 + P4] = 0,
[B1 − B3, P2 − P4] = −(P1 − P3), [B1 − B3, P1 − P3] = 0, то V есть прямая сумма
инвариантных относительно B1−B3 подпространств 〈P1+P3, P2+P4〉, 〈P1−P3, P2−
P4〉. Если [F,W ] ⊂ W , W ⊂ V и dim W = 1, то W = 〈α(P2 + P4) + β(P1 − P3)〉.
Применяя автоморфизм exp(tC3), отображаем W на 〈P1 − P3〉. Если dim W ≥ 2,
то W содержит P1 − P3, α(P1 + P3) + β(P2 + P4) + γ(P2 − P4), α(P2 + P4). При
α �= 0 получаем, что W содержит P1 − P3, P2 + P4, P1 + P3 + δ(P2 − P4). Так как
exp(2tC3)(P1+P3+δ(P2−P4)) = (cos t+δ sin t)(P1+P3)+(δ cos t−sin t)(P2−P4), то,
полагая cos t+δ sin t = 0, находим, что W сопряжено с 〈P1−P3, P2 +P4, P2−P4〉 =
〈P1 − P3, P2, P4〉.

Если α = 0, то exp(2tC2)(W ) содержит векторы P1 −P3, βe2t(P2 +P4)+γ(P2 −
P4). При βγ �= 0 полагаем e2t|β| = |γ|. Получаем вектор P2+P4±(P2−P4), равный
2P2 или 2P4. Если dim W = 2, то W = (13, 2) или (13,4). Если dim W = 3, то
W совладеет с (13,2,4). При β = 0, γ �= 0 и dim W = 2 имеем W = (13, 24). При
β �= 0, γ = 0 и dim W = 2 имеем W = (13, 24). Лемма доказана.

Лемма 5.3. Если W �= 0, W �= V и [B2,W ] ⊂ W , то W сопряжено с одним из
пространств: (13), (1,3), (13,24), (13,24), (13,2,4).

Доказательство. Так как (2B2)2 = diag {1, 1, 1, 1}, то по лемме 5.1 W является
прямой суммой инвариантных одномерных подпространств. На основании (5.1),
V1 = 〈P1 + P3, P2 − P4〉 — линейная оболочка собственных векторов 2B2, отно-
сящихся к собственному значению 1, а V2 = 〈P1 − P3, P2 + P4〉 — линейная обо-
лочка собственных векторов 2B2, относящихся к собственному значению −1. С
точностью до автоморфизма exp(tC3) одномерные инвариантные подпространства
оператора B2 исчерпываются 〈P1 ± P3〉. Автоморфизм, соответствующий матрице
diag {1, 1,−1,−1}, отображает 〈B2〉 на 〈B2〉, а 〈P1 − P3〉 на 〈P1 + P3〉.

Пусть V = 〈Y,Z〉, где Y ∈ V1, Z ∈ V2. Применяя exp(tC3), а затем exp(tC2),
получаем, что W сопряжено с одним из пространств: (1,3), (13,24), 〈P1 + P3, P1 −
P3 + P2 + P4〉.

Пусть

Λ =


1 1

2 0 1
2

1
2 −1 1

2 0
0 1

2 −1 1
2

1
2 0 1

2 1

 .

Непосредственной проверкой убеждаемся, что Λ ∈ O(2, 2), Λ−1B2Λ = −B2,
Λ−1(P1 + P2 − P3 + P4) = P1 + P3, Λ−1(P1 + P3) = −(P1 − P3). Значит, 〈P1 +
P3, P1 − P3 + P2 + P4〉 сопряжено с 〈P1, P3〉.
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Если dim W = 3, то V1 ⊂ W или V2 ⊂ W , а потому W = 〈P1 + P3, P2, P4〉 или
W = 〈P1, P3, P2 + P4〉. Автоморфизм AP (2, 2), соответствующей матрице

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 ,

не изменяет 〈B2〉 и отображает 〈P1, P2 + P4, P3〉 нa 〈P1 + P3, P2, P4〉. Лемма дока-
зана.

Лемма 5.4. Пусть F a = 〈B1 −B3 +(−1)a(C1 −C3)〉 (a = 1, 2). Если [F a,W ] ⊂ W ,
W �= 0, W �= V , тo W сопряжено с одним из пространств: (2a), (13), (13,2),
(13,4), (13,2w4), (1,6–2a,3), (13,2,4) (w > 0).

Доказательство. Ограничимся случаем a = 2. Пусть Γ = B1 − B3 + C1 − C3,
X = α(P1−P3)+β(P1+P3)+γP2+δP4 ∈ W . Из (5.1) получаем, что [Γ,X] = 2βP2−
γ(P1−P3), [Γ, [Γ,X]] = −2β(P1−P3). Если β �= 0, то P1−P3, P2, P1+P3+ρP4 ∈ W .
Если ρ = 0, то W = 〈P1, P2, P3〉. Допустим, что ρ �= 0. Тогда P3 + αP4 ∈ W , α �= 0.
Легко получить, что exp(2t(B1−B3)(P3+αP4)) = P3+αP4+t(P2+P4+α(P1−P3)).
Отсюда вытекает, что P3 + (α + t)P4 ∈ W . Полагая t = −α, получаем, что W =
〈P1, P2, P3〉.

Пусть β = 0 для всех X ∈ W . Если γ = 0, то W совпадает с одним из
пространств: 〈P1 − P3〉, 〈P4〉, 〈P1 − P3 + αP4〉, 〈P1 − P3, P4〉. Так как exp(2t(B1 −
B3)(P1 −P3 + αP4) = (1 + αt)(P1 −P3) + αP4, то, полагая 1 + αt = 0, находим, что
пространство 〈P1−P3 +αP4〉 сопряжено с 〈P4〉. Если γ �= 0, то P1−P3, P2 +wP4 ∈
W . При dim W = 3 имеем W = 〈P1 − P3, P2, P4〉.

Остается показать, чтo алгебры L1 = 〈P1 −P3, P2〉 +⊃ F 2, L2 = 〈P1 −P3, P4〉 +⊃
F 2, L3 = 〈P1 − P3, P2 + wP4〉 +⊃ F 2 попарно не сопряжены.

Так как при изоморфизме псевдоевклидовых пространств сохраняются длины
векторов, то алгебры L1 и L2 несопряжены.

Допустим, что автоморфизм ϕ алгебры AP (2, 2), соответствующий матрице
λ = (γij) ∈ O(2, 2), отображает L1 на L3. Пусть ϕ(Γ) = µΓ, ϕ(P1 − P3) = α1(P1 −
P3)+α2(P2+wP4), ϕ(P2) = β(P1−P3)+β2(P2+wP4). Поскольку [ϕ(Γ), ϕ(P1−P3)] =
[Γ, P1−P3] = 0, то α2 = 0 Из равенства λΓ = µΓλ вытекает, что γ42 = 0, вследствие
чего β2 = 0. Мы получили, что ϕ(〈P1−P3, P2〉) = 〈P1−P3〉. Противоречие. Значит,
алгебра L1 не сопряжена с алгеброй L3.

Аналогично доказываем несопряженность алгебр L2 и L3. Лемма доказана.

Лемма 5.5. Если нетривиальное подпространство W ⊂ V инвариантно отно-
сительно F = 〈−B1 +B3 +C2〉, то W сопряжено с одним из пространств: (13),
(13,24), (13,24), (13,2,4).

Доказательство. Пусть X = α1P1+α2P2+α3P3+α4P4 ∈ W , Γ = 2(−B1+B3+C2)
Из (5.1) получаем, что

[Γ,X] = (α2+α3−α4)P1+(−α1−α3+α4)P2+(α1−α2+α4)P3+(−α1+α2−α3)P4,
[Γ, [Γ,X]] = X + 2(α4 − α2)(P1 − P3) − 2(α1 + α3)(P2 + P4).
Если α4 − α2 �= 0, α1 + α3 �= 0, то P1 − P3, P2 + P4 ∈ W . При dimW = 2

имеем W = 〈P1 − P3, P2 + P4〉, а при dimW = 3 получаем одно из пространств:
〈P1, P2 + P4, P3〉, 〈P1 − P3, P2, P4〉.
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Пусть α4−α2 = 0, α2 �= 0, α1+α3 �= 0. Если α1−α3 �= 0, то W = 〈P1, P2+P4, P3〉.
Если α1 − α3 = 0, то W = 〈P1 + P3, P2 + P4〉.

Пусть α4 − α2 = 0, α1 + α3 = 0, α1 �= 0. Такими же рассуждениями как
и в предыдущем случае получаем, что W совпадает с одним из пространств:
〈P1 − P3, P2 − P4〉, 〈P1 − P3, P2, P4〉.

Если α4 − α2 = 0, α1 + α3 = 0 для всех X ∈ W , то W совпадает с одним из
пространств; (13), (24), (13,24).

Автоморфизм AO(2, 2), соответствующий матрице
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 ,

не изменяет F и отображает 〈P2 + P4〉 на 〈P1 − P3〉, 〈P1 + P3, P2 + P4〉 на 〈P1 −
P3, P2 − P4〉, 〈P1, P2 + P4, P3〉 на 〈P1 − P3, P2, P4〉. Лемма доказана.
Лемма 5.6. Если F = 〈−B1 + B3 ± C3〉, [F,W ] ⊂ W , W �= 0, W �= V , то
W = 〈P1 − P3, P2 + P4〉.
Доказательство. Ограничимся случаем, когда F = 〈−B1 + B3 + C3〉. Пусть Γ =
2(−B1 + B3 + C3), X = α1P1 + α2P2 + α3P3 + α4P4. Тогда

[Γ,X] = (2α2 − α4)P1 + (−2α1 − α3)P2 − α2P3 − α1P4,
[Γ, [Γ,X]] = −X − 2(α1 + α3)(P1 − P3) + 2(α4 − α2)(P2 + P4).
Отсюда вытекает, что W содержит векторы
Y = (α1 + α3)(P1 − P3) + (α2 − α4)(P2 + P4),
[Γ, Y ] = (α2 − α4)(P1 − P3) − (α1 + α3)(P2 + P4).
Определитель ∆ из коэффициентов при P1 − P3, P2 + P4 равен −(α1 + α3)2 −

(α2 − α4)2. Если ∆ �= 0, то P1 − P3, P2 + P4 ∈ W . Предположив, что W содержит
ненулевой вектор βP3+γP4, получаем, что W = V . Значит, W = 〈P1−P3, P2+P4〉.

Если ∆ = 0, то α3 = −α1, α4 = α2. Отсюда следует, что X = α1(P1 − P3) +
α2(P2 + P4), а значит, W = 〈P1 − P3, P2 + P4〉. Лемма доказана.
Лемма 5.7. Если F = 〈B2 − eC3〉 (e > 0), [F,W ] ⊂ W и W �= 0, W �= V , то
W = 〈P1 + P3, P2 − P4〉.
Доказательство. Пусть Γ = 2(B2 − eC3), X =

∑
αiPi. Тогда

[Γ,X] = (−eα2 + α3)P1 + (eα1 − α4)P2 + (α1 + eα4)P3 − (α2 + eα3)P4,
[Γ, [Γ,X]] = (1 − e2)X + 2e(α4P1 + α3P2 − α2P3 − α1P4).
Легко получить, что

exp(2tC3)(X) = (α1 cos t + α2 sin t)P1 + (−α1 sin t + α2 cos t)P2+
+(α3 cos t − α4 sin t)P3 + (α3 sin t + α4 cos t)P4.

Полагаем α3 sin t + α4 cos t = 0. Если α1 = α2 = 0, то P3 ∈ W . Отсюда, исполь-
зуя инвариантность W , находим последовательно, что [Γ, P3] = P1 − eP4 ∈ W ,
[Γ, P1 − eP4] = 2eP2 + (1 − e2)P3 ∈ W , P2 ∈ W , −eP1 − P4 ∈ W . Значит, W = V .
Противоречие. Поэтому можно предположить, что X = P1 + α2P2 + α3P3. Пусть

X1 = [Γ,X] = (−eα2 + α3)P1 + eP2 + P3 − (α2 + eα3)P4,
X2 = α3P2 − α2P3 − P4, X3 = (−eα3 − α2)P1 + P2 − eP3 − (α3 − eα2)P4.
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Пусть ∆ — определитель, составленный из коэффициентов векторов X, X1,
X2, X3 при P1, P2, P3, P4. Находим, что

−∆ = (e(α2
2 − α2

3 + 1) − 2α2α3)2 + (α2
2 − α2

3 + 1 + 2eα2α3)2.

Если ∆ �= 0, то X, X1, X2, X3 суть линейно независимы, а потому W = V .
Пусть ∆ = 0. Тогда e(α2

2 − α2
3 + 1) − 2α2α3 = 0, (α2

2 − α2
3 + 1) + e(2α2α3) = 0.

Так как

∣∣∣∣ e −1
1 e

∣∣∣∣ = e2 + 1, e2 + 1 �= 0, то α2 − α2
3 + 1 = 0, α2α3 = 0. Отсюда

заключаем, что α2 = 0, α3 = ±1.
Автоморфизм, соответствующий diag {1,−1,−1, 1}, отображает B2 − eC3 в

−(B2 − eC3), P1 − P3 в P1 + P3. Поэтому можно предполагать, что X = P1 + P3,
W = 〈P1 + P3, P2 − P4〉. Лемма доказана.

Пусть Fi(m) — подалгебра размерности m алгебры AO(2, 2). Если речь идет о
расщепляемых подалгебрах W1 +⊃ Fi(m), . . ., Ws +⊃ Fi(m), то будем употреблять
обозначение Fij(m) : W1, . . . ,Ws (j = 1, s).

Теорема 5.1. Расщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2) исчерпываются алге-
брами:

F1j(0): O, (1), (3), (13), (1,2), (1,3), (1,24), (3,4), (24,3), (13,24), (1,2,3), (1,3,4),
(1,24,3), (1,2,3,4) (j = 1, 14);

F2j(1) = 〈B1 − B3〉: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4)
(j = 1, 8);

F3j(1) = 〈B2〉: O, (13), (1,3), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 7);
F4j(1) = 〈B3〉: O, (1,2), (3,4), (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 5);
F5j(1) = 〈B1 − B3 + C1 − C3〉: O, (4), (13), (13,4), (13,2), (13,2w4), (1,2,3),

(13,2,4), (1,2,3,4) (w > 0, j = 1, 9);
F6j(1) = 〈B1 − B3 − C1 + C3〉: O, (2), (13), (13,2), (13,4), (13,2w4), (1,3,4),

(13,2,4), (1,2,3,4) (w > 0, j = 1, 9);
F7j(1) = 〈−B1 + B3 + C2〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F8j(1) = 〈−B1 + B3 + C3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F9j(1) = 〈−B1 + B3 − C3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F10j(1) = 〈B2 +eC2〉: O, (13), (24), (1,3), (2,4), (13,24), (13,24), (1,24,3), (13,2,4),

(1,2,3,4) (0 < e < 1, j = 1, 10);
F11j(1) = 〈B2 + C2〉: O, (2), (4), (13) ,(24), (1,3), (2,4), (13,2), (13,4), (13,24),

(13,2,4), (1,24,3), (1,2,3), (1,3,4), (1,2,3,4) (j = 1, 15);
F12j(1) = 〈B2 − eC3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (e > 1, j = 1, 3);
F13j(1) = 〈B3 + eC3〉: O, (1,2), (3,4), (1,2,3,4) (0 < |e| < 1, j = 1, 4);
F14j(1) = 〈B3 − C3〉: O, (1), (1,2), (3,4), (1,3,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F15j(1) = 〈B3 + C3〉: O, (3), (1,2), (3,4), (1,2,3), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F16j(2) = 〈B1 − B3, B2〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F17j(2) = 〈B1 − B3, C1 − C3〉: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4)

(j = 1, 7);
F18j(2) = 〈B1 − B3, C2〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F19j(2) = 〈B1 − B3, C3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F20j(2) = 〈B2, C2〉: O, (13), (1,3), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F21j(2) = 〈B2, C3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F22j(2) = 〈B3, C3〉: O, (1,2), (3,4), (1,2,3,4) (j = 1, 4);
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F23j(2) = 〈B2 + C2, B1 − B3 + C1 − C3〉: O, (13), (4), (13,2), (13,4), (13,2w4),
(13,2,4), (1,2,3), (1,2,3,4) (w > 0, j = 1, 9);

F24j(2) = 〈B2 + C2, B1 − B3 − C1 + C3〉: O, (13), (2), (13,2), (13,4), (13,2w4),
(13,2,4), (1,3,4), (1,2,3,4) (w > 0, j = 1, 9);

F25j(2) = 〈B2+C2, B1−B3〉: O, (13), (24), (13,24), (13,24), (13,24), (13,2), (13,4),
(13,2,4), (1,24,3), (1,2,3,4) (j = 1, 11);

F26j(2) = 〈B2 + αC2, B1 − B3〉: O, (13), (24), (13,24), (13,24), (13,24), (1,24,3),
(13,2,4), (1,2,3,4) (α > 0, α �= 1, j = 1, 9);

F27j(2) = 〈B2 − αC3, B1 − B3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (α > 0, j = 1, 3);
F28j(2) = 〈B1 − B3 − C2, C1 − C3〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4)

(j = 1, 6);
F29j(3) = 〈B1, B2, B3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F30j(3) = 〈B1 − B3, B2, C1 − C3〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4)

(j = 1, 6);
F31j(3) = 〈B1−B3, B2, C2〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F32j(3) = 〈B1 − B3, C3, B2〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F33j(3) = 〈B1 − B3, B2 + C2, C1 − C3〉: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), (13,2,4),

(1,2,3,4) (j = 1, 7);
F34j(3) = 〈B1−B3, B2−C2, C1−C3〉: O, (13), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 5);
F35j(3) = 〈B1−B3, B2+αC2, C1−C3〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4)

(0 < |α| < 1, j = 1, 6);
F36j(3) = 〈B1 − C1, B2 + C2, B3 − C3〉: O, (2), (1,3,4), (1,2,3,4) (j = 1, 4);
F37j(3) = 〈B1 + C1, B2 + C2, B3 + C3〉: O, (4), (1,2,3), (1,2,3,4) (j = 1, 4);
F38j(4) = 〈B1, B2, B3, C1 − C3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F39j(4) = 〈B1, B2, B3, C2〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F40j(4) = 〈B1, B2, B3, C3〉: O, (1,2,3,4) (j = 1, 2);
F41j(4) = 〈B1−B3, B2, C1−C3, C2〉: O, (13), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 5);
F42j(5) = 〈B1, B2, B3, C1 − C3, C2〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F43j(6) = 〈B1, B2, B3, C1, C2, C3〉: O, (1,2,3,4) (j = 1, 2).

Доказательство. Для каждой из подалгебр алгебры AO(2, 2) необходимо найти
инвариантные подпространства пространства V = 〈P1, P2, P3, P4〉 и классифициро-
вать их относительно O(2, 2)-сопряженности.

Первым рассмотрим случай нулевой алгебры F1(0). Превратим V в псевдоев-
клидово пространство, положив (X,Y ) = α1β1 + α2β2 − α3β3 − α4β4 для X =∑

αiPi, Y =
∑

βiPi (i = 1, 4). Пусть W — подпространство V . Если dim W = 1,
то по теореме Витта пространство W O(2, 2)-сопряжено с одним из пространств:
(1), (13), (3).

Пусть dim W > 1. Если W содержит вектор X ненулевой длины, то W сопря-
жено с 〈X〉 ⊕ W ′, где X = P1, W ′ ⊂ 〈P2, P3, P4〉 или X = P3, W ′ ⊂ 〈P1, P2, P4〉.
Подпространства пространства 〈P2, P3, P4〉 исчерпываются пространствами: O, (2),
(24), (3), (2,3), (3,4), (24,3), (2,3,4). Подпространства пространства (1,2,4) исчер-
пываются пространствами: O, (1), (24), (4), (1,2), (1,24), (1,4), (1,2,4). Если W
не содержит вектора ненулевой длины, то в силу теоремы о существовании ор-
тогонального базиса и теоремы Витта заключаем, что W = 〈P1 + P3〉 или W =
〈P1 + P3, P2 + P4〉.

Большинство случаев одномерных подалгебр алгебры AO(2, 2) рассмотрены в
леммах 5.2–5.7, остальные случаи исследуются аналогично.
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Рассмотрим случай алгебры F16(2) = 〈B1 − B3, B2〉. При описании инвариан-
тных относительно F2 = 〈B1 − B3〉 подпространств пространства V , мы исполь-
зовали только автоморфизмы exp(tCi) (i = 2, 3). Поскольку эти автоморфизмы
алгебру F16 отображают в себя, то среди инвариантных пространств F2 следует
отобрать те, которые выдерживают действие B2, а затем полученные пространс-
тва исследовать на сопряженность. Непосредственной проверкой убеждаемся, что
инвариантные подпространства для F16 исчерпываются пространствами: O, (13),
(13,24), (13,2,4), (1,2,3,4).

Пусть W — подпространство V , инвариантное относительно F25 = 〈B2 +
C2, B1−B3〉. Легко получить, что W = W1⊕W2, где W1 ⊂ 〈P2, P4〉, а W2 совпада-
ет с одним из пространств: O, (13), (13), (1,3). Автоморфизм exp(tC2) отображает
〈P2 + γP4〉 (γ �= 0) на одно из пространств: (2), (4), (24), (24). Используя комму-
тационные соотношения, находим, что W является одним из пространств: O, (13),
(24), (13,2), (13,4), (13,24), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,24,3),(1,2,3,4).

Аналогично исследуются случаи остальных подалгебр алгебры AO(2, 2). Тео-
рема доказана.

§ 6 Нерасщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2)
Пусть F̃i — такая подалгебра алгебры AP (2, 2), что π(F̃i) = Fi = Fi(m). Запись

F̃i+W означает, что [Fi,W ] ⊂ W и F̃i∩V ⊂ W . Если речь идет о нерасщепляемых
алгебрах F̃i + W1, . . . , F̃i + Ws, то будем употреблять обозначение F̃ij : W1, . . . ,Ws

(j = 1, s).

Лемма 6.1 Нерасщепляемые подалгебры F̃ алгебры AP (2, 2) с условием π(F̃ ) =
〈B1 − B3〉 исчерпываются алгебрами:

F̃2j = 〈B1 − B3 + P1〉: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), (13,24), (13,2,4) (j = 1, 7);
F̃2j = 〈B1 − B3 + P2〉: (13), (13,4), (13,24) (j = 8, 10).

Доказательство. Пусть X = B1 − B3 +
∑

αiPi, Y =
∑

tiPi. Тогда exp(2Y )(X) =
B1 − B3(α1 + t2 − t4)P1 + (α2 − t1 − t3)P2 + (α3 − t2 + t4)P3 + (α4 − t1 − t3)P4,
Полагая α3 − t2 + t4 = 0, α4 − t1 − t3 = 0, можно предположить, что алгебра F̃

содержит X = B1 − B3 + αP1 + βP2. Если F̃ ∩ V = 0, то, применяя автоморфизм
exp(2tC3), получаем, что F̃ сопряжена с алгеброй 〈B1 − B3 + αP1〉. Автоморфизм
AO(2, 2), соответствующий матрице diag {1,−1,−1, 1}, отображает 〈B1−B3+αP1〉
на 〈B1 − B3 − αP1〉. Поэтому будем предполагать, что α > 0. Так как exp(t(B2 −
C2))(B1 −B3 +αP1) = e−t(B1 −B3 +αetP1), то можно считать, что α = 1. В итоге
получаем алгебру F̃21 = 〈B1 − B3 + P1〉.

Пусть W = 〈P1 − P3, P2〉 или W = 〈P1 − P3, P2, P4〉. Тогда β = 0. Автоморфизм
exp(t(B2+C2)) не изменяет W . Так как exp(t(B2+C2))(B1−B3+αP1) = e−t(B1−
B3) + α(ch tP1 + sh tP3) и α(ch tP1 + sh tP3) + α sh t(P1 − P3) = αetP1, то, полагая
|α|e2t = 1, можно допускать, что α = 1.

Аналогично исследуются остальные случаи. Лемма доказана.

Лемма 6.2. Если F̃ — нерасщепляемая подалгебра AP (2, 2) и π(F̃ ) = 〈B1−B3 +
(−1)a(C1 − C3)〉 (a = 1, 2), то F̃ сопряжена одной из алгебр:

〈B1−B3+(−1)a(C1−C3)+P2a−1〉: O, (2a), (13), (13,2), (13,4), (13,2w4), (13,2,4);
〈B1 − B3 + (−1)a(C1 − C3) + P2a〉: O, (13), (13,6 − 2a), (1,3,6 − 2a).

Доказательство. Так как случаи a = 1 и a = 2 аналогичны, то ограничимся
рассмотрением случая a = 2. Пусть X = B1 −B3 + C1 −C3 +

∑
αiPi, Y =

∑
tiPi.
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Тогда exp(2Y )(X) = B1 −B3 + C1 −C3 + (α1 + 2t2)P1 + (α2 − 2t1 − 2t3)P2 + (α3 −
2t2)P3 + α4P4. Полагаем α1 + 2t2 = 0, α2 − 2t1 − 2t2 = 0. Отсюда вытекает, что с
точностью до внутренних автоморфизмов X = B1 − B3 + C1 − C3 + αP3 + βP4.

Пусть W = F̃ ∩ V и пусть W �= 〈P4〉, W �= 〈P1, P2, P3〉. В этом случае автомор-
физм exp(t(B1 −B3 −C1 + C3)) не изменяет W и отображает X в B1 −B3 + C1 −
C3 +αP3 + (β + tα)P4 + (tβ + t2

2 )(P1 −P3), Так как exp(λP2)(B1 −B3 + C1 −C3) =
B1 − B3 + C1 − C3 + λ(P1 − P3), то можно допустить, что при α �= 0 F̃ содержит
X1 = B1 − B3 + C1 − C3 + αP3. Автоморфизм, соответствующий diag {1,−1, 1, 1},
позволяет считать α > 0. Поскольку

exp(t(B2 + C2))(X1) = e−t(B1 − B3 + C1 − C3 + αet(ch tP3 + sh tP1)) = e−tX2,
exp(−αet sh tP2)X2 = B1 − B3 + C1 − C3 + αe2tP3,

то, полагая αe2t = 1, находим, что допустимо предполагать α = 1.
Если α = 0, то при помощи автоморфизмов diag {1, 1, 1,−1}, exp(t(B2 + C2))

получаем алгебру F̃ , содержащую B1 − B3 + C1 − C3 + P4.
Аналогично рассматриваются и случаи, когда W = 〈P4〉, W = 〈P1, P2, P3〉.

Лемма доказана.

Лемма 6.3. Все подалгебры F̃i алгебры AP (2, 2) с условием π(F̃i) = Fi (i =
3, 4, 7, 13, 18, 22, 27, 32, 36, 43) являются расщепляемыми.
Доказательство. Алгебры Fi (i = 29, 36, 37, 43) являются полупростыми. В си-
лу теоремы Уайтхеда [13] для них не существует нерасщепляемых расширений.
Отсюда вытекает, что расщепляемыми будут также алгебры F̃38, F̃39, F̃40.

Пусть X1 = −B1 + B3 + C2 +
∑

αiPi, Y =
∑

tiPi (i = 1, 4). Непосредственно
находим, что

exp(2Y )(X) = −B1 + B3 + C2 + (α1 − t2 − t3 + t4)P1+
+(α2 + t1 + t3 − t4)P2 + (α3 − t1 + t2 − t4)P3 + (α4 + t1 − t2 + t3)P4.

Полагаем

α1 − t2 − t3 + t4 = 0,
α2 + t1 + t3 − t4 = 0,
α3 − t1 + t2 − t4 = 0,
α4 + t1 − t2 + t3 = 0.

(6.1)

Так как определитель, составленный из коэффициентов при t1, t2, t3, t4 равен 1, то
система (6.1) имеет решение. Следовательно, все алгебры F̃7 суть расщепляемые.

Рассмотрим случай алгебры F18)2) = 〈B1 − B3, C2〉. Алгебра F̃18 содержит
элементы X1 = B1 − B3 +

∑
αiPi, X2 = C2. Так как [X2, [X2,X1]] = − 1

4

∑
αiPi,

то F̃18 — расщепляемая алгебра.
Алгебра F28 содержит F7. Следовательно, с точностью до внутренних автомор-

физмов алгебра F̃28 содержит элементы X1 = B1−B3−C2, X2 = C1−C3+
∑

αiPi.
На основании коммутационных соотношений,

X2 − [X1,X2] = − (
α1+α3

2

)
(P2 + P4) +

(
α2−α4

2

)
(P1 − P3) +

(
α1 + α3

2

)
P1+

+
(
α2 + α4

2

)
P2 +

(
α3 + α1

2

)
P3 +

(
α4 + α2

2

)
P4.

Перебирая инвариантные пространства F28, находим, что для каждого из них
α1 = α2 = α3 = α4 = 0, т.е. алгебра F̃28 расщепляемая. Лемма доказана.
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Лемма 6.4. Если F̃ — нерасщепляемая подалгебра AP (2, 2) и π(F̃ ) = F35, то F̃
сопряжена одной из алгебр:

F̃35j = 〈B1 − B3, B2 + 1
3C2, C1 − C3 + P2 + P4〉: O, (13) (j = 1, 2);

F̃35,3 = 〈B1 − B3, B2 + 1
3C2, C1 − C3 + P4, P1 − P3, P2 − P4〉;

F̃35j = 〈B1 − B3, B2 − 1
3C2, C1 − C3 + P3〉: (13,24), (13,2,4) (j = 4, 5).

Доказательство. На основании рассуждений, проведенных для F̃26, получаем, что
F̃ содержит элементы X1 = B2 + αC2, X2 = B1 − B3, X3 = C1 − C3 +

∑
γiPi. Из

коммутационных соотношений находим, что

αX3 + [X1,X3] =
(
αγ1 + 1+α

2 γ3

)
P1 +

(
αγ2 + α−1

2 γ4

)
P2+

+
(
αγ3 + 1+α

2 γ1

)
P3 +

(
αγ4 + α−1

2 γ2

)
P4,

[X2,X3] =
(

γ1+γ3
2

)
(P2 + P4) +

(
γ4−γ2

2

)
(P1 − P3).

(6.2)

Допустим, что F̃ ∩ V = 〈P1 − P3〉. Тогда на основании (6.2) получаем, что
γ3 + γ1 = 0. Можно предположить, что γ1 = γ3 = 0. Получаем также условие

αγ2 + 1
2 (α − 1)γ4 = 0,

αγ4 + 1
2 (α − 1)γ2 = 0.

(6.3)

Определитель ∆ этой системы равен 3
4α2+ 2

4α− 1
4 . Если ∆ = 0, то α ∈ {−1, 1

3

}
. Так

как 0 < |α| < 1, то система (6.3) имеет ненулевое решение только при α = 1
3 . В

этом случае γ4 = γ2. Автоморфизм, соответствующий diag {−1, 1,−1, 1}, позволяет
допускать, что γ2 > 0. Так как

exp(t(B2 − C2))(C1 − C3 + γ2(P2 + P4)) = et(C1 − C3 + γ2e
−2t(P2 + P4)),

то считаем, что γ2 = 1. Следовательно, алгебра F̃ сопряжена с алгеброй 〈B1 −
B3, B2 + 1

3C2, C1 − C3 + P2 + P4, P1 − P3〉.
Аналогично рассматриваются остальные случаи. Лемма доказана.

Теорема 6.1. Нерасщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2) исчерпываются ал-
гебрами:

F̃2j = 〈B1 − B3 + P1〉: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), 13,24), (13,2,4) (j = 1, 7);
F̃2j = 〈B1 − B3 + P2〉: (13), (13,4), (13,24), (j = 8, 10);
F̃5j = 〈B1 − B3 + C1 − C3 + P3〉: O, (4), (13), (13,4), (13,2), (13,2w4), (13,2,4)

(w > 0, j = 1, 7);
F̃5j = 〈B1 − B3 + C1 − C3 + P4〉: O, (13), (13,2), (1,2,3) (j = 8, 11);
F̃6j = 〈B1 − B3 − C1 + C3 + P1〉: O, (2), (13), (13,2), (13,4), (13,2w4), (13,2,4)

(j = 1, 7);
F̃6j = 〈B1 − B3 − C1 + C3 + P2〉: O, (13), (13,4), (1,3,4) (j = 8, 11);
F̃11j = 〈B2 + C2 + αP2〉: O, (4), (13), (1,3), (13,4), (1,3,4) (α > 0, j = 1, 6);
F̃11j = 〈B2 + C2 + αP4〉: O, (2), (13), (1,3), (13,2), (1,2,3) (α > 0, j = 7, 12);
F̃11j = 〈B2 + C2 + P2 + P4〉: O, (13), (1,3) (j = 13, 15);
F̃11j = 〈B2 + C2 + P2〉: (24), (13,24), (1,24,3) (j = 16, 18);
F̃14j = 〈B3 − C3 + αP2〉: O, (1), (3,4), (1,3,4) (α > 0, j = 1, 4);
F̃15j = 〈B3 + C3 + αP4〉: O, (3), (1,2), (1,2,3) (α > 0, j = 1, 4);
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F̃17.1 = 〈B1 − B3 + P2 − P4, C1 − C3〉; F̃17.2 = 〈B1 − B3 + P4, C1 − C3 − P4〉;
F̃17.3 = 〈B1 − B3 + P2, C1 − C3 − P4〉;
F̃17.4 = 〈B1 − B3 + P2, C1 − C3 + βP2 + γP4, P1 − P3〉 (β, γ ∈ R);
F̃17.5 = 〈B1 − B3, C1 − C3 + P4, P1 − P3〉;
F̃17.6 = 〈B1 − B3 + P1, C1 − C3 − P1 + βP4, P1 − P3, P2〉 (β ≥ 0);
F̃17.7 = 〈B1 − B3, C1 − C3 + P4, P1 − P3, P2〉;
F̃17.8 = 〈B1 − B3 + P1, C1 − C3 + P1 + βP2, P1 − P3, P4〉 (β ≥ 0);
F̃17.9 = 〈B1 − B3 + P2, C1 − C3, P1 − P3, P4〉;
F̃17.10 = 〈B1 − B3 + αP2, C1 − C3 + P1, P1 − P3, P2 + P4〉 (α ≥ 0);
F̃17.11 = 〈B1 − B3 + P2, C1 − C3, P1 − P3, P2 + P4〉;
F̃17.12 = 〈B1 − B3 + P1, C1 − C3 + βP3, P1 − P3, P2, P4〉 (β ∈ R);
F̃23j = 〈B1 − B3 + C1 − C3, B2 + C2 + αP4〉: O, (13,2), (13,2w4), (1,2,3) (α > 0,

w > 0, j = 1, 4);
F̃23.5 = 〈B1−B3 +C1−C3, B2 +C2 +αP2 +βP4, P1−P3〉 (α, β ≥ 0, α2 +β2 �= 0);
F̃23.6 = 〈B1 − B3 + C1 − C3, B2 + C2 + αP2, P1 − P3, P4〉 (α > 0);
F̃24j = 〈B1 − B3 − C1 + C3, B2 + C2 + αP2〉: O, (13,4), (13,2w4), (1,3,4) (α > 0,

w > 0, j = 1, 4);
F̃24.5 = 〈B1 − B3 − C1 + C3, B2 + C2 + αP2 + βP4, P1 − P3〉 (α ≥ 0, β ≥ 0,

α2 + β2 �= 0);
F̃24.6 = 〈B1 − B3 − C1 + C3, B2 + C2 + αP4, P1 − P3, P2〉 (α > 0);
F̃25j = 〈B1 − B3, B2 + C2 + αP2〉: (13), (13,4) (α > 0, j = 1, 2);
F̃25j = 〈B1 − B3, B2 + C2 + αP4〉: (13), (13,2) (α > 0, j = 3, 4);
F̃25j = 〈B1 − B3, B2 + C2 + P4〉: (13,24), (13,24), (1,24,3) (j = 5, 7);
F̃25.8 = 〈B1 − B3, B2 + C2 + P2 + P4〉;
F̃25.9 = 〈B1 − B3, B2 + C2 + P2 ± P4, P1 − P3〉;
F̃26j = 〈B2 + 3C2, B1 − B3 + P2 − P4〉: O, (13) (j = 1, 2);
F̃26j = 〈B2 + 3C2, B1 − B3 + P4〉: (24), (13,24), (13,24), (1,24,3) (j = 3, 6);
F̃33j = 〈B1 − B3, B2 + C2 + αP2, C1 − C3〉: (13), (13,4) (α > 0, j = 1, 2);
F̃33j = 〈B1 − B3, B2 + C2 + αP4, C1 − C3〉: (13), (13,2) (α > 0, j = 3, 4);
F̃33.5 = 〈B1 − B3, B2 + C2 + P4, C1 − C3, P1 − P3, P2 + P4〉;
F̃33.6 = 〈B1 − B3, B2 + C2 + P2 + P4, C1 − C3, P1 − P3〉;
F̃34.1 = 〈B1 − B3, C1 − C3, B2 − C2 + P1 − P3〉;
F̃34.2 = 〈B1 − B3, C1 − C3, B2 − C2 + P3, P1 − P3, P2, P4〉;
F̃35j = 〈B1 − B3, B2 + 1

3C2, C1 − C3 + P2 + P4〉: O, (13) (j = 1, 2);
F̃35.3 = 〈B1 − B3, B2 + 1

3C2, C1 − C3 + P4, P1 − P3, P2 − P4〉;
F̃35j = 〈B1 − B3, B2 − 1

3C2, C1 − C3 + P2〉: (13,24), (13,2,4) (j = 4, 5).
Основные этапы доказательства проведены в леммах 6.1–6.4. Остальные этапы

аналогичны.
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